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Prologue

L’optimisation combinatoire constitue un sujet de recherche trés vaste, de par le type de pro-
blémes et le contexte dans lequel ils peuvent étre abordés, et de par le type de résultats recherchés.
Ce mémoire qui décrit les travaux de recherche que j’ai menés dans 1’équipe OPAL au sein du LaMI,
depuis septembre 1999, en est une illustration.

Nous avons considéré des problémes d’optimisation issus de domaines variés : théorie des graphes;
problémes d’ordonnancement ; problémes issus d’applications “réelles” ; etc. Les contextes dans les-
quels ils ont été étudiés le sont tout autant : optimisation dans un cadre monocritére, multicritére,
ou multijoueur. Le contexte a déterminé en partie quelle était 'approche utilisée : obtention d’al-
gorithmes efficaces, avec ou sans garantie de performance, ou de mécanismes possédant certaines
propriétés. Enfin les méthodes que nous avons utilisées sont multiples : utilisation d’algorithmes
déterministes ou probabilistes ; programmation linéaire ; algorithmes de types gloutons ou de liste;
programmation dynamique ; recherche locale et méthodes hybrides; réductions entres problémes.

La partie I de ce mémoire constitue une introduction aux travaux présentés par la suite. Dans le
chapitre 1 nous présentons les différents contextes et approches que nous avons utilisés par la suite.
Le chapitre 2 rassemble les problémes d’optimisation combinatoire que nous avons considérés.

La partie II traite des algorithmes approchés sans garantie de performance. Nous présentons
dans le chapitre 3 des travaux relatifs aux voisinages de grande taille pour les algorithmes & base
de recherche locale.

La partie III traite de I'approche avec garantie de performance. Nous présentons dans le cha-
pitre 4 des résultats que nous avons obtenus dans le cadre de ’optimisation monocritére. La suite
de cette troisiéme partie est consacrée & I'optimisation multiobjectif. Nous présentons dans le cha-
pitre 5 les résultats que nous avons obtenus avec ’approche point idéal. Les chapitres 6 et 7 sont
quant a eux consacrés & 'approche courbe de Pareto.

La partie IV est consacrée & 'approche théorie des jeux. Le chapitre 8 traite de la recherche
de solutions stables, i.e. des équilibres de Nash, qui soient de bonne qualité, pour un probléme
d’ordonnancement. Dans le chapitre 9 on s’intéresse a la problématique de construire des mécanismes
avec véracité garantie. Dans le chapitre 10 on considére la recherche de solutions équitables vis &
vis de chacun des agents.

Enfin nous dressons dans le chapitre 11 quelques axes de recherche susceptibles de constituer un
prolongement de ces travaux.
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Chapitre 1

Contextes et approches
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Un méme probléme peut souvent étre vu ou défini de différentes maniéres, selon le contexte
dans lequel on se place et les hypothéses que 'on fait : L’instance est-elle définie dés le départ ?
Les données sont-elles connues avec certitude ? Evoluent-elles au cours du temps ? Cherche-t’on &
optimiser un seul critére 7 Peut-on agir de maniére autonome, ou faut-il tenir compte de la présence
d’autres participants (agents) ? Ceux-ci peuvent-ils coopérer entre eux ? Peuvent-ils mentir ?

De plus différentes approches de résolution sont possibles, et ceci de maniére parfois orthogonale
au contexte choisi : Cherche-t’on un algorithme efficace et susceptible de donner de bons résultats
en pratique? Cherche-t’on un algorithme pour lequel on soit capable de fournir des garanties de
performance théoriques 7 Cherche-t’on des algorithmes susceptibles de fournir des solutions qui ne
soient pas remises en cause par les agents ?

Nous présentons dans ce chapitre les différents contextes ou points de vue que nous avons
considéré lors de nos travaux, ainsi que les différentes approches suivies.

1.1 Optimisation monocritére

Classiquement dans un probléme d’optimisation combinatoire, on dispose d’un ensemble fini de
solutions réalisables &, et d’une fonction objectif f : & — Q que 'on cherche & maximiser ou &
minimiser.

Depuis les travaux initiés par Karp dans les années 70 [117], la majorité des problémes en opti-
misation combinatoire ont été montrés NP-difficiles [86]. Il est donc vraisemblablement impossible,
de trouver des algorithmes polynomiaux capables de les résoudre de maniére exacte. Cependant, en
relachant la contrainte d’optimalité, c’est-a-dire en cherchant & produire des solutions approchées,
il est souvent possible d’obtenir de maniére efficace des solutions “presque” optimales, souvent sa-
tisfaisantes en pratique.

Deux voies de recherche sont alors possibles. On peut chercher des algorithmes qui vont donner,
en pratique, de bons résultats expérimentaux. Les métaheuristiques constituent alors une méthode

11
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Etape 1 : Soit s une solution réalisable quelconque
Etape 2 : Tant qu’ il existe s’ € N(s) préférée a s faire
s+ s
Fin Tant que
Etape 3 : Retourner s

TaB. 1.1 — Algorithme standard de recherche locale. Une solution courante s est remplacée par une
solution s’ de son voisinage seulement si s’ est préférée a s. La procédure termine lorsqu’un optimum
local est atteint.

de choix. Celles-ci se basent souvent sur la recherche locale. Un inconvénient de ces méthodes est
qu’il n’est pas possible de déterminer de maniére théorique la qualité des solutions qu’elles per-
mettent d’obtenir. L’autre voie de recherche concerne donc ’obtention d’algorithmes avec garantie
de performance.

1.1.1 Meétaheuristiques et recherche locale

Rappelons que les métaheuristiques sont des méthodes générales, qui permettent de concevoir des
algorithmes fonctionnant trés biens en pratique pour une trés grande variété de problémes [73, 104].
On peut citer entre autres les algorithmes génétiques, le recuit simulé, la recherche tabou, les colonies
de fourmis.

Ces méthodes s’appuient trés souvent sur la recherche locale, elle méme basée sur la notion de
voisinage : noté N'(s) C 8, le voisinage d’une solution s est un ensemble de solutions réalisables, qui
en pratique sont obtenues en appliquant une transformation sur s. Dans un algorithme de recherche
locale, a chaque étape, on cherche parmi les voisins de la solution courante, une solution de meilleure
qualité (vis a vis de la fonction objectif f). Si une telle solution existe, alors elle se substitue a la
solution courante. Le processus se poursuit jusqu'a ce qu’on ne puisse plus trouver de meilleure
solution. La solution courante est alors un optimum local. Un tel algorithme est représenté dans le
tableau 1.1.

Dans cette thématique on cherche & obtenir des algorithmes qui soient les plus performants
possibles, aussi bien en terme de qualité des solutions obtenues, qu’en terme de temps de calcul pour
les obtenir. Pour ce faire, il est intéressant d’utiliser des voisinages de grandes tailles, si possible de
taille exponentielle par rapport & la taille de I'instance. Il faut alors s’assurer que ceux-ci peuvent
étre exploré de maniére efficace, de maniére & ce que l’algorithme de recherche locale demeure
polynomial & chaque itération. Le chapitre 3 est consacré & cette problématique.

Une autre voie de recherche que nous avons abordée [25, 26] consiste & utiliser des méthodes hy-
brides, combinant par exemple des méthodes exactes, telle que la programmation par contraintes [30],
et des métaheuristiques.

1.1.2 Algorithmes avec garantie de performance

La recherche d’algorithmes d’approximation avec garantie de performance est un domaine majeur
de l'informatique [101, 170].

Définition 1 Soit OPT le codt d’une solution optimale. Un algorithme est dit p-approché pour un
probléme de minimisation (respectivernent mazimisation) s’il produit toujours une solution dont le
colt ne dépasse pas p OPT, avec p > 1 (respectivement dépasse p OPT, avec p < 1). Une telle
solution est dite p-approchée.
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Définition 2 Une famille d’algorithmes (1 + €)-approchés pour tout € > 0, est appelée un schéma
d’approrimation polynomial si le temps d’exécution de chaque algorithme est polynomial en fonction
de la taille de l'instance. Si le temps d’exécution est polynomial également en fonction de 1/¢, alors
on parle de schéma d’approximation totalement polynomial.

Les algorithmes probabilistes permettent quelquefois d’obtenir de meilleurs résultats d’approxi-
mation en moyenne que ce qu’il serait possible d’obtenir si on se limitait & des algorithmes déter-
ministes.

Définition 3 Un algorithme probabiliste, pour un probléme monocritére de minimisation (respecti-
vement mazimisation), est dit p-approché, sil’espérance du cott X de la solution qu’il retourne, noté
E[X], est au plus (respectivement au moins) p fois le codt d’une solution optimale : E[X] < pOPT
(respectivement E[X] > pOPT).

Comme nous le verrons par la suite, il est parfois possible de dérandomiser un algorithme pro-
babiliste pour obtenir un algorithme déterministe ayant la méme garantie de performance.

Dans cette thématique, on recherche bien évidemment des algorithmes dont le rapport d’ap-
proximation est le plus proche possible de 1. Parallélement & ce travail, il est intéressant d’obtenir
également des résultats d’inapproximabilité. Le chapitre 4 expose les résultats que nous avons ob-
tenus pour plusieurs problémes d’optimisation combinatoire.

1.2 Optimisation multicritére

Dans un probléme d’optimisation multicritére, on dispose d’un ensemble fini de solutions réali-
sables S, et de k > 2 fonctions objectifs a optimiser : fi,..., fg,avec f; : S > Qpouri=1,...,k.
Pour simplifier les notations, nous faisons dans cette section ’hypothése que toutes les fonctions
objectifs sont & minimiser, sans que cela remette en cause la généralité des notions exposées. Les no-
tions de critére et de fonction objectif se confondent. Ainsi, on parle indifféremment d’optimisation
multicritére ou d’optimisation multiobjectif.

Une des difficultés de ces problémes provient du fait que les fonctions objectifs sont souvent en
conflit : une solution optimale pour un critére ne 1’est pas forcément pour un autre, par conséquence
I’existence d’une solution réalisable optimisant simultanément chacune des fonctions objectifs n’est
souvent pas garantie.

Les problémes d’optimisation combinatoires multicritéres qui généralisent un probléme mono-
critere NP-difficile, sont de fait NP-difficiles. Par contre, certains problémes multicritéres sont
NP-difficiles malgré le fait qu’ils généralisent des problémes monocritéres polynomiaux. C’est le cas
par exemple du probléme de ’arbre couvrant de poids minimum bicritére [52], du probléme de la
plus courte chaine bicritére, ou du probléme du couplage maximal de poids minimum bicritére [159].

Les approches qui ont été suivies pour résoudre les problémes d’optimisation multicritére peuvent
étre classées en 4 grandes catégories. La premiére, et sans doute la plus évidente, consiste a considérer
une combinaison linéaire des différents critéres sous la forme d’une fonction objectif unique [66]. La
deuxiéme approche consiste & chercher une solution satisfaisant simultanément, au mieux, tous les
critéres [164]. Une troisiéme approche, qualifiée d’approche budget par la suite, consiste & optimiser
un critére alors que les autres sont contraints de ne pas dépasser des bornes fixées a l'avance [112,
162, 168|. Dans la derniére approche, contrairement a toutes les autres, on ne recherche pas une,
mais un ensemble de solutions réalisant des compromis sur les différents critéres. On parle alors de
courbe de Pareto [16, 56]. Nous passons briévement en revue les trois derniéres approches.
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F1G. 1.1 — Le point u représente le point idéal. Cette valeur est rarement atteinte par une solution
réalisable. La solution s est (p1, p2)-approchée de u.

1.2.1 Approche point idéal

Comme nous 'avons mentionné plus haut, le fait de considérer plusieurs fonctions objectifs en
conflit écarte souvent ’existence d’une solution réalisable satisfaisant au mieux tous les critéres.
Cependant, la valeur d’une telle solution, appelée point idéal peut toujours servir de référence pour
apprécier la qualité d’une solution réalisable.

Définition 4 Le point idéal, pour un probléeme d’optimisation a k critéres, est un vecteur ji =
(15, i) tel que :
wi = min{ fi(s)}, pouri=1,...,k.
SES

L’approche simultanée, ou approche point idéal consiste a produire une solution réalisable dont
I’image soit la plus proche possible de j sur chacun des critéres.

Définition 5 Une solution s € S est dite (p1,..., pg)-simultanée-approchée pour un probléme de
minimisation multicritére si f;(s) < pip; pour i =1,... k.

La figure 1.1 illustre cette définition.

Définition 6 Un algorithme est dit (p1, ..., pi)-simultanée-approché pour un probléeme 11 a k cri-
teres s’il produit une solution réalisable (p1,. .., px)-simultanée-approchée pour toute instance de
II.

Il est important de noter qu’il n’existe pas toujours de solution p-simultanée-approchée pour
certaines valeurs de p. Par conséquent, en amont de ce travail d’approximation, il est intéressant de
considérer des résultats d’inexistence.

Nous présentons dans le chapitre 5 les résultats que nous avons obtenus avec cette approche,
pour un probléme d’ordonnancement bicritére ainsi que pour le probléme de la coupe maximale
bicritére.
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1.2.2 Approche budget

L’approche budget consiste & optimiser un critére alors que les autres sont contraints de ne
pas dépasser des bornes fixées. Pour le cas d’un probléme général & k critéres, on fixe des bornes
Bs, ..., By pour les critéres 2 jusqu’a k, et le probléme qu’on cherche a résoudre s’écrit ainsi :

min f1(s)
sous les contraintes :  fa(s) < Bo

fe(s) < By
seS

Dans le cadre de I'approximation avec garantie de performance, on peut chercher & retourner
une solution s vérifiant toutes les contraintes et qui soit p-approchée sur f; :

fi(s) < p(min{f1(s) | fi(s)) < By pour i = 2,..., k}).

Ainsi, seul un scalaire p est nécessaire pour qualifier la qualité de I’approximation. Cependant, une
définition plus générale de I’approximation peut étre donnée en supposant que les contraintes ne
sont pas strictes et que les bornes peuvent étre dépassées.

Définition 7 Pour (Ba,...,By) fixé et By = minses{fi(s) | fi(s) < B; pouri = 2,...,k}, une
solution s € S est dite (p1, ..., px)-budget-approchée si fi(s) < p;B; pouri=1,...,k.

Ce qui était une solution p-approchée est, pour la nouvelle définition, une solution (p, 1,...,1)-
budget-approchée.

Définition 8 Un algorithme est dit (p1, ..., px)-budget-approché pour un probléme II & k critéres
s’il produit une solution réalisable (p1,...,px)-budget-approchée pour toute instance de II et tout
vecteur budget (Ba,. .., By) réalisable.

Cette approche est par exemple utilisée dans le chapitre 6 dans la section 6.2.

1.2.3 Approche courbe de Pareto

La courbe de Pareto est basée sur la notion de dominance. De maniére informelle, une solution
s domine une autre solution s’ si elle est au moins “aussi bonne” sur tous les critéres et strictement
meilleure sur au moins un critére.

Définition 9 Une solution s domine une solution s', noté s < ', si :
- fZ(S) < fi(sl) bour 1= 11 T 7k; et
— il existe au moins un critére i* tel que fi=(s) < fix(s').

La dominance définit un ordre qui est seulement partiel car il peut exister deux solutions s et
s', dites incomparables, telles que s ne domine pas s’ et s’ ne domine pas s.

Définition 10 Une solution s € S est dite Pareto optimale, s’l n’existe pas de solution s’ € S qui
la domine. Pour une instance d’un probléme multicritére, I’ensemble de Pareto, noté Sp,. C S, est
l’ensemble des solutions Pareto optimales. La courbe de Pareto, notée P, est l’ensemble des images

-

des solutions Pareto optimales : P = {f(s) | s € Spar}-
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La figure 1.2 illustre ces notions pour un probléme bicritére.

Déterminer si une solution fait partie de la courbe de Pareto est souvent un probléme NP-
complet. C’est le cas par exemple pour les problémes de couplage, arbre couvrant de poids minimum,
et plus court chemin, dans leur version bicritére [76]. De plus, la courbe de Pareto peut contenir un
nombre exponentiel de points. C’est le cas par exemple pour le probléme de la plus courte chaine
bicritére entre deux sommets [98]. Tout algorithme visant a produire explicitement l’ensemble des
solutions Pareto optimales est alors nécessairement exponentiel.

Définition 11 Un probléeme multicritére est dit indocile, si le cardinal de la courbe de Pareto peut
étre exponentiel par rapport a la taille d’une instance.

Face a ces difficultés, on peut chercher & déterminer une courbe de Pareto approchée. En effet,
Papadimitriou et Yannakakis [135] ont montré que pour tout probléme multicritére il existait tou-
jours une courbe de Pareto é-approchée (voir la définition ci-dessous) comportant un nombre de
solutions polynomial en la taille de l'instance et 1/e (le nombre de critéres étant une constante).

De nombreuses métaheuristiques ont été adaptées afin de pouvoir retourner des courbes de
Pareto approchées (sans garantie de performance). On peut citer ainsi le recuit simulé [70, 160], la
recherche tabou [85, 99|, les algorithmes génétiques [61, 174, 176] et les colonies de fourmis [84].
Nous exposons dans le chapitre 3, dans les sections 3.4.1 et 3.4, les travaux que nous avons menés
concernant 1'utilisation d’un voisinage de taille exponentielle pour le probléme bicritére du voyageur
de commerce.

On peut également chercher & produire des courbes de Pareto approchées avec garantie de
performance.

Définition 12 Etant donné un vecteur € = (1, ... ,¢€x), une solution s € S £-domine une solution
s si fi(s) < (1 + &) fi(s') pouri=1,...,k.

Définition 13 Pour un probléme a k critéres, un ensemble de Pareto e-approché, noté Sz, est un
ensemble de solutions réalisables tel que pour toute solution s' € S, il existe une solution s € Sz qui
g-domine s'. Une courbe de Pareto £-approchée, notée P=, est l’ensemble des images des solutions
d’un ensemble de Pareto E-approché.
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Fi1G. 1.5 — Les solutions représentées sont toutes Pareto optimales mais seulement trois sont suppor-
tées. Les solutions non supportées, entourées sur la figure, appartiennent aux triangles de convexité.

Les figures 1.3 et 1.4 illustrent les définitions précédentes.

Il est possible de distinguer le rapport d’approximation sur chacun des critéres. En particulier,
dans le cas bicritére, nous considérerons par la suite des courbes de Pareto (e,0)-approchées.

Nous exposons dans les chapitres 7 et 6 les résultats que nous avons obtenu avec cette approche.

1.2.4 Liens entre ces approches

L’approche courbe de Pareto englobe en quelque sorte chacune des autres approches mentionnées
plus haut. En effet, si on connait une courbe de Pareto exacte, alors on peut déterminer une solution
optimale vis & vis d’une pondération des critéres quelconque, on peut déterminer une solution
approchant le point idéal, et on peut déterminer une solution optimale vis & vis de ’approche
budget.

Comme nous le verrons plus loin, au chapitre 6, I’approche budget peut permettre de générer
une courbe de Pareto approchée.

La pondération des fonctions objectifs permet aussi de générer des solutions Pareto optimales &
I’aide d’algorithmes monocritéres exacts.

Théoréme 1 [76] Toute solution réalisable s qui minimise f = Ele Xifi, avec N; € R™ pour
1=1,...,k, est Pareto optimale.

On peut utiliser plusieurs fois la méthode de pondération des critéres avec des pondérations
différentes afin de générer un ensemble de solutions Pareto optimales. Le trés grand nombre de ces
pondérations interdit cependant toute approche exhaustive et se pose alors la difficulté de faire un
choix judicieux d’un sous-ensemble de pondérations.

De plus, du fait de la non convezité de la courbe de Pareto, cette technique ne permet d’obtenir
qu’une certaine catégorie de solutions Pareto optimales : les solutions supportées (voir la figure 1.5),
c’est-a-dire celles qui appartiennent & 1’enveloppe convexe de la courbe de Pareto.

1.2.5 Comparaison de courbes de Pareto approchées

Il n’existe pas de mesure unique, totalement satisfaisante, permettant de comparer deux courbes
de Pareto approchées (voir [97, 114] pour une discussion sur le sujet). Par la suite nous avons utilisé
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F1G. 1.6 — La surface S(A) est représentée en gris.

trois méthodes : la différence de couverture de deuz ensembles introduite par Zitzler [174], I’espérance
sur les fonctions d’utilité de Tchebycheff pondérées proposée par Hansen et Jaszkiewicz [97] et
la mesure C utilisée par exemple dans [175]. Ces trois mesures sont briévement décrites pour un
probléme bicritére ou chaque critére est & minimiser.

Différence de couverture de deux ensembles

Soient DJ"** (respectivement D'*®) la valeur maximale que peut prendre une solution sur le premier
(respectivement second) critére pour une instance donnée du probléme. Etant donné un ensemble
de solutions incomparables A constituant une courbe de Pareto, on peut déterminer une surface
S(A) comme montré en figure 1.6. La quantité S(A) mesure la portion de l’espace objectif dominée
par l'ensemble de points A.

Etant donnés A et B, deux ensembles de solutions incomparables, constituant deux courbes
de Pareto, la fonction D (différence de couverture de deux ensembles) est définie par D(A,B) =
S(A+ B)—S(B) et D(B,A) = S(A+ B) — S(A) (voir la figure 1.7). La valeur D(A, B) mesure la
portion de ’espace objectif dominée par A mais pas par B. De maniére symétrique D (B, A) mesure
la portion de I’espace objectif dominée par B mais pas par A. Intuitivement, si D(4, B) > D(B, A)
alors A est meilleur que B.

Espérance sur les fonctions d’utilité de Tchebycheff pondérées

Soient o une solution et o* la solution idéale (qui n’existe pas forcément) telle que Dy (o*) = DMin
et Dy(o*) = Din (DT et DI sont respectivement les valeurs minimales que peut atteindre
une solution pour les deux critéres). La fonction d’utilité de Tchebycheff pondérée est définie par
Uso(0, 0%, A) = —max{A,(D;(c) — Dy (0*)), Ay(D2(0) — D2(6*))} ot A = (Ay, Ay) est un vecteur de
poids. Etant donné un ensemble de solutions non dominées A, u (A, A) = max,e 4 too(0, 0%, A) est
la meilleure utilité atteinte par la fonction us (0,0, A) pour A. La qualité de A peut étre évaluée
par ’espérance sur la valeur de la fonction d’utilité pondérée de Tchebycheff pour I’ensemble des
vecteurs de poids normalisés :

Blut(A,0)] = /A A M)A,
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Fi1G. 1.7 — Soient A et B deux ensembles de solutions incomparables représentés respectivement par
des triangles et des cercles. On a D(A, B) = §; et D(B, A) = d5. La portion y est dominée par les
deux ensembles.

ot ¥ = {A € R2| Ay + Ay = 1, A;,Ay > 0} désigne I’ensemble de tous les vecteurs de poids
normalisés et p(A) est une fonction de probabilité d’intensification. Par la suite, p(A) est supposée
uniforme sur . Ainsi, si E[u} (4,A)] > Eful,(B,A)] alors on conclut que A est meilleur que B
pour cette mesure.

La mesure C
Une troisiéme fagon d’évaluer la qualité entre deux ensembles de solutions A et B est de considérer
le rapport suivant :
_ {o€eA|Ad' € Bt.q. o <a}

4] '
C’est le rapport entre le nombre de solutions appartenant & A qui ne sont pas dominées par une
solution de B et le cardinal de A. Comme en général ’égalité C(A,B) + C(B,A) = 1 n’est pas
respectée, il est nécessaire de calculer a la fois C(A, B) et C(B,A). Si on a C(A,B) > C(B, A), on
en conclut que A est meilleur que B pour ce critére.

C(A, B)

1.3 Théorie des jeux

Jusqu’a présent on s’est placé dans le contexte d’un preneur de décision isolé, qui n’est pas en
interaction avec d’autres agents, et qui peut calculer avec certitude les effets des décisions qu’il
prend. Il est nécessaire de changer de contexte lorsqu’on s’attaque & des problémes qui se posent
dans un environnement distribué, dans lequel plusieurs agents interagissent.

Par exemple, de nos jours, la compréhension d’internet est devenue l'un des enjeux majeurs
en informatique théorique. Or l'internet peut étre vu comme un systéme complexe distribué dans
lequel un grand nombre d’entités agissent de maniére indépendante, chacune voulant maximiser
son profit. Des protocoles organisent ce réseau, dans le but d’arriver & une situation qui soit la
plus bénéfique pour tous. Plus précisément, on fait donc ’hypothése que chaque agent posséde une
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fonction objectif chargée de mesurer son profit, tandis qu’il existe une fonction objectif globale
chargée de mesurer la bonne utilisation des ressources du systéme. Cette maniére de voir les choses
rend possible 'utilisation de nombreuses notions de la théorie des jeux non coopératifs.

Vers quel état un tel systéme va-t’il converger ? Est-il possible de concevoir des protocoles de
maniére & obtenir des solutions qui soient stables, c’est-a-dire des solutions qui ne soient pas remises
en cause par les agents, et qui soient en méme temps satisfaisantes d’un point de vue global quant &
I'utilisation des ressources du systéme ? Les agents peuvent-ils manipuler le protocole & leur avantage
en lui fournissant de fausses informations ? Dans d’autres applications, les agents peuvent choisir de
se concerter afin d’arriver & un but commun. On entre alors dans le domaine des jeux coopératifs.
Quelle est alors une solution qui soit la plus équitable pour chacun des participants ?

1.3.1 Stabilité

Un jeu non coopératif est constitué d’un ensemble d’agents N, chacun ayant un ensemble fini
de stratégies (actions). Pour un agent 7 € N, on note A; l'ensemble des stratégies a sa disposition.
Chaque agent 1 € N doit donc choisir une stratégie a; € A;. On note a = (a;)ien, ou plus simplement
a = (a;) lorsque aucune confusion n’est possible, ’ensemble des stratégies choisies par les agents.
Pour un agent ¢ € N, on note a_; la collection (aj;);en\;, c’est-a-dire I'ensemble des stratégies
choisies par tous les agents excepté ’agent i. Etant donné a_; = (aj)je ~\; et une stratégie a; € 4;
on note (a_;,a;) la collection (a;);en. Chaque agent i € N, posséde une fonction objectif p; qu’il
cherche & maximiser. Etant donné a = (a;)icn, la quantité p;(a) indique le profit de I’agent i dans
cette situation.

Définition 14 Un équilibre de Nash (pur) a* = (a})icn est une situation dans laquelle, pour
chaque agent i € N, p;i(a*;,a;) < pi(a*;,a}), pour chaque stratégie a; € A; [129].

Un équilibre de Nash est donc une situation du systéme dans laquelle aucun agent n’a intérét
& changer de stratégie, compte tenu des stratégies des autres agents. Un tel équilibre n’existe pas
toujours.

Etant donné que les agents agissent indépendamment afin d’optimiser leur fonction objectif
individuelle, la valeur de la fonction objectif globale peut ne pas étre aussi bonne que celle d'une
solution choisie par une autorité centrale. Il est donc important de mesurer et d’étre capable de
borner la perte en qualité des solutions. Autrement dit, vis & vis de la fonction objectif globale,
quelle est la qualité d’'un équilibre de Nash par rapport a la qualité d’un optimum construit de
maniére centralisée ? C’est dans ce but que Koutsoupias et Papadimitriou [119] ont introduit le priz
de Uanarchie.

Définition 15 Le prix de ’anarchie pour une instance, est égal au rapport entre la valeur de la
fonction objectif globale dans le pire équilibre de Nash pour cette instance, et sa valeur dans une
solution optimale (qui n’est pas forcément un équilibre de Nash) pour cette instance. Le priz de
Uanarchie pour un probléme de minimisation est égal au maximum du priz de 'anarchie sur chacune
de ses instances.

Est-il possible de faire baisser ce prix de 'anarchie? Christodoulou et al. [57] ont étudié des
mécanismes de coordination, dont le but est de minimiser le prix de I'anarchie. Ces mécanismes, qui
ne doivent pas altérer la nature distribuée du systéme, forcent les agents a “coopérer” spontanément,
s’ils veulent maximiser leur fonction objectif.

Par exemple, considérons un probléme d’ordonnancement sur deux machines dans lequel les taches
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(agents) cherchent a minimiser leur date de fin d’exécution. Un mécanisme de coordination consiste
par exemple & spécifier que la premiére (respectivement seconde) machine utilise une politique
d’ordonnancement SPT (respectivement LPT). Cela signifie que les taches qui sont ordonnancées
sur la premiére (respectivement seconde) machine le seront selon ’ordre croissant (respectivement
décroissant) de leur durée d’exécution. La tache la plus petite (respectivement longue) a ainsi intérét
a aller sur la premiére (respectivement seconde) machine puisqu’elle sait qu’elle sera la premiére
tache a étre ordonnancée sur cette machine. Plus généralement chaque téache peut déterminer sur
quelle machine elle a intérét a se placer (une tache ira sur la premiére machine si et seulement
si la somme des longueurs des taches plus petites qu’elle est inférieure & la somme des longueurs
des taches plus grandes qu’elle). Avec ce mécanisme de coordination, 'ordonnancement obtenu est
%—approché vis & vis du makespan. Le rapport de coordination de ce mécanisme est donc égal a 4/3.
Christodoulou et al. [57] ont proposé d’autres mécanismes de coordination avec un meilleur rapport
d’approximation.

Dans une autre direction, un point de vue plus centralisé a été introduit dans [29]. En effet, dans
de nombreuses applications liées aux réseaux, les agents ne sont pas totalement autonomes : en
fait ils interagissent avec un protocole qui propose une solution collective aux participants. Chaque
participant peut soit accepter la solution proposée, soit la refuser. Clairement, le concepteur du
protocole doit proposer le meilleur équilibre de Nash, afin que la solution soit bonne pour la fonction
globale, et stable (aucun agent n’a intérét a unilatéralement changer de stratégie dans un équilibre
de Nash). Cela motive la définition suivante introduite dans [29].

Définition 16 Le prix de la stabilité pour une instance, est égal au rapport entre la valeur de la
fonction objectif globale dans le meilleur équilibre de Nash pour cette instance, et sa valeur dans une
solution optimale (qui n’est pas forcément un équilibre de Nash) pour cette instance. Le priz de la
stabilité pour un probléme de minimisation est égal au mazimum du priz de la stabilité de chacune
de ses instances.

Récemment des questions de ce type ont été posées pour plusieurs problémes, parmi lesquels des
problémes d’ordonnancement [57, 68, 69, 119, 148], des problémes de routage [64, 149, 150], et des
problémes d’emplacement de ressources [171].

Nous avons cherché & faire baisser le prix de ’anarchie en relaxant la définition d’un équilibre
de Nash.

Définition 17 Nous disons qu’une solution est un équilibre de Nash a-approché™ (o > 1) si, lorsque
un agent décide de changer de maniére unilatérale sa stratégie, son mouveau profit est inférieur ou
égal a son profit actuel multiplié par o.

Lorsque a = 1 on retrouve la notion classique d’équilibre de Nash. Les solutions que nous
considérons stables sont celles qui correspondent & des équilibres de Nash approchés. Cela revient
4 prendre en compte une certaine inertie dans le changement : un agent ne décide de changer sa
stratégie que si la différence entre son nouveau profit et son profit actuel est suffisamment grande.

De la méme maniére, nous avons défini le prix de la stabilité a-approchée.

Définition 18 Le prix de la stabilité a-approchée est le rapport entre la valeur de la fonction
objectif globale dans le meilleur équilibre de Nash a-approché, et sa valeur dans une solution optimale
(qui n’est pas forcément un équilibre de Nash).

*Lipton et al. [126] ont introduit une définition similaire. Une solution est un équilibre e-Nash approché si, lorsque
un agent décide de changer de maniére unilatérale sa stratégie, son nouveau profit est inférieur ou égal & son profit
actuel plus .
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Dans le chapitre 8 nous considérons un probléme d’ordonnancement pour lequel nous proposons
un algorithme capable de retourner des solutions stables et de bonne qualité.

1.3.2 Véracité

L’hypothése qui est généralement faite est que les agents sur lesquels les protocoles s’appliquent
sont “honnétes”. Cette supposition peut s’avérer non réaliste dans certains cas, en particulier si
les agents se rendent compte qu’il est possible de manipuler le protocole & leur avantage en lui
fournissant de fausses informations.

La construction de mécanismes (Mechanism Design) est un domaine de la théorie des jeux, dans
lequel on cherche & concevoir des protocoles dans lesquels les agents ont intérét a dire la vérité, et qui
fournissent des solutions de bonne qualité vis & vis de la collectivité. La technique la plus classique,
et de loin la plus connue, pour la construction de tels mécanismes avec véracité garantie, est connue
sous le nom de mécanisme Vickrey-Clarke-Groves (VCG) [59, 93, 172]. L’idée principale consiste &
rémunérer les agents de telle maniére a ce que le bénéfice de chaque agent (le profit qu'il retire de
la solution retournée par le mécanisme plus le paiement qu'il regoit) est maximisé lorsqu’il dit la
vérité. Cependant, lorsqu’il est appliqué & des problémes d’optimisation combinatoire, ce mécanisme
ne fonctionne que lorsque la fonction objectif globale, c’est-a-dire celle qui mesure la qualité de la
solution vis & vis de la collectivité, est de type utilitaire, ce qui signifie qu’elle doit s’exprimer sous
la forme d’une somme des fonctions utilités de chacun des agents. De plus le mécanisme doit étre
en mesure de calculer une solution optimale du probléme d’optimisation, ce qui implique donc que
ce dernier ne soit pas NP-difficile. Récemment Archer et Tardos [31] ont introduit un mécanisme
avec véracité garantie qui s’applique lorsque la fonction objectif globale n’est pas de type utilitaire,
mais qui nécessite certaines hypothéses supplémentaires.

Dans le chapitre 9, nous avons proposé un mécanisme avec véracité garantie ad hoc pour un pro-
bléme d’ordonnancement qui ne pouvait pas étre traité avec les techniques générales de construction
de mécanismes précédemment connues. Dans un deuxiéme temps, nous avons également proposé un
mécanisme de coordination avec véracité garantie.

1.3.3 Equité

La théorie des jeux coopératifs s’applique dans des situations ol plusieurs agents décident d’en-
treprendre en commun un projet dans le but de réduire leurs cotits. Ainsi les participants ou agents
ont deux problémes & résoudre. D’une part ils doivent exécuter leur projet de maniére optimale.
D’autre part ils doivent se répartir, de maniére équitable, le cott global du projet. On parle alors
d’allocation. Le premier probléme est du domaine de la recherche opérationnelle tandis que le second
fait appel a la théorie des jeux.

Définition 19 Un jeu de coalition avec codts transférables (V,c) consiste en un nombre fini de
joueurs et une fonction ¢ qui associe & tout sous-ensemble non vide S de V (une coalition) un
nombre réel c(S) qui est le codt contracté par la coalition S, c’est-a-dire le priz que les joueurs de
la coalition S doivent payer collectivement pour avoir accés au service.

Soit z;, pour i € V le cotlit que le joueur 7 doit payer. Une question centrale est de savoir comment
allouer le cott ¢(V) parmi tous les joueurs.

Celle allocation doit étre stable vis & vis de toutes les coalitions possibles qui pourraient se former.
On veut en effet éviter la situation dans laquelle un groupe de participants se rend compte qu’il
peut faire mieux en travaillant sans les autres. Ceci n’est pas possible lorsque ’allocation des cotits
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appartient au ceeur du jeu. Une solution z = (z;);cy appartient au ceeur, noté C, si aucune coalition
ne peut obtenir pour tous ses membres un meilleur cott que l'affectation courante (z;)iev [131].

Définition 20 Le ceur C du jeu de coalition (V,c) est l’ensemble des vecteurs coits (x;);cy tels
que Y iy x; = c(V) et pour tout S C'V on ait ), gx; < c(S). Une définition équivalente est de
dire que le ceur est l’ensemble des vecteurs coiits (x;)iev pour lesquels il n’existe pas de coalition S
et de vecteur codt (y;)icv pour lequel Y ;g vy; = c(S) et y; < x; pour tout i € §.

Ainsi, étant donnée une solution du ceeur, il n’y a aucune incitation pour un agent de quitter la
grande coalition V.

Comme nous ’avons dit, une voie importante en théorie des jeux consiste & chercher une allo-
cation qui appartiennent au cceur. Cependant, si pour certains jeux la situation est problématique
en raison d'un ceceur vide, pour d’autres jeux la situation est problématique en raison du trés grand
nombre d’allocations qui appartiennent au cceur. Dans ce dernier cas, un participant, méme s’il est
incité a participer, peut étre insatisfait par le prix qu’il lui est demandé comparé & un meilleur
prix (du point de vue individuel) qu’il pourrait payer dans une allocation différente appartenant
également au coeur. Nous avons voulu prendre en compte cette situation que l'on appelle par la
suite le mécontentement des participants. Nous avons ainsi introduit un nouveau critére, & savoir le
rapport de mécontentement.

Définition 21 Soit le jeu de coalition (V,c), ayant pour ceeur C. Etant donnée une solution (z;);cv,
le mécontentement de l’agent i, noté A;j(x,C), est défini par :

Z;

A; =
Z(x, C) minyEC Yi

Nous avons cherché a étudier le probléme qui consistait & déterminer une solution qui a la fois
appartient au coeur, et qui minimise ce rapport. Ceci donne lieu & deux problémes d’optimisation :
— MPM (Minimiser le Pire Mécontentement), i.e. déterminer une allocation z = (z;);cy € C qui
minimise max;cy Ai(z,C);
— MMM (Minimiser le Mécontentement Moyen), i.e. déterminer une allocation z = (z;);ey € C
qui minimise ),y Ai(z,C).

Cette approche est illustrée dans le chapitre 10 pour le probléme classique du jeu de ’arbre
couvrant de poids minimum ainsi qu'un probléme d’ordonnancement.
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2.1 Problémes issus de la théorie des graphes

2.1.1 Le probléme du voyageur de commerce

Le probléme du voyageur de commerce, noté TSP (pour travelling salesman problem) par la suite,
fait partie des problémes classiques NP-difficiles en optimisation combinatoire. Rappelons qu’étant
donné un graphe G, non orienté, complet ou chaque aréte e posséde une longueur de, le but est de
déterminer un tour ou cycle hamiltonien (cycle passant exactement une fois par chaque sommet du
graphe) de longueur minimum.

Si aucune hypothése n’est faite sur les distances alors le probléme n’est pas approximable [133].
Cependant, si les distances respectent ’'inégalité triangulaire, c’est-a-dire que pour tout triplet i, j,
k de sommets de G, la distance entre 7 et j est nécessairement plus petite que la distance entre % et
k plus la distance entre k et j, alors il existe un algorithme polynomial 3/2-approché [58].

Nous nous sommes intéressés & un cas particulier de ce probléme, noté TSP(1,2) par la suite,
dans lequel la longueur de chaque aréte est soit 1, soit 2. Ce probléme peut étre vu comme une
généralisation du probléme NP-complet CYCLE HAMILTONIEN ce qui prouve son caractére NP-
difficile [133]. Papadimitriou et Yannakakis [134] ont proposé un algorithme 7/6-approché pour le
TSP(1,2) basé sur une technique d’assemblage de sous-cycles. Récemment ce rapport d’approxima-
tion a été ameélioré. Ainsi Bliser et Ram [44] ont obtenu un rapport d’approximation égal a 65/56,
tandis que Berman et Karpinski [42] obtenaient un rapport égal a 8/7. Actuellement la meilleure
borne d’inapproximabilité connue est de 741/740 [78]

Nous avons considéré le probléme TsP(1,2) dans un cadre multicritére. Dans un cadre bicritére,
chaque aréte e € E posséde un vecteur de distances d(e) € {1,2}2 tel que di(e) (respectivement
cig(e)) désigne la premiére coordonnée du vecteur distance (respectivement la seconde coordonnée
du vecteur distance) d(e). Une solution réalisable est un cycle hamiltonien (ou tour). La distance
totale sur le premier critére d’un tour ¢, notée Dy (¢) vaut 3 ect d; (e). La distance totale sur le second
critére d’un tour ¢, notée Dy(t) vaut Dot dy(e). On cherche & minimiser la distance sur chacun des
critéres. Ce probléme bicritére est NP-difficile car il ’est déja dans sa version monocritére. Nous

25
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avons obtenu des résultats d’approximation avec ’approche courbe de Pareto, ainsi que des résultats
d’inapproximabilité, qui sont présentés dans le chapitre 6.

2.1.2 Le probléme de tournées de véhicules

Les problémes de tournées de véhicules figurent parmi les problémes les plus étudiés en recherche
opérationnelle [167]. Il en existe de nombreuses variantes.

Le probléme de tournées de véhicules que nous avons considéré, noté par la suite VRP (pour
vehicle routing problem), est le suivant : n clients doivent étre servis par un dépot unique. Chaque
client demande un bien, et un véhicule de capacité C est disponible pour délivrer les biens. Comme
la capacité du véhicule est limitée, le véhicule doit périodiquement retourner au dépdt pour se
recharger. Il n’est pas possible de livrer un client en plusieurs fois. Ainsi, une solution du VRP est
une suite de tours dans lesquels chaque client est servi une seule fois, et la quantité de biens livrés
ne doit pas excéder C (le nombre de clients servis par tour doit donc étre d’au plus C). A chaque
couple (i,7), ot i et j sont des clients (ou le dépot), est associée une valeur d;; représentant la
distance (ou temps de parcours) de 7 & j. Le but est de trouver un ensemble de tours minimisant la
distance totale parcourue. Chaque tour commence et termine au dépot.

Ce probléme qui généralise le probléme du voyageur de commerce est NP-difficile, et la recherche
locale reste I’'un des meilleurs outils pour trouver des solutions presque optimales pour de grandes
instances du VRP [87]. Nous avons proposé, pour ce probléme, un voisinage de taille exponentielle
pouvant néanmoins étre exploré de maniére efficace, c’est-a-dire en temps polynomial. Ces travaux
sont exposés dans le chapitre 3.

2.1.3 Le probléme de la coupe maximum

Soit G(V, E) un graphe non-orienté tel que toute aréte [4,j] € F posséde un poids w;; positif.
Une coupe est une partition de V en deux sous-ensembles S et S. Le poids de la coupe (S, S), noté
W(S,S), est défini par :

wW(s,S) = Z Wij.-
i€S,jeS

Dans le probléme de la coupe maximum, noté MAX-CUT par la suite, on cherche a déterminer
une coupe de poids maximum. Il s’agit d’'un probléme NP-difficile [117] qui a des applications
dans de nombreux domaines incluant ’élaboration de circuits VLSI et la physique statistique [40].
Concernant ce probléme, Sahni et Gonzalez [153] ont analysé un algorithme simple issu de [115]
et ont montré qu'’il était 1/2-approché. En utilisant la programmation semi-définie, Goemans et
Williamson [88, 89] ont obtenu un algorithme 0.879-approché.

Nous nous somimes intéressés & une version bicritére de ce probléme. Dans cette version chaque
aréte e € F posséde maintenant un poids we > 0 et une longueur l, > 0. Les fonctions objectifs
suivantes, & savoir le poids et la longueur, sont prises en considération : W (S, 5) = Zee(sﬁ) We
et L(S,S) = Zee(s,E) le. Nous avons proposé des algorithmes afin d’approcher le point idéal. Ces
travaux sont exposés dans le chapitre 5.

Peu d’articles traitent de problémes de coupe dans un cadre bicritére. Cependant, on recense un
article récent de Bruglieri et al. [49] ou il est question de coupe minimale sujette & une contrainte de
cardinal. Papadimitriou et Yannakakis [135| ont proposé un théoréme concernant la non existence
d’un schéma d’approximation totalement polynomial pour la construction d’une courbe de Pareto &-
approchée pour le probléme s —t MIN-CUT bicritére. Dans cette version du probléme, deux sommets
s et t donnés doivent étre impérativement séparés par la coupe.
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2.1.4 Le probléme de P’arbre couvrant de poids minimum

Supposons qu’un service, issu d’un sommet appelé la source, doit étre apporté & un ensemble
de clients V' a travers un réseau représenté a ’aide d'un graphe G = (V, E). Chaque aréte e € E
a un colt positif. Le service peut étre apporté directement & un client s’il existe une aréte entre la
source et ce dernier ou via d’autres clients. La structure minimale pouvant étre utilisée est un arbre
T C E contenant la source et couvrant tous les clients. Cet arbre posséde un cotit ) .rc. que les
clients doivent se partager.

Le probléme consistant & trouver un arbre couvrant de poids minimum dans un graphe G est
un probléme polynomial, qui peut étre résolu par exemple & l'aide des algorithmes de Prim et de
Kruskal [133]. Nous avons étudié ce probléme dans le contexte de la théorie des jeux coopératifs.
Ces travaux sont exposés dans le chapitre 10.

2.2 Problémes d’ordonnancement

Les problémes d’ordonnancement sont extrémement nombreux et variés. Le lecteur peut se
référer aux livres [45, 101], ainsi qu’a l'article [55], pour avoir une vue d’ensemble de quelques
résultats fondamentaux du domaine.

De maniére générale, on dispose d’un ensemble de taches que I’on cherche & ordonnancer sur une
ou plusieurs machines, de maniére & optimiser une ou plusieurs fonctions objectifs. Les problémes
d’ordonnancement peuvent étre classés selon les caractéristiques des machines et les différentes
fonctions objectifs que 'on cherche & optimiser.

2.2.1 Caractéristiques des machines

On fait souvent I’hypothése qu’a un instant donné, une machine ne peut traiter qu’une seule

tache. Dans ce contexte :

— Les machines peuvent étre identiques, ce qui signifie que le temps d’exécution d’une tache est
le méme sur toutes les machines. Dans la notation standard de Graham et al. [91], on note P
pour signifier que l'on dispose de m machines identiques. Si m est une constante on note Pm.

— Les machines peuvent étre reliées. Cela signifie que chaque machine a une certaine vitesse, et
que le temps d’exécution d’une tache est proportionnel & la vitesse de la machine sur laquelle
elle s’exécute. Dans la notation de Graham et al. on note () pour signifier que ’on dispose de
m machines reliées.

— Les machines peuvent étre non reliées, ce qui signifie que le temps d’exécution d’une téche
dépend de la machine sur laquelle elle s’exécute (et ceci de maniére arbitraire). Dans la notation
de Graham et al. on note R pour signifier que 1’on dispose de m machines non reliées.

Par contre, dans le modéle a base de lots (batch), chaque machine peut traiter simultanément

b > 1 taches. Lorsque b = 1 le modéle est donc le méme que celui évoqué plus haut. Les taches qui
sont traitées simultanément forment un lot.

2.2.2 Caractéristiques des taches et fonctions objectifs

Dans les problémes que nous avons considérés, la préemption n’est pas autorisée, autrement dit
une tiche ne peut jamais étre interrompue entre le début et la fin de son exécution. De plus, par
la suite on ne considére que les ordonnancements qui ne laissent aucun temps d’inactivité entre
I’exécution de deux téches.
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Soit J ={1,2,...,n} un ensemble de taches. La caractéristique principale d’une tache est bien
str sa durée d’exécution. Dans la suite, pour une téche j € J, on note, dans le cas de problémes
avec une seule machine, p; sa durée d’exécution. Pour les probleémes avec plusieurs machines, on
note p;; la durée d’exécution de la tache j lorsqu’elle est exécutée sur la machine 3. Etant donné un
ordonnancement des taches, on note Cj le temps de complétude de la tache j, c’est-a-dire la date &
laquelle elle se termine.

2.2.3 Problémes d’ordonnancement sur 1 machine

Tout ordonnancement de téches sur une seule machine peut étre représenté & 1’aide d’une per-
mutation 7 des taches {1,...,n}, de sorte que 7 (%), avec 1 < 7 < n, indique la i-éme tache dans
'ordonnancement. De maniére symétrique, on note 7 *(j) la position de la tache j dans la permu-
tation 7. Pour une permutation 7 des taches, la date C; a laquelle se termine la tache j = (i) est

égale a 22:1 Pr(k)-

Le probléme 1|| > w; C;

Dans le probléme 1|| Y w; Cj, on associe un poids w; & chaque tache j, et on cherche un ordon-
nancement des tiches sur la machine, de maniére & minimiser la somme pondérée des temps de
complétude des taches. Nous appelons poids total w(m) = > j<n Wj C; cette fonction objectif &
minimiser.

Ce probléme d’optimisation peut étre résolu en temps polynomial. En effet, Smith [163] a prouvé
qu'il suffit de placer les taches selon leurs rapports w;/p; décroissants pour obtenir un ordonnan-
cement optimal. Plus précisément, on prend une & une chaque tiche selon ’ordre de Smith, et on
la place sur la machine la moins chargée (celle dont la derniére tache se termine le plus tot). Un
tel algorithme glouton est appelé un algorithme de liste. Réciproquement, tout ordonnancement
optimal est tel que les taches sont placées selon leurs rapports w;/p; décroissants. Bien entendu,
lorsque tous les poids sont égaux a 1, on est en présence d’un cas particulier, noté 1|| Zj Cj, qui
peut selon la régle de Smith étre résolu de maniére optimale en ordonnancant chacune des taches
selon 'ordre SPT (shortest processing time), c’est-a-dire en ordonnancant les téches selon 1’ordre
croissant de leur durée.

Nous avons étudié une version bicritére de ce probléme décrite ci-dessous.

Le probléme 1|| > w; C}, > ¢; C;

Dans le probléme bicritére

1| >>w; Cj, Y- ¢j C; on s’intéresse au probléme d’ordonnancement bicritére issu de 1|| > w; C; au-
quel on ajoute pour chaque tache j un coit c; ainsi qu’une seconde fonction objectif : ¢(7) =
Zl<j<n ¢; Cj. Cette fonction objectif, appelée codt total par la suite, est de méme nature que la
fonction de poids total.

Bien que polynomial dans sa version monocritére comme nous ’avons vu & ’aide de la régle
de Smith, le probleme 1|| Y- w; Cj, Y ¢; C; est NP-difficile. En effet, Hoogeveen a montré a l'aide
d’une réduction du probléme PARTITION que la version de décision de ce probléme est NP-compléte
[102]. Nous avons montré qu’il était possible d’approcher le point idéal. Ces travaux sont exposés
dans le chapitre 5.

Le probléme 1|pf,idleness| 3 ; w;T;

Dans la théorie de 'ordonnancement, il y a un intérét croissant, durant ces derniéres années, pour
les probléemes dont les durées d’exécution des taches ne sont pas constantes, mais varient au cours du
temps |2]. Nous avons considéré une version dynamique du probléeme 1|| ) ;jw;Tj. Dans ce dernier
probléme, chaque tache j posséde une date de fin d’achévement d;. On note T; = max{C; — d;,0}
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le retard de la tache 7, et on cherche & obtenir un ordonnancement qui minimise la somme pondérée
des retards de toutes les taches : Z?Zl w;T).

Dans la version dynamique que nous avons considérée, le temps d’exécution f;(¢) de chaque
tache j dépend de la date ¢ & laquelle elle commence & s’exécuter, et est donné par une fonction fj.
Par la suite on note f;(t) par pj-. Ainsi, si une tache j commence & s’exécuter immédiatement aprés
une téche 7, sa durée est pfi, avec C; la date d’achévement de la tache 7. En utilisant la notation
standard de Graham et al. [91] ce probléme peut étre noté par 1 |p§-, idleness | Z]- w;T}.

Ce probléme est fortement NP-difficile puisqu'il s’agit d’une généralisation du probléme 1| >, w;T; [122].
Ce dernier probléme peut étre résolu 4 1’aide de la programmation dynamique en temps O(n3 Z?:l P4),
mais uniquement lorsque les poids vérifient p; > pp = w; < wy, pour toutes les taches j et k [122].
Celui-ci a également été traité avec un algorithme branch and bound [141|, mais il ne peut étre
utilisé en pratique sur des instances de plus de 50 téches [62]. Il existe un schéma d’approximation
totalement polynomial di 4 Lawler [123] et amélioré par Kovalyov [120] en temps O(n® logn+n®/¢).
Comme le probléme que nous considérons 1 |p§-, idleness| ; w;iT;j constitue une généralisation du
probléme 1| > ;wiTy, il est peu vraisemblable qu’il existe un schéma d’approximation totalement
polynomial pour lui.

Nous avons proposé pour ce probléme un voisinage exponentiel explorable en temps polynomial,
et nous avons mené des expérimentations afin de mesurer l'intérét pratique d’un tel voisinage. Ces
travaux sont exposés dans le chapitre 3.

Le probléme 1(batch, Chaich, Pmaz)||Zw;Cj, Crmaz

On se place dans le modéle & base de lots évoqué dans la section 2.2.1. On dispose d’une machine, qui
peut traiter un nombre quelconque de taches simultanément. Par conséquent un ordonnancement
est une suite de lots (Bi,...,B;), ou chaque lot B; (i = 1,...,r) est constitué d’'un ensemble de
taches. Dans le modéle unbounded burn-in que nous avons considéré, le temps d’exécution d’un lot
est égal a la durée maximum des taches qui le composent. Autrement dit, le temps d’exécution d'un
lot B; est p(B;) = maxzjep,pj, et sa date de fin de complétude est égale a C(B;) = Y}, p(B). Pour
chaque tache j € B; son temps de complétude C; est égal & C(B;).

Un critére est dit régulier si il est non décroissant en fonction du temps de complétude des
taches. Lorsqu’on considére de tels critéres pour la fonction objectif & optimiser, il existe toujours
une solution optimale dans laquelle les lots sont exécutés les uns & la suite des autres, sans temps
d’inactivité. Brucker et al. [46] ont étudié dans un cadre monocritére différentes fonctions objectifs
réguliéres.

Dans le probléme que nous avons considéré, on cherche & minimiser simultanément les deux
criteéres réguliers suivants : le makespan de ’ordonnancement Cpap = maxi<j<n Cj, et la somme
pondérée des temps de complétude des taches ) j w;Cj.

2.2.4 Problémes d’ordonnancement sur m > 2 machines

Le probléme P|[ 3", C;
Dans ce probléme, on dispose de m machines identiques et on cherche & minimiser la somme des
temps de complétude des taches.

On peut résoudre ce probléme de maniére optimale en temps polynomial & I'aide d’un algorithme
de liste SPT. Plus précisément, il est possible de caractériser tous les ordonnancements optimaux
pour ce probléme. On peut les définir a l’aide de la notion de rang [63]. On dit d’une tache qu’elle
se situe au i-iéme rang si sa durée est inférieure ou égale a celle des taches qui sont de rang plus
grand que ¢, et si sa durée est supérieure ou égale & celle des téaches qui sont de rang plus petit
que ¢. Plus précisément, en supposant que les tdches 1 & n ont été numérotées de maniére & vérifier
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p1 < pg < --- < pp. On définit des sous-ensembles de taches de la maniére suivante : mp =
{n,n—1,....n—-m+1}, mp 1 ={n-m,....n—2m+1}, ..., m = {n—(k—1)m,...,1}, avec
k = [7-]. Les taches de rang 7 sont celles qui font partie du sous-ensemble 7;. Les ordonnancements
optimaux sont obtenues en ordonnancant les taches selon leur rang dans ’ordre =y, 7o, ..., g, de
telle maniére & ce que deux taches ayant le méme rang ne soit pas ordonnancées sur la méme
machine. Les taches de méme rang peuvent étre placées selon toutes les permutations possibles sur
chacune des m machines. On fait référence & cette famille d’ordonnancements lorsque plus tard on

parle de la famille des ordonnancements SPT.

Le probléme P||Cpaq
Dans ce probléme, on dispose de m machines identiques et on cherche & minimiser le makespan,
c’est-a-dire la date a laquelle la derniére tache a fini de s’exécuter.
Nous aurons 1’occasion de rencontrer ce probléme dans le chapitre 8 concernant la recherche de
solutions stables ainsi que dans le chapitre 9 concernant les mécanismes avec véracité garantie.
Nous rappelons quelques résultats classiques qui seront utilisés par la suite. L’algorithme de
liste SPT posséde un rapport d’approximation égal & (2 — 1/m), ot m est le nombre de machines.
L’algorithme de liste LPT posséde un rapport d’approximation égal a 4/3 — 1/(3m) [90]. Enfin
signalons qu’il existe un schéma d’approximation polynomial pour ce probléme, appelé I’algorithme
de Graham [90].

Le probléme P2||Y w;C}, Cpaq

Dans ce probléme bicritére, on dispose de 2 machines identiques, et on cherche un ordonnancement
qui minimise la somme pondérée des temps de complétude et le makespan. Chacun des critéres pris
isolément donne lieu & un probléme monocritére NP-complet (au sens faible) [51, 117], mais il existe
un schéma d’approximation totalement polynomial pour chacun des 2 problémes monocritéres [173].
Ce probléme est étudié dans la section 7.3.

Le probléme Rm||Crnaz, ), ¢

On dispose de m machines non reliées. L’exécution de la tache j sur la machine ¢ nécessite un temps
égal a p;; et induit un colt (de placement) égal & c;j. On cherche un ordonnancement qui minimise
a la fois le makespan et la somme du cotlit de placement des taches.

Lin et Vitter [125] ont proposé un algorithme polynomial qui, étant donné T', C et € > 0, trouve
une solution de makespan (24 )T et de cotit total (1+¢€)C, si il existe un ordonnancement ayant un
makespan égal & T et de cout total C. Ce résultat s’appuie sur la programmation linéaire. Shmoys
et Tardos [162] ont amélioré ce résultat en présentant un algorithme polynomial qui, étant donnés
T et C, trouve un ordonnancement de cotit au plus C et avec un makespan au plus égal & 27T, si il
existe un ordonnancement de colit C' et avec un makespan égal & T. Ce résultat ne peut pas étre
amélioré de maniére substantielle dans le cas ou le nombre de machines n’est pas une constante,
puisque Lenstra et al. [124] ont prouvé qu’il n’existe pas d’algorithme (14 ¢)-approché avec e < 1/2,
& moins que P=NP, pour le probléme monocritére ot I’on cherche & minimiser le makespan.

Pour le probléme bicritére que nous considérons ici, Jansen et Porkolab [112] ont proposé un
schéma d’approximation totalement polynomial qui étant données des valeurs pour 7" et C, retourne
pour tout ¢ > 0, un ordonnancement en temps O(n(m/e)®™) ayant un makespan d’au plus (1+¢)T
et un coit total d’au plus (1 4 €)C, si il existe un ordonnancement ayant un makespan égal a T et
un coit total égal & C. Ce résultat s’appuie sur la programmation linéaire et utilise des méthodes
assez sophistiquées.

Nous avons proposé un algorithme qui étant donné 7T, retourne pour tout € > 0 un ordon-
nancement avec un makespan au plus égal (1 + ¢)T et de colt au plus Cop(T'), et ceci en temps
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O(n(n/e)™). De plus, nous avons adapté notre algorithme afin d’obtenir une courbe de Pareto
(€,0)-approchée. Ces travaux sont exposés dans le chapitre 7.

2.2.5 Problémes avec communications hiérarchiques

Pendant de nombreuses années, le modeéle standard de communication pour ’ordonnancement
de taches d’un programme paralléle a été le modeéle homogeéne introduit par Rayward-Smith [145].
On dispose d’un ensemble de processeurs identiques qui sont capables de communiquer entre eux et
d’un ensemble de taches qui sont sujettes & des contraintes de précédence.

Nous avons considéré le modeéle de communication hiérarchique [37, 39| dans lequel nous suppo-
sons que les délais de communication ne sont plus homogénes. Les processeurs sont regroupés sous
forme de clusters et les communications & l'intérieur d’un méme cluster sont beaucoup plus rapides
que les communications entre des processeurs faisant partie de clusters différents. Ce modéle est
plus proche de l'architecture actuelle des ordinateurs paralléles (le lecteur peut consulter [37, 53]
pour des modélisations apparentées).

On dispose d’un ensemble de machines multiprocesseurs (ou clusters) qui sont utilisées pour
traiter n taches possédant des contraintes de précédence. On note p; la durée de la tache i. Chaque
machine (cluster) est composée de plusieurs processeurs identiques. Chaque arc (i,5) du graphe de
précédence est valué par un couple (c;j,€;;) indiquant des temps de communication. La quantité
cij (respectivement ¢;;) est appelée le temps de communication inter-cluster (respectivement inter-
processeur), et on suppose que c;; > €. Si les taches i et j sont exécutées sur des machines
différentes, alors j doit étre exécutée au moins c;; unités de temps apres la date de complétude de la
tache 7. Si les taches ¢ et j sont exécutées sur la méme machine, mais sur des processeurs différents,
alors la tache j ne peut commencer & s’exécuter au minimum aprés €;; unités de temps apres la
date de complétude de la tache . Cependant, si 7 et 7 sont exécutées sur le méme processeur, alors
j peut commencer & s’exécuter immédiatement aprés que la tache 4 ait finie de s’exécuter.

Dans [38], il a été montré qu’il n’existe pas d’algorithme p-approché avec p < 5/4, méme pour
le cas simple UET-UCT (p; = 1;(cij,€i) = (1,0)) avec un nombre non borné de machines bi-
processeurs, noté par la suite P(P2)|prec; (cij, €;;) = (1,0);p; = 1|Cmax, & moins que P=NP. Dans

le cas ot chaque machine contient m processeurs, avec m une constante ( P(Pm)|prec; (c;ij, €ij) =

(1,0);p; = 1|Cmax), il existe un algorithme an’j_l—approché [37]. Dans le cas ¢;; = €, c’est-a-dire
le modéle classique avec des délais de communication, et sous 'hypothése & = __minp;, i€V__ 1,

max cyj, (k,j)EE =
2(1+-®)
2041

Hanen et Munier [128] ont proposé un algorithme
nombre non borné de machines.

approché pour le probléme comportant un

Nous avons considéré pour la premiére fois le cas ol le nombre de clusters était borné et plus pré-
cisément le probléme dans lequel on a 2 clusters, chacun étant constitué de processeurs identiques :
(P2(P)|prec; (cij, €ij) = (1,0); pi = 1|Cpag). Nous avons prouvé que le probléme qui consiste & dé-
terminer s’il existe un ordonnancement de durée 3 était NP-complet, et ce méme pour des graphes
de précédence bipartis. Ce résultat implique qu’il n’existe pas d’algorithme polynomial approché
avec un rapport d’approximation meilleur que 4/3 (& moins que P=INP). Nous avons proposé un
algorithme polynomial pour le probléme de décision qui consiste & déterminer s’il existe un or-
donnancement de longueur 2, dans le cas ol le nombre de clusters est constant et le nombre de
processeurs par cluster arbitraire.
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2.3 Problémes issus d’applications

2.3.1 Requétes multiples dans une base de données

Nous avons considéré un probléme issu de l'optimisation de requétes dans les systémes de base
de données. Chaque requéte est susceptible d’étre résolue a 'aide de différents plans, et chacun de
ces plans est composé de différentes taches. Afin de réduire le temps d’exécution total de toutes
les requétes, il est souvent possible d’exploiter le fait que plusieurs plans partagent un méme sous-
ensemble de téches [151, 157]. Ces taches peuvent ainsi étre traitées une seule fois, et leurs résultats
servir & de multiples reprises lors de ’exécution de différentes requétes. De maniére informelle, le
probléme MQO (pour Multiple-Query Optimization) consiste, étant donné un ensemble de requétes,
et pour chacune d’entres elles, un ensemble de plans alternatifs susceptibles de la résoudre, & sé-
lectionner exactement un plan par requéte de maniére & minimiser le temps total d’exécution de
toutes les requétes.

Plus précisément ce probléme, qui est NP-difficile [157, 158] peut s’énoncer ainsi. Soit Q@ =
{q1,92,--.,qr} un ensemble de k requétes, et soit T' = {t1,%2,...,t,} un ensemble de r taches. Un
plan p est un sous-ensemble de T' et une requéte g; peut étre résolue a 1’aide de n(%) plans distincts
P = {p},p?, ... ,p?(z)}. Autrement dit, chaque plan de P; constitue une alternative pour résoudre
la requéte g;. Nous notons par P = UlePi I’ensemble de tous les plans. Chaque tache ¢; a un cott
(ou durée d’exécution) ¢; € QF. On cherche a sélectionner un plan par requéte, par conséquent une
solution peut étre vue comme un vecteur s = (s1 82 ... sg) ou s; € {1,...,n(i)} (p;* est sélectionné
pour ¢;). Etant donnée une solution s, son cotit total est défini par

C(s) = Z cj.

. k 85
{lt;eUi=1 "}

Le coiit d’une tache qui appartient & plusieurs plans n’est compté qu’une seule fois.

Exemple 1 Considérons l'instance suivante représentée a la figure 2.1 :

- Q=1{q1,92,q3}

- P = {p%ap%}} P, = {péapgapgh P3 = {P:%,apg}

- pi = {ti,t3, 84}, pi = {t1,ta}, p3 = {to,ta}, p5 = {ts}, p3 = {t1,t2,83}, p} = {t1,%3},

p3 = {ta}

—cg=c=3,c3=c4=1,¢c5 =2

La solution (131) est de codt total 8, tandis que les solutions (121) et (212) sont chacune
optimales, avec un codt total égal 6 7.

Un algorithme de type branch-and-bound a été proposé dans [157, 158], tandis qu’un algorithme &
base de programmation dynamique a été utilisé dans [137, 166]. Roy et al. [151] ont proposé plusieurs
heuristiques dont efficacité a été testée expérimentalement. Dans le domaine de l'approximation
avec garantie de performance, d’autres problémes issus de l'optimisation de requétes avaient fait
lobjet de travaux (voir entre autres [127, 132]), cependant, & notre connaissance, le probléme MQO
n’avait pas encore été étudié sous cet angle. Nous avons proposé différents algorithmes approchés
pour ce probléme. Ces travaux sont exposés dans le chapitre 4.

2.3.2 Groupage de trafic dans un réseau WDM en étoile

Récemment de nouveaux modéles afin d’utiliser au mieux la bande passante disponible dans
les réseaux optiques ont vu le jour. L’introduction de convertisseurs optique/électronique permet
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P P P3
t1 =3 to t1=3
t3=1 ts =1 t3 =1
tg=1 Iz 3
n [ts=9  [u=1]
t1 = 3
to = t1 =3
to =3
t3 =1
q1 q2 q3

F1G. 2.1 — Un exemple provenant de [166)].

de diminuer de maniére significative la bande passante nécessaire pour router un trafic donné.
L’inconvénient de cette approche est le colit souvent élevé de tels équipements. Ces observations
ont poussé Dutta et Rouskas [74] & étudier le probléme de groupage de trafic afin de trouver un bon
équilibre entre le colt de l'infrastructure d’un réseau et ses performances. Il est en effet possible,
depuis quelques années, de grouper plusieurs paquets dans une méme longueur d’onde.

Nous considérons un réseau sous la forme d’une étoile avec N + 1 sommets. Il existe un unique
sommet le commutateur qui est connecté & tous les autres par un lien physique. Tous les sommets,
& U'exception du commutateur, sont divisés en deux groupes Vi et V5 : les sommets de V; sont les
émetteurs, et les sommets de V5 sont les récepteurs. Le commutateur est numéroté 0 et les NV autres
sommets sont numérotés de 1 & N dans un ordre arbitraire. Chaque lien physique consiste en une
fibre optique, et chaque fibre peut transporter W longueurs d’ondes. Chaque longueur d’onde a une
capacité C. Le trafic entre les sommets est modélisé sous la forme d’une matrice de trafic T = [t;;],
ou l'entier ¢;; indique le nombre d'unités de trafic depuis le sommet ¢ € V7 vers le sommet j € Va.
Nous n’autorisons pas a ce que la demande de trafic entre deux sommets soit supérieure a la capacité
d’une longueur d’onde, i.e. pour tout (z,5),0 <t;; < C.

Le commutateur posséde des capacités optiques et électroniques : il peut laisser passer certaines
requétes de maniére transparente & travers lui, mais il peut également arréter certaines requétes, les
traiter, puis les envoyer vers leur destinataire. Une requéte ¢;; doit bénéficier d’une longueur d’onde
& elle seule de 7 au commutateur et du commutateur & 7 pour étre routée optiquement, alors qu’elle
peut partager une longueur d’onde avec d’autres requétes si elle est commutée électroniquement.
Nous disons dans ce dernier cas que la requéte est routée électroniquement. Le commutateur doit
alors séparer plusieurs requétes groupées dans la méme longueur d’onde et les router vers leur
destinataire (en les regroupant éventuellement avec d’autres requétes). Ceci a un cotit et le probléme
que nous considérons ici consiste donc & minimiser la quantité totale de trafic routé électroniquement.
Ce probléme est communément désigné dans la littérature sous le terme : probléme de groupage de
trafic (traffic grooming problem).

Il existe en fait deux versions du probléme de groupage de trafic : soit on souhaite minimiser
la quantité totale de trafic routé électroniquement, soit on souhaite maximiser la quantité totale
de trafic routé optiquement. Ces deux versions sont équivalentes, une solution optimale pour l'une
I’étant également pour 'autre.

Exemple 2 Nous avons un émetteur i, qui a des demandes de trafic vers trois récepteurs j,k et
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[. Ces demandes sont les suivantes : tj; = ty, = C/3 et tyy = C/2, avec C la capacité de chaque
longueur d’onde. Le nombre de longueurs d’ondes par fibre est 2 (W = 2). Puisqu’il n’y a que
2 longueurs d’ondes o partir de 1, les trois demandes de trafic ne peuvent pas étre toutes routées
optiquement. Si la demande de trafic t;; est routée optiquement, elle occupe une longueur d’onde
a elle seule entre i et le commutateur. Les demandes de trafic t;, et t;; doivent alors partager la
longueur d’onde restante vers le commutateur, et sont donc routées électroniquement : la quantité
de trafic électroniquement routé est alors égale a C/3 + C/2 = 5C/6. Dans une solution optimale,
i est routée optiquement, alors que t;; et t;, sont routées électroniquement : la quantité de trafic
routé électroniquement est alors de 2C/3.

L’intérét d’étudier des réseaux en étoile, en plus de leur simplicité, ce qui permet d’obtenir des
algorithmes avec garantie de performance, est motivé par leur utilisation courante dans l’intercon-
nexion de réseaux locaux ou de moyennes distances (LAN ou MAN) avec I’épine dorsale (backbone)
d'un réseau étendu (WAN).

Dutta et Rouskas ont considéré dans [74] le probléme de groupage de trafic pour plusieurs
topologies, dont I’étoile. Cependant, il existe des différences entre le modeéle qu’ils ont considéré et
le notre : dans [74], chaque sommet du réseau, le commutateur inclus, peut étre un émetteur et un
récepteur, et la demande de trafic entre deux sommets peut étre supérieure a la capacité maximum
qu’il est possible de router & I’aide d’une seule longueur d’onde (i.e. il est possible d’avoir ¢;; > C
entre deux sommets ¢ et j). Afin de distinguer les deux problémes, nous appelons leur probléme
le probléme de groupage de trafic dans une étoile active, alors que notre probléme sera appelé le
probléme de groupage de trafic dans une étoile passive. Remarquons qu’une fois que nous savons
quelles requétes sont routées optiquement, ’affectation des requétes aux différentes longueurs d’onde
est un probléeme facile.

Nous avons montré que le probléme de groupage de trafic dans une étoile passive était NP-
difficile. De plus nous avons proposé des algorithmes avec garantie de performance pour ce probléme.
Ces travaux sont exposés dans le chapitre 4.
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Chapitre 3

Recherche locale et voisinages
exponentiels
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Les travaux exposés dans ce chapitre ont fait I’objet des publications [5, 11, 23].

3.1 Introduction

Les algorithmes de recherche locale, et de maniére plus générale les métaheuristiques qui s’en
inspirent telles que le recuit simulé et la recherche tabou, sont souvent utilisés pour obtenir des
solutions de bonne qualité pour un grand nombre de problémes d’optimisation combinatoire INP-
difficiles [27, 28, 116, 146].

Rappelons que ce type de méthodes repose sur la notion de voisinage : noté N (s), le voisinage
d’une solution s est ’ensemble des solutions réalisables pouvant étre obtenues a partir d’une trans-
formation, ou mouvement, de s. Dans un algorithme élémentaire de recherche locale, & chaque étape,
on cherche parmi les voisins de la solution courante, une solution de meilleure qualité. Si une telle
solution existe, alors elle se substitue & la solution courante. Le processus se poursuit jusqu’a ce
qu’on ne puisse plus trouver de meilleure solution. La solution courante est alors un optimum local.
Un tel algorithme est représenté dans le tableau 1.1, page 12.

La qualité des solutions retournées, i.e. les minima locaux, de méme que le temps d’exécution de
ces algorithmes, dépend de maniére cruciale du voisinage. Une des caractéristiques essentielle d’un
voisinage est sa taille, ¢’est-a-dire le nombre de solutions voisines qu’il contient. De maniére intuitive,
plus le voisinage est grand, moins il y a de minima locaux, et meilleur est leur qualité. Cependant,
plus le voisinage est grand, plus le temps requis pour l'explorer & chaque itération est important.
Par conséquent, un voisinage plus grand, n’implique pas nécessairement un algorithme plus efficace.
L’idéal serait d’avoir des voisinages de taille exponentielle, pour lesquels il soit néanmoins possible
de déterminer en temps polynomial la meilleure solution voisine d’une solution quelconque.

37
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Récemment plusieurs voisinages de taille exponentielle, examinables néanmoins en temps po-
lynomial, ont été proposés pour plusieurs problémes d’optimisation combinatoire : le probléme du
voyageur de commerce [54, 71, 94, 95, 140] (voir aussi les travaux précurseurs [154] et [155]), le
probléme de ’affectation quadratique [71] le probléme de tournées de véhicule [80], ainsi que des
problémes d’ordonnancement [62, 107, 108|. Le lecteur peut consulter [1] pour une vue d’ensemble
de ces résultats.

Ces méthodes d’exploration de voisinages exponentiel s’appuient soit sur la programmation
dynamique, soit utilisent des réductions vers des problémes de la théorie des graphes résolvables en
temps polynomial tels que : la recherche d’un plus court chemin dans un graphe ou la recherche
d’un couplage de poids minimum.

Nous avons cherché a étendre ce genre de résultats pour une généralisation du probléme du voya-
geur de commerce, & savoir le probléme de tournée de véhicules. Nous avons introduit un voisinage
exponentiel et montré qu’il pouvait étre exploré en temps polynomial & I'aide d’une réduction vers
un probléme de couplage contraint pouvant étre résolu en temps polynomial. Ce travail est exposé
dans la section 3.2.

Comme nous 1’avons indiqué plus haut, beaucoup de travaux utilisent la programmation dyna-
mique afin d’explorer de maniére efficace des voisinages exponentiels. Nous avons cherché & savoir
si cette approche, pouvait étre étendue et si elle était intéressante du point de vue expérimental,
dans le cas d'un probléme d’ordonnancement dynamique en optimisation monocritére. Ce travail
fait I'objet de la section section 3.3. Enfin, nous avons cherché & étendre 1’utilisation de voisinages
de taille exponentielle aux problémes multicritére. La section 3.4.1 expose tout d’abord les adapta-
tions qu’il est nécessaire d’effectuer & 1’algorithme de recherche locale, afin qu’il puisse traiter des
problémes multicritéres. Comme probléme d’étude nous avons choisi le probléme du voyageur de
commerce bicritére, et la section 3.4 expose notre approche pour ce probléme. Dans la section 3.5
nous décrivons briévement les résultats expérimentaux que nous avons obtenus.

3.2 Le probléme de tournée de véhicules

Le probléme a été défini dans la section 2.1.2, page 26. Rappelons que chacun des clients demande
la méme quantité du bien (il s’agit de demandes unitaires).

Nous avons proposé un nouveau voisinage exponentiel pour ce probléme, et nous avons montré
qu’il pouvait étre exploré en temps polynomial en se ramenant & un probléme de couplage contraint
de poids minimum dans un graphe biparti qui pouvait lui méme étre résolu a ’aide de la recherche
d’un flot de colit minimum dans un graphe.

3.2.1 Un probléme de couplage contraint

Soit G(V1, Va2, E) un graphe biparti. Rappelons qu’un ensemble d’arétes M C E est un couplage
si aucun sommet de V n’est incident & plus d’une aréte de M. La taille d’un couplage est son
nombre d’arétes. Si |Vi| < |Va| et chaque sommet = € V} est incident avec une aréte de M, alors le
couplage est dit complet. Soit E1, Fo, ..., Ex des sous-ensembles de F, et r1,79,...,7; des entiers
positifs. Le probléme du couplage complet restreint, noté RCM (Restricted Complete Matching) par
la suite, consiste & déterminer s’il existe, pour le graphe G, un couplage complet M qui satisfait les
contraintes supplémentaires suivantes :

IMNE;| <7 Vje{l,... kb

I a été montré que ce probléme était NP-complet [111].
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Nous nous sommes intéressé a un cas particulier de ce probléme dans lequel les sous-ensembles
FE1, Es, ..., ELnesont pas arbitraires mais correspondent & une partition de ’ensemble V5 : 11,75, ..., Tk.
Plus précisément, pour chaque j € {1,...,k}, E; est ’ensemble des arétes qui ont une extrémité dans
I’ensemble T}. Le probléme noté PRCM (pour Particular Restricted Complete Matching) consiste a
déterminer s'il existe, pour le graphe G, un couplage complet M qui satisfait les contraintes indiquées
plus haut :
IMNE;|<r;Vje{l,...,k}.

Dans la version pondérée, notée MIN WPRCM par la suite, chaque aréte [v,w] a un poids cyy,
et on recherche un couplage satisfaisant les contraintes et qui soit de poids minimum. La figure 3.1
illustre ce probléme.

V1 V2

| [o]6]0]1]3]

2(1-2|4 13|17
411 4|16 |-1|1
50| 4]0 4|7
7T 1]-1]3 |4 4

F1G. 3.1 - Une instance du probléme MIN WPRCM, avec Vi = {2,4,5,7}, Vo ={0,0,1,3,6}, T} =
{0,6}, Ty, = {0',1,3} et 71 = r2 = 2. Gauche : Une solution optimale de coit -4. Droite : Matrice
des distances.

3.2.2 Le voisinage exponentiel multi-insertion

Soit S une solution initiale arbitraire. Dans cette solution, on choisit de maniére aléatoire un
sous-ensemble de sommets qui sont considérés comme mobiles. Les autres sommets et le dépot
sont fixes. Dans le voisinage multi-insertion que nous avons proposé, une solution voisine de S est
une solution S’ dans laquelle chaque sommet mobile a été inséré entre deux sommets fixes de la
solution initiale S (ces deux sommets peuvent étre le dépot si le seul sommet fixe d’un tour est le
dépot). Remarquons que comme il n’est possible d’insérer qu’au plus un sommet mobile entre deux
sommets fixes, le nombre de sommets mobiles doit étre inférieur ou égal au nombre de sommets
fixes. Remarquons aussi qu’avec ce voisinage, le nombre de tours peut rester constant ou diminuer,
mais ne peut pas augmenter. Ce voisinage peut étre considéré comme étant une extension de celui
proposé par Gutin [94] pour le probléme du voyageur de commerce.

Exemple 3 La figure 3.2 montre une solution initiale de codt 16 (Gauche) ainsi que la matrice
des distances. Les sommets fizes forment un nouveau graphe (Droite), dans lequel il est possible
d’insérer au plus un sommet mobile entre deur sommets (fizes). La figure 3.3 montre une solution
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voisine de la solution initiale représentée a la figure 3.2 (Gauche). Le codt de cette derniére solution
est 10. On peut remarquer que l’orientation de chaque tour est préservée lors de la construction d’une
solution voisine.

NG I TN I NG TN ) O |
AN I IO TSQ NG P YT NS | Y
i o] oo | ke

N[O U R W N =[O
YIS S Y SN Y TN

Fi1G. 3.2 — Gauche : Une solution pour le probléme VRP. Les sommets encerclés en gras sont les
sommets mobiles. Droite : Le graphe obtenu lorsque les sommets mobiles ont été enlevés.

Fi1G. 3.3 — Une solution de cotit 11 pour le probléme de tournées de véhicules.

Remarquons que ce voisinage n’est pas de taille constante. Autrement dit, le nombre de solutions
voisines d’une solution n’est pas une constante, mais dépend de la structure de la solution initiale
(nombre de tournées, capacité des véhicules, choix des sommets mobiles). Cependant, en considérant
une solution initiale formée d’un seul tour, et n/2 sommets mobiles sur un total de n sommets, il
est facile de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2 [23] Le voisinage multi-insertion est de taille exponentielle.

Afin d’utiliser une recherche locale avec la méthode de la plus profonde descente, il est nécessaire
de connaitre & chaque étape de la recherche locale la meilleure solution voisine de la solution cou-
rante. Comme la taille du voisinage multi-insertion est exponentielle il est nécessaire de développer
des techniques afin de l'explorer de maniére efficace, c’est-a-dire en temps polynomial.
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3.2.3 Réduction vers le probléme MIN WPRCM

On note D la matrice des distances, avec d;; la distance entre les clients 7 et j. La capacité
du véhicule est notée C, la solution initiale S est représentée a ’aide d’un graphe G(V, E) et les
sommets mobiles ont été choisis. On note k le nombre de tournées dans la solution S. Dans S,
chaque sommet fixe u a un successeur s(u) qui est le prochain sommet fixe qui le suit dans le tour.
On pose s(u) = u si u est le dépot et si u est le seul sommet fixe d’une tournée. Par exemple, pour
la solution S représentée a la figure 3.2 Gauche, le successeur s(1) du sommet 1 est le sommet 3. I1
s’agit du successeur direct de 1 une fois que les sommets mobiles ont été enlevés (voir la figure 3.2
Droite).

La recherche d’une meilleure solution voisine de S peut se formuler & 1’aide d’un probléme de
couplage de la maniére suivante. Soit G'(V', E') un graphe complet biparti tel que V' = V3 U Vs,
avec V7 I'ensemble des sommets mobiles et V5 ’ensemble des sommets fixes plus & copies du dépot.
Nous avons E' = {[u,v] | u € Vi,v € Va}. Soit u € Vi et v € Vs, le poids de l'aréte [u,v] est
égal & dyy + dy s(v) — dy,s(v)- Sl une aréte [u,v] appartient au couplage recherché, cela signifie que
le sommet u est inséré entre les sommets v et s(v). Soit {T1,Ts, ..., T} une partition de V5 telle
que pour chaque ¢ € {1,...,k}, les sommets de T; sont les sommets fixes de la i-iéme tournée de
S plus une copie du dépot. Soit r; = C — |T;] + 1. On recherche dans G’ un couplage complet de
poids minimum M tel que le nombre d’arétes dans M NT; soit plus petit ou égal & r;, pour chaque
ie{l,...,k}.

La figure 3.1 montre l'instance correspondante du probléme MIN WPRCM pour la solution re-
présentée a la figure 3.2. La matrice des distances de G est donnée a la figure 3.1 Droite. Dans la
figure 3.1 Gauche, seules les 4 arétes faisant partie du couplage optimal, de poids -4, sont indiquées.
Grace & ce couplage on peut obtenir la meilleure solution voisine de la solution initiale représentée
a la figure 3.2. En partant de cette solution initiale, il suffit d’insérer dans la premiére tournée le
sommet 2 entre les sommets 0 et 6 ainsi que le sommet 7 entre les sommets 6 et 0, et d’insérer dans
la seconde tournée le sommet 4 entre les sommets 1 et 3 ainsi que le sommet 4 entre les sommets
1 et 3 ainsi que le sommet 5 entre le dépot (0’ est une copie du dépot) et le sommet 1. On obtient
ainsi la solution représentée & la figure 3.3.

Théoréme 3 [23] Soit S une solution réalisable pour une instance du probléme de tournées de
véhicules avec des demandes unitaires et soit & un sous-ensemble de sommets de S qualifiés de
mobiles. Soit G' le graphe complet biparti défini plus haut, et soit M un couplage optimal pour
le probléme MIN WPRCM sur le graphe G'. Ce couplage permet d’obtenir, pour le voisinage multi-
insertion, la meilleure solution voisine S’ de la solution S. La solution S’ est obtenue a partir de
la solution S en enlevant les sommets mobiles et, & chaque fois qu’une aréte [u,v] appartient au
couplage M, en insérant le sommet mobile u entre les sommets fizes v et s(v).

3.2.4 Polynomialité du probléme MIN WPRCM

Le probléme MIN WPRCM peut s’exprimer a l'aide du programme linéaire en nombres entiers
suivant :

Minimiser Z CowTvw (3.1)
[vw]eE

sous les contraintes :

Z Tow =1, Yo EV] (3.2)
weVy[v,wleE



42 CHAPITRE 3. RECHERCHE LOCALE ET VOISINAGES EXPONENTIELS

Y zw <1, WWeW (3.3)
weV,[v,w]eE
> myw <ri, Vie{l,...,k} (3.4)
[v,w]€E;
ZTow € {0,1}, V[v,w] € E. (3.5)

On a x4y = 1 si Varéte [v, w] appartient au couplage recherché et z,, = 0 sinon. Nous avons
montré que la matrice des contraintes de ce programme linéaire en nombres entiers était totalement
unimodulaire [24]. Par conséquent le probléme MIN WPRCM peut étre résolu en temps polynomial.

Il existe cependant une preuve plus directe du caractére polynomial de ce probléme. Il peut en
effet étre résolu a I'aide du probléme de la recherche d’un flot maximum de colit minimum dans un
graphe. On construit un graphe orienté G’ = (V', E’) dans lequel chaque arc (u,v) a un colit wy,
est une capacité Capy . Les sommets V' sont les suivants : la source, les sommets de V; et V5, ainsi
que k sommets {ai,...,ar}, et le puits. La source a un arc sortant vers chaque sommet de V;. Il
existe un arc depuis un sommet u € V7 vers un sommet v € V5 si et seulement si il existe une aréte
[u,v] dans E. Chaque sommet u € T; a un arc sortant vers le sommet a;, et il existe un arc entre
chacun des sommets {a1,...,ar} et le puits. Le cott de chaque arc est 0, sauf pour les arcs entre V3
et Vo : pour u € Vi et v € Vo, le coit de l'arc (u,v) est égal au cotut de I'aréte [u,v] dans l'instance
du probléme MIN WPRCM, i.e. wyy = ¢y p. La capacité de chaque arc est égale a 1, sauf pour les
arcs entre les sommets {aq,...,ax} et le puits : la capacité de l'arc entre a; et le puits est égale a
ri. Enfin, |V1| unités de flot partent de la source.

Exemple 4 La figure 3.4 montre l’instance du probléme de flot marimum de codt minimum qui
correspond a l’instance du probléme MIN WPRCM représentée a la figure 3.1. La capacité de chagque
arc est égale a Cap, ot 1 quand Cap n’est pas indiqué, et le coit de chaque arc est égal a 0, sauf
pour les arcs entre les sommets de V1 et les sommets de Vs.

Le probléme du flot maximum de coGt minimum peut étre résolu en temps polynomial [133], et
& partir d’une solution optimale il est possible de récupérer trés simplement une solution optimale
pour le probléme MIN WPRCM. En effet, une aréte entre un sommet de V7, et un sommet de V;
appartient au couplage restreint de poids minimum si et seulement si il y a une unité de flot qui
traverse cette aréte dans G'.

A partir de cette réduction, nous obtenons donc le corollaire suivant :

Corollaire 1 [23] Pour le probléme de tournées de véhicules avec des demandes unitaires et pour le
voisinage multi-insertion, il est possible de trouver en temps polynomial la meilleure solution voisine
d’une solution courante.

On peut remarquer qu’il est possible d’utiliser le voisinage multi-insertion dans le cadre d’une
recherche tabou, en donnant un coiit important & certaines arétes afin d’empécher un sommet mobile
d’étre inséré & la méme position que dans la solution initiale.

A l'aide d’une réduction qui utilise le probléme PARTITION [86], il est possible de montrer que
dans un cas plus général, le voisinage multi-insertion n’est plus explorable en temps polynomial.

Corollaire 2 [23] Il est NP-difficile de trouver la meilleure solution du voisinage multi-insertion
si les demandes des clients sont arbitraires, et ce méme si les distances entre les clients sont toutes
identiques.
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\Val V2

Puits
Source

Cap =11y

Fi1G. 3.4 — L’instance du probléme de flot correspondant & l'instance du probléme de couplage de la
figure 3.1.

3.3 Le probléme d’ordonnancement 1 |pf,idleness| ) ; w;T;

Rappelons que ce probléme a été défini dans la section 2.2.3. Congram et al. ont considéré le
probléme d’ordonnancement classique 1|| > w;T} et ont proposé un voisinage de taille exponentielle,
appelé ds-swap (pour dynasearch-swap), pour celui-ci [62]. Les résultats expérimentaux qu'’ils ont
obtenu furent mitigé. Nous avons cherché & savoir si cette approche pouvait étre appliquée pour une
version dynamique de ce probléme d’ordonnancement. Nous pensions en effet que ’efficacité d’un
tel voisinage exponentiel serait plus importante dans un cadre dynamique.

Le voisinage que nous avons utilisé est basé sur le voisinage swap. Ce choix fut motivé par le fait
que le voisinage swap est connu pour donner les meilleurs résultats, par rapport & d’autres voisinages
existants, pour le probléme 1| > j wiT; [4, 65|, et donc probablement aussi pour la généralisation
que nous avons considérée.

Une solution (un ordonnancement) est représentée par une permutation o = (o(1),...,0(n))
de l’ensemble des éléments {1,2,...,n}. Cette permutation indique que la tache o(j) est la j-iéme
tache & étre ordonnancée. Etant donnée une permutation o = (o(1),...,0(i),...,0(j)...a(n)) le
voisinage swap consiste en toutes les permutations de la forme ¢’ = (o(1),...,0(j),...,0(%)

..o(n)), avec 1 <1i < j < m, qui peuvent étre obtenues & partir de o en échangeant deux taches.
Deux mouvements, l'un qui échange les taches o(%) et o(j), et 'autre qui échange les taches o (k) et
o (1), sont dits indépendants si max{i, j} < min{k,!} ou max{k,!} < min{i, j}. Le voisinage ds-swap,
introduit dans [62], est constitué de toutes les solutions qui peuvent étre obtenues en appliquant
une suite de mouvements swap deux & deux indépendants.

Exemple 5 Etant donnée la permutation o = (1 ZT’) 4 (Tj 25 ZTB 109 '{ 12 14 113_111), il est possible

d’appliquer les 3 mouvements indépendants indiqués pour obtenir la permutation voisine o' =
(16432571098 1214 11 13).

Il est facile de voir que ce voisinage est de taille exponentielle, & savoir : 27~ — 1. Afin d’explorer
ce voisinage de maniére efficace, c’est-a-dire trouver la meilleure solution voisine d’'une permutation
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Entrée :  un voisinage N
Etape 1 : Soit s;n; une solution réalisable quelconque

Etape 2 : Q = {sini}
S=0

Etape 3 : =

Etape 4 : Tant que image de S est différente de I’image de Q, faire
S=Q
R = UsEQ N(S)

Q = MinUndom(Q U R)
Fin Tant que
Etape 5 : Retourner S

TAB. 3.1 — L’algorithme de recherche locale multicritére BLS /.

parmi les 2! — 1 solutions candidates, nous avons utilisé la programmation dynamique.

La technique utilisée est similaire & celle exposée plus loin, dans la section 3.4, pour le probléme
du voyageur de commerce dans un cadre bicritére. Le lecteur peut se référer a I’article [5] concernant
les détails de 'implantation. En supposant que les durées d’exécution des taches sont bornées par
une constante ppeg, .. 0 < pg( ) < Pmaz, VJj,t, nous avons obtenu un algorithme de complexité

O(n*Pmaz) en temps, et de complexité O(n?pmqez) en mémoire.

3.4 Le probléme du voyageur de commerce bicritére

Le probléme a été défini dans la section 2.1.1, page 25.

3.4.1 Recherche locale multicritére

Moyennant quelques modifications, la recherche locale peut étre adaptée aux problémes multi-
critéres [136, 165].

Pour un ensemble S de solutions, on note Undom(S) le sous-ensemble de S composé des solutions
non dominées : Undom(S) = {s € S | As’ € S telle que s’ < s}. De plus, on note MinUndom/(S)
tout sous-ensemble de Undom/(S) de cardinal maximal tel qu’aucune paire de solutions appartenant
a MinUndom(S) n’ait la méme image dans l’espace des objectifs.

Le schéma type de la recherche locale multicritére est donné dans le tableau 3.1. Cet algorithme
permet de construire un ensemble de solutions localement Pareto optimal [136], & savoir un ensemble
S tel qu’aucune solution appartenant a |J,.g /N (s) ne puisse enrichir S. Graphiquement (voir la
figure 3.5), on part d’une solution s;,; puis étape par étape on construit une courbe de Pareto
approchée qui converge vers un ensemble de solutions localement Pareto optimal. Par la suite on
appelle BLS zr (Bicriteria Local Search) cet algorithme utilisé dans un cadre bicritére.

L’algorithme BLS s souffre cependant d’un défaut qu’on ne rencontre pas pour la recherche
locale monocritére. L’ensemble @) des solutions incomparables peut grossir de fagon exponentielle.
Afin de conserver un algorithme polynomial, on peut utiliser un procédé qui restreint I’ensemble
@ & un échantillon. Un moyen d’obtenir cet échantillon est d’utiliser une grille géométrique qui, si
on restreint le nombre de solutions par boite, permet de garantir qu’a tout moment le nombre de
solutions est polynomial (voir la figure 3.6). Les valeurs atteignables sur chacun des critéres sont
divisées en intervalles géométriques de raison (1+¢) ot € > 0 est un parameétre. Les valeurs o > 0 et
B > 0 sont des bornes inférieures sur le premier critére et le second critére respectivement. Si ) est



3.4. LE PROBLEME DU VOYAGEUR DE COMMERCE BICRITERE 45
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premier critére

F1G. 3.5 - Evolution de la recherche locale bicritére ot étape par étape on converge vers un ensemble
localement Pareto optimal.

un ensemble de solutions incomparables, on note [Q]. C @ un ensemble qui contient au maximum
une solution par boite de la grille. Par la suite, lorsque 'on évoque [Q]:, on suppose que 'on est
muni d’une régle déterministe qui permet de choisir la solution sélectionnée dans une boite. On
peut alors remarquer que [Q]: est une e-approximation de @ car pour tout tour o € @ il existe
nécessairement dans [Q]. un tour ¢’ tel que D(¢’) < (1 + €)D(0). De plus, le nombre de solutions
dans [Q]¢ est toujours polynomial en n [135].

Nous avons donc considéré une seconde version de la recherche locale bicritére, notée RBLS z
(R pour rounded) ou une grille est utilisée afin de controler & chaque étape le nombre de solutions
générées (voir le tableau 3.2).

3.4.2 Le voisinage ds-2-opt

Pour le TSP monocritére, Congram, Potts et van de Velde [62, 140] ont proposé la méthode
Dynasearch ol un programme dynamique est utilisé afin d’explorer de maniére efficace un voisinage
de taille exponentielle. Les résultats expérimentaux ont montré que malgré un temps d’exécution
plus grand lors de chaque étape de la recherche locale, la qualité des résultats obtenus était dans son
ensemble compétitive avec les voisinages classiques [5, 140]. Nous avons donc cherché a savoir s’il en
était de méme dans un cadre bicritére. Au dela de la construction de courbes de Pareto approchées,
c’est ce point qui a motivé notre travail.

Le voisinage ds-2-opt (ds pour dynasearch) noté Ngynq(o) et introduit dans [140] pour le TSP mo-
nocritére est I’ensemble des tours qui peuvent étre obtenus & partir de o par une série de mouvements
2-opt dits indépendants. Deux mouvements 2-opt sont dits indépendants si les arétes impliquées ne
se croisent pas (voir la figure 3.7). On peut facilement voir que la taille du voisinage ds-2-opt est
exponentielle (au moins 2"/2, ou n est le nombre de villes). Néanmoins, P'utilisation de la program-
mation dynamique comme dans les articles [62, 140] montre qu'il est possible d’explorer ce voisinage
en temps polynomial.
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FiG. 3.6 — Subdivision géométrique de ’espace. On ne conserve qu’une seule solution par boite
(celles qui sont entourées par exemple).

Entrées : Un voisinage N et € > 0
Etape 1 : Soit s;,; une solution réalisable quelconque
Btape 2+ Q = {sini)
Etape 3: S=0
Etape 4 : Tant que l'image de S est différente de I'image de @, faire
S=Q
R=10
Tant que Q # (), faire
Prendre une solution s € )
Q= Q\{s}
R = [MinUndom(R U {s} UN(s))]e
Fin Tant que
Q=R
Fin Tant que
Etape 5 : Retourner S

TAB. 3.2 — RBLS : Recherche locale bicritére arrondie.
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mouvements 2-opt indépendants mouvements 2-opt dépendants

FiGg. 3.7 — Deux mouvements 2-opt sont dits indépendants si les nouvelles arétes insérées ne se
croisent pas.

Nous avons étendu cette approche au cas du TSP bicritére de la maniére suivante. Soit o un
tour tel que 0 = o(1)o(2)...0(n). On suppose que o(n + 1) = o(1). On cherche & déterminer
MinUndom(Ngyna(o)). On note F(i,0), pour ¢ € {1,...,n + 1}, 'ensemble des vecteurs distances
des chemins partant de o (1), terminant en o (%) tout en passant par tous les sommets 0(2)...0(i—1).
L’initialisation de la programmation dynamique est obtenue en posant™® :

F(laa) = {(950)}
F(0) = {d(oM).o@)}
F(3,0) = {d(lo(1),0(2)]) +d(lo(2),0(3)])}

On suppose a présent que 'on a déja calculé F(j,0) pour 1 < j < ¢ et que l'on se penche sur
le (i + 1)-éme sommet. Une premiére facon de construire un chemin appartenant a F'(i + 1,0) est
d’ajouter l'aréte [0(¢),0(i+1)] & chaque chemin de F(i,0) comme le montre la figure 3.8. On obtient
un ensemble de chemins de vecteurs distances

A= {(z,y) +d([o(i),0 + 1)] | (z,y9) € F(j,0)}.
Une deuxiéme alternative est illustrée en figure 3.9. On obtient un ensemble de chemins de cotits

i—2

B = J{(,y) +d([0(j), 0 ()]) + Djy1 + d([o(j + 1),0( + 1)]) | (z,y) € F(i,0)}
j=1

ou

Diyy = Z d([o(k),o(k +1))).
k=j+1
Aufinal, on a F(i+1,0) = MinUndom(AUB) pour i = 3,...,n et F(n+1,0) contient I’ensemble
des vecteurs distances des meilleurs compromis appartenant & Ngyna(o).

Dans le cas monocritére, chaque F'(i,0) contient exactement une valeur alors que dans le cas
bicritére ce sont plusieurs vecteurs qui sont potentiellement compris. Par conséquent ce programme
dynamique produit potentiellement un nombre exponentiel de solutions. On peut cependant remé-
dier & ce probléme en employant une grille, technique similaire & celle utilisée pour 1’algorithme

*Les sommes entre vecteurs sont supposées étre coordonnée par coordonnée : (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b + d).
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F1G. 3.9 — Seconde alternative : F'(i+1,0) = F(j,0)+d([o(j),0(i)]) —I—’D;’-+1 +d([o(j +1),0(i+1)])

général de recherche local bicritére. L’initialisation de la programmation dynamique reste alors la
méme pour F(1,0), F(2,0) et F(3,0) mais F(i+ 1,0) = MinUndom([AU B].) pour i = 3,...,n.

3.5 Reésultats expérimentaux

3.5.1 Le probléme d’ordonnancement 1 |pf,idleness| ) w;T;

Afin de comparer les deux voisinages swap et ds-swap, nous avons utilisé la recherche locale
multi-départ. L’algorithme M LSxs(nb) (pour multi-start local search), effectue nb recherches locales
avec le voisinage N et retourne, parmi les nb optima locaux trouvés, le meilleur. Nous avons ainsi
comparé M LS s spqp(10) avec M LSsyqp(x), ol  est un entier tel que le temps d’exécution des
deux algorithmes soit & peu prés le méme ou légérement & l'avantage de M LSgyqep(z). Les deux
algorithmes peuvent ainsi étre comparés de maniére équitable.

Nous avons généré des instances aléatoires possédant 30 ou 40 téches, et de types variés selon le
profil des durées d’exécution des taches et leur date de fin d’achévement. Ainsi la durée d’exécution
pz- d’une tache j peut par exemple étre aléatoire, croissante ou décroissante en fonction de la date ¢.
Les dates de fin d’achévement ont été générées en suivant la procédure classique qui existe pour le
probléme 1|| > ;w;iTj, ce qui permet de générer des instances plus ou moins difficiles et contraintes
selon que la vaste majorité des taches est ou n’est pas en retard dans toute solution (méme celle
optimale). Afin d’avoir des résultats en moyenne, chaque algorithme a été exécuté 10 fois sur chacune
des instances d’un méme profil. Les expériences ont été réalisées sur un Pentium III biprocesseur &
500Mhz.

Dans la grande majorité des cas, M LS 45— swap(10) donne de meilleurs résultats que M LSsyqep(x)
alors méme que x est souvent compris entre 200 et 400. Le gain apporté par le voisinage ds-swap
est le plus fort pour les instances les moins structurées, c’est-a-dire celles pour lesquelles les durées
d’exécution des téches ne suivent aucune loi. On peut remarquer aussi que la différence de gain
diminue pour les instances qui sont trés peu contraintes, ol qui sont au contraire trés contraintes. I1



3.5. RESULTATS EXPERIMENTAUX 49

s’agit 1a en effet d’instances qui sont ou trop faciles, ou trop difficiles & résoudre, et pour lesquelles
les algorithmes donnent des résultats sensiblement identiques. Pour plus de détails, le lecteur peut
consulter l’article [5].

L’efficacité de l'algorithme M LSgs_swqp par rapport & l'algorithme M LS4, peut s’expliquer
de la maniére suivante : en partant d'une solution o, ’échange d'une tache o(i) avec la tache
o(7) (i < j) peut conduire a une solution ¢’ dans laquelle ’échange de deux téches o(k) et o(l)
(i<j<k<louk<l<i<j) meénea une solution ¢” ayant un coit plus petit que o, alors que si
on effectuait en premier I’échange des taches o(k) et o(l) sur la solution o cela ferait augmenter le
cotit de la solution. Cette situation ne peut pas exister pour le probléme d’ordonnancement statique

1| X2 w; ;.

3.5.2 Le probléme du voyageur de commerce bicritére

Nous avons testé plusieurs variantes des algorithmes de recherche locale, toutes désignées par le
nom générique suivant : [R|BLS,,;s. La présence du R placé devant signifie qu’une grille globale est
utilisée. Le champs vois peut prendre les valeurs 2-opt ou ds-2-opt, et indique le voisinage utilisé. Si
vois=ds-2-opt alors on utilise une grille & l'intérieur de la programmation dynamique, comme cela
est exposé a la fin de la section 3.4.2.

Les expériences ont été menées sur des instances bicritéres du TSP construites & partir des ins-
tances géométriques de Krolak (kroA100, kroB100, etc.) extraites de la bibliotheque TSPLIB [169].
Nous avons considéré des instances avec 50, 75, 100, 150 et 200 villes. Afin de mettre autant que
possible les algorithmes testés sur un méme pieds d’égalité, ceux-ci ont été codés avec le méme lan-
gage (C). Le compilateur utilisé est (gcc), et les tests ont été effectués sur un PC de type Pentium
IV 2Ghz muni de 256 Mo de RAM. Comme dans la section précédente, dans le souci de donner
une méme durée d’exécution a deux algorithmes, nous avons utilisé la recherche locale multi-départ.
Pour une heuristique de recherche locale quelconque RL, on note RL(k) la procédure qui consiste
& exécuter k fois I'algorithme RL en partant de k solutions initiales générées aléatoirement puis &
retourner la courbe de Pareto approchée issue de la fusion des k courbes approchées obtenues lors
des k exécutions. On compare ainsi RL(k) a une autre heuristique RL’([zk]) avec un coefficient
tel que le temps d’exécution de ces deux algorithmes soit approximativement le méme.

L’utilisation d’un grille devient vite nécessaire, et ce méme pour des instances avec 50 villes, car
les heuristiques de recherche locale bicritére sans arrondi prennent énormément de temps avant de
converger.

Nous avons comparé RBLSgy,, et RBLSy ,,; avec différentes tailles de grilles : € pouvant
prendre des valeurs parmi {0.01,0.013333,0.016666,0.02}. Nous avons utilisé les trois mesures de
qualité mentionnées dans la section 1.2.5 page 18. La procédure expérimentale employée est la
suivante :



50 CHAPITRE 3. RECHERCHE LOCALE ET VOISINAGES EXPONENTIELS

Entrée : une instance I et un €
Etape 1 : Exécuter RBLS 4y, sur I a partir de 50 solutions tirées aléatoirement et
mettre les courbes obtenues dans 1’archive ARCH]1
Etape 2 : Exécuter RBLSy_,y sur I & partir de 50 solutions tirées aléatoirement et
mettre les courbes obtenues dans 1’archive ARCH2
Etape 3 : Répéter 100 fois :
@1 < fusion de 10 courbes € ARCH1 choisies aléatoirement
Qo < fusion de X courbes € ARC H2 choisies aléatoirement
Calculer la valeur de Tchebycheff pour @1 et Q2
Calculer C(Q1,Q2) et C(Q2, Q1)
Calculer D(Q1,Q2) et D(Q2,Q1)

Etape 4 : Retourner le minimum, la moyenne, I’écart type et le maximum

Nous avons obtenu avec le voisinage ds-2-opt de bien meilleurs résultats qu’avec le voisinage
2-opt. La supériorité du voisinage ds-2-opt est plus claire pour de plus grandes valeurs de € comme
on peut le voir sur la figure 3.10, présentant un exemple de courbes de Pareto approchées ob-
tenues en utilisant les deux algorithmes. Pour de plus petites valeurs de de ¢, la différence est
moins visuelle mais celle-ci existe si on se référe aux trois mesures de qualité utilisées. Les trois
mesures abondent en effet dans le méme sens. La mesure de Tchebycheff est toujours plus grande
pour RBLS 4,4, (10) que pour RBLS;_,p(X). De plus on a : C(RBLS 4,4 (10), RBLSo_ o (X)) >
C(RBLS2_op¢ (X ), RBLS 4,4(10)) et
D(RBLS 4ynq(10), RBLS2 (X)) > D(RBLS2_ (X ), RBLS 4y,4(10)). Cette conclusion reste
vraie pour des instances de taille 150 et 200, mais aussi pour de plus grandes exécutions de RBLS 4,4
comme par par exemple RBLS g,,(20) opposé &8 RBLSy_,,;(X) sur I'instance kroAB100.

Etant donné que les mouvements effectués par RBLS,_,p: sont plus petits que les mouvements
opérés par RBLS 4y, se pose la question de savoir si l'utilisation d’'une méme grille pour les deux
algorithmes ne pénalise pas RBLSo_p;. En effet, les solutions générées par RBLS,_,,; pourraient
étre rapidement piégés dans les boites de la grille dés le début de I’exécution de ’algorithme. En fait
il n’en n’est rien. Par exemple, pour l'instance kroAB100, le nombre d’évaluations de voisinage est
toujours plus grand pour RBLSy_ 4, que pour RBLS4y,,,. Les mémes observations peuvent étre
faites pour les instances kroAB150 et kroAB200.

Les courbes de Pareto approchées que nous avons obtenues sont moins bonnes que celles générées
par l'algorithme génétique de Jaszkiewicz [113] pour les mémes instances. Cependant, pour faire
une comparaison équitable, il faudrait pouvoir donner un temps d’exécution comparable aux deux
méthodes comme nous ’avons fait dans cette étude. Il est aussi important de noter que Paquete et
al. [136], qui ont utilisé la recherche locale sans grille avec entre autres le voisinage 2-opt, ont mis en
évidence que les courbes de Pareto approchées obtenues étaient meilleures que celles précédemment
fournies par Jaszkiewicz. Néanmoins, notre but principal n’était pas la construction de meilleures
courbes approchées mais la comparaison entre deux voisinages, et particuliérement de déterminer
si I'utilisation des voisinages de grande taille peut apporter des améliorations aux métaheuristiques
multicritéres.

3.6 Conclusion

Il y a certainement un équilibre & trouver entre le bénéfice qu’il y a & utiliser un large voisinage en
terme de qualité des optima locaux obtenus, et le temps passé & ’explorer pendant chaque itération
de la recherche locale. Nous avons cherché & étudier cette problématique pour différents problémes
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d’optimisation combinatoire.

Nous avons introduit le voisinage multi-insertion de taille exponentielle pour le probléme de

tournées de véhicules, et montré qu’il pouvait étre exploré en temps polynomial en utilisant des
techniques de flot. Ce voisinage est une généralisation de celui proposé par Gutin [94] pour le pro-
bléme du voyageur de commerce. Nous avons montré que l’exploration du voisinage multi-insertion
est polynomiale si chaque client demande la méme quantité de bien (quelle que soit la matrice des
distances). Par contre, pour des demandes quelconques, le probléme devient NP-difficile (méme si
toutes les distances sont égales).
D’un point de vue pratique, une question intéressante serait d’étudier I’impact du choix des som-
mets mobiles/fixes sur la qualité de 'optimum local trouvé par la suite. De plus, récemment Ergun
et al. [80] ont proposé d’autres voisinages exponentiels pour le probléme de tournées de véhicules.
La nature des mouvements n’est pas la méme que dans le voisinage multi-insertion, et la technique
utilisée est plutdt de nature heuristique et utilise la recherche de plus courts chemins dans un graphe
auxiliaire. Il serait intéressant de comparer expérimentalement ces différents voisinages.

Concernant le probléme d’ordonnancement dynamique 1 |p§-,z’dleness| >_;jw;Tj, nous avons
montré que le voisinage exponentiel ds-swap pouvait étre exploré en temps pseudo-polynomial 3
I’aide de la programmation dynamique. Les tests expérimentaux que nous avons menés sur diffé-
rentes familles d’instances aléatoires ont montré la supériorité d’un tel voisinage par rapport au
voisinage standard swap.

Enfin, nous avons considéré le probléme du voyageur de commerce bicritére. La aussi les résul-
tats expérimentaux montrent que l'utilisation d’un voisinage de taille exponentielle associée & une

méthode efficace d’exploration permet de construire des courbes de Pareto approchées de meilleure
qualité que celles obtenues avec un voisinage classique.



52 CHAPITRE 3. RECHERCHE LOCALE ET VOISINAGES EXPONENTIELS

Etant donné que le voisinage $-opt fournit en général de meilleures solutions que le voisinage 2-opt,
on peut se poser la question de la performance de RBLS 4, face 8 RBLS3_,,;. Dans cette optique,
il serait intéressant d’étendre dynasearch afin d’inclure des mouvements différents tels que le 3 — opt,
I'insertion ou 1’échange. Un essai dans cette direction dans le cadre monocritére est présenté par
Ergun et al. [80].



Troisiéme partie

Algorithmes approchés avec garantie de
performance
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Les travaux exposés dans ce chapitre ont fait I’objet des publications [8, 14, 18].

4.1 Introduction

Nous présentons dans ce chapitre les résultats d’approximation avec garantie de performance que
nous avons obtenus pour différents problémes d’optimisation combinatoire. Les algorithmes présen-
tés seront soit déterministes, soit probabilistes. Nous traitons du probléme des requétes multiples,
qui est un probléme classique en base de données, dans la section 4.2. La section 4.3 est consacrée au
probléme de groupage de trafic dans un réseau WDM en étoile, enfin la section 4.4 est consacrée a
un probléme d’ordonnancement de taches dans un modéle a base de communications hiérarchiques.

4.2 Probléme des requétes multiples

Ce probléme, noté par la suite MQO, a été défini dans la section 2.3.1, page 32. Nous notons par
la suite :

— N : le nombre maximum de plans par requéte,

— M :le nombre maximum de requétes dans lesquelles une tache peut apparaitre, et

— k le nombre de requétes.
Ce probléme posséde des similitudes avec le probléme classique de la couverture d’ensembles. En
exploitant ces similitudes, il est possible d’obtenir des résultats d’inapproximabilité et d’obtenir des
algorithmes avec garantie de performance.

4.2.1 Résultat d’inapproximabilité

En réduisant le probléme de la couverture d’ensemble au probléme MQO nous avons obtenu le
résultat suivant :

55
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Théoréme 4 [14] Soit € > 0. S’il existe un algorithme polynomial (1 — €)Ink-approché pour le
probléme MQO, alors NP C TIM E(n©(loglogk))

Nous avons également proposé une réduction polynomiale, préservant le rapport d’approxima-
tion, de MQO vers le probléme de la couverture d’ensembles, mais uniquement lorsque N est borné
par une constante.

4.2.2 Algorithmes gloutons

Nous avons considéré un premier algorithme glouton, dans lequel pour chaque requéte on sélec-
tionne le plan de moindre cott, en ne tenant pas compte des taches déja sélectionnées. 11 est facile
de voir que cet algorithme est M-approché et que ce rapport est atteint.

Il est naturel de s’intéresser & une variante gloutonne dans laquelle on tient compte des taches
déja sélectionnées. On définit ainsi le codt estimé d’'un plan comme étant le rapport de la somme du
colt des taches le constituant, en ne tenant pas compte du cotit des taches qui font partie des plans
qu’on a sélectionné auparavant, sur le nombre de requétes que permettent de satisfaire ces nouvelles
taches & l'aide des téaches faisant partie des plans déja sélectionnés. On obtient un algorithme
similaire & celui déja employé pour résoudre le probléme de la couverture d’ensembles [170]. En fait
il n’est pas difficile de s’apercevoir également que le rapport d’approximation de cet algorithme n’est
pas meilleur que le précédent.

4.2.3 Algorithmes basés sur la programmation linéaire

11 est possible de formuler le probléme MQO & I'aide d’un programme linéaire en nombres entiers :

Minimiser D o1<j<r T Cj (4.1)
sous les contraintes Zzg Tin = 1=1...k
E{n|tjep?} Tin < T V(i,7) t.q. t; apparait dans ¢;, j =1,...,7 et
i=1...k (4.2)
zin € {0,1} i=1...ketn=1...n(3)
z; € {0,1} j=1...r

Rappelons qu’on dit d'une tache qu’elle apparait dans une requéte, si elle fait partie d'un des
plans susceptibles de résoudre cette requéte. Chaque tache ¢; est représentée par une variable z;
prenant la valeur 1 ou 0, selon que la tache ¢; est exécutée ot non. Chaque plan p}* est représenté par
une variable z; , prenant la valeur 1 ou 0, selon que le plan est sélectionné ot non. La premiere série
de contraintes assure que pour chaque requéte, parmi les plans qui peuvent la résoudre, exactement
un seul va étre sélectionné. La seconde série de contraintes assure que si un plan p contenant une
tache ¢ est sélectionné, alors la tache ¢ doit étre exécutée. Puisqu’on cherche & minimiser la fonction
objectif, une tache qui n’appartient a aucun plan sélectionné ne sera pas sélectionnée.

Nous considérons la relaxation linéaire de ce programme linéaire (LP) :
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1: Résoudre LP
2: Pour i =1 jusqu’a k Faire

2.1: n' = argmazi<p<n(iy{Tin}
2.2 s; :=n'
Fin Pour

3: Exécuter s

TAB. 4.1 — L’algorithme D-ARRONDI.

1: Résoudre LP
: Pour i =1 jusqu’a k Faire

2.1: Sélectionner de maniére aléatoire un plan parmi {p%, ey p?(z)} avec
la distribution de probabilité {z;1,...,T; ()}, soit pi' ce plan
2.2: S =N
Fin Pour

3 : Exécuter s

TAB. 4.2 — L’algorithme R-ARRONDI.

Minimiser D i<j<r T Gl (4.3)

sous les contraintes ZZ(:Z)I ZTip =1 i=1...k (4.4)
Z{n\tjepgl} Tin < Tj V(i,7) t.q. t; apparait dans g;, (4.5)
j=1l...reti=1...k (4.6)

<z;,<l1 i=1...ketn=1...n(7) (4.7)

0<z; <1 jzl...r (4.8)

Nous avons considéré dans un premier temps un algorithme simple, noté D-ARRONDI (voir le
tableau 4.1) inspiré d’un algorithme existant pour le probléme de la couverture d’ensembles [100]. Si
a l’étape 2.1, il y a plusieurs variables qui atteignent le maximum, alors on en choisit une de maniére
arbitraire. Toute solution retournée par cet algorithme est nécessairement réalisable, puisque pour
chaque requéte exactement un plan est sélectionné, et toutes les taches qui font partie des plans
sélectionnés sont exécutées.

Théoréme 5 [14] L’algorithme D-ARRONDI est N -approché.

Il est possible d’améliorer ce rapport en utilisant un algorithme probabiliste. Une idée naturelle
et classique afin d’arrondir des variables 0-1 fractionnaires, consiste & les interpréter comme des
probabilités. Cela conduit & ’algorithme R-ARRONDI donné dans le tableau 4.2.

Théoréme 6 [14] L’algorithme R-ARRONDI est N (1 — (1 — %)M) -approché en moyenne.

Proposition 1 [1/] Les rapports d’approzimation mentionnés pour D-ARRONDI et R-ARRONDI sont
atteints.
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1: Reésoudre LP
2: Prisj=n]=z;ppouri=1...ketn=1...n(i)
3: Pour i =1 jusqu’a k Faire
3.1: Trouver n € {1,...,n(¢)} qui minimise E[C(s) | s; = n]
3.2: Pr[s; = n]:=1 (et Pr[s; # n] :=0)
Fin Pour
4 : Exécuter s

TAB. 4.3 — L’algorithme D2-ARRONDI. Pr|[z] dénote la probabilité de 1’événement z.

Il est possible de dérandomiser 1’algorithme R-ARRONDI & l'aide de la méthode classique des
espérances conditionnelles [170]. Nous avons ainsi obtenu l’algorithme déterministe D2-ARRONDI
représenté dans le tableau 4.3.

Théoréme 7 [1/] L’algorithme D2-ARRONDI est un algorithme déterministe, polynomial, et N (1 —
(1 — %)M)-approché.

Proposition 2 [14] Le rapport N(1 — (1 — +)M) est atteint par Ualgorithme D2-ARRONDI dans le
cas M = 2.

Nous conjecturons que le rapport est atteint également pour toutes les valeurs possibles de M
et de N.

Il est intéressant de remarquer que le résultat d’approximation que nous avons obtenu avec
I’algorithme D2-ARRONDI est le meilleur qu’il est possible d’obtenir & 1’aide d’un algorithme basé
sur le programme linéaire (4.1) que nous avons utilisé, puisque le saut d’intégralité de ce programme
linéaire en nombres entiers est égal & N(1 — (1 — +)™). Rappelons que le saut d’intégralité est le
rapport maximum entre OPT et OPTy sur toutes les instances, avec OPT (respectivement OPT})
le cotit d’une solution optimale pour le programme linéaire en nombres entiers (respectivement pour
la relaxation linéaire du programme linéaire en nombres entiers).

Théoréme 8 [14] Le saut d’intégralité du programme linéaire en nombre entiers (4.1) est égal a

NI -1 -5)M).

4.3 Groupage de trafic dans un réseau WDM en étoile

Ce probléme a été défini dans la section 2.3.2, page 32.
En utilisant une réduction du probléme du sac & dos vers ce probléme on montre le résultat
suivant :

Théoréme 9 [18] Les problémes de groupage de trafic dans une étoile passive, dans leur version
mazimisation ou minimisation, sont NP-complets.
4.3.1 Un algorithme polynomial exact pour W = 2 longueurs d’onde par fibre

Lorsque W = 2 on peut remarquer que dans chaque ligne (ou colonne) de la matrice de trafic T
dans laquelle il y a au moins trois valeurs non nulles, il est possible de router optiquement au plus
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une demande de trafic. Par contre, quand une ligne (ou colonne) contient seulement deux valeurs
non nulles, il est éventuellement possible de router ces deux requétes optiquement.

Nous transformons la matrice T' en une matrice 7" dans laquelle il est possible de router opti-
quement au plus une demande de trafic pour chaque ligne, et une demande de trafic pour chaque
colonne : si une ligne ¢ de T' contient exactement deux valeurs t;; et ¢;7» non nulles, on crée dans 7"
deux lignes 71 et 2 telles que t;l,j = t;j, t;2,j = t;j». Les autres valeurs dans ces lignes sont égales
a 0. De méme, si une colonne de T' contient exactement deux valeurs ¢;; et ¢;; non nulles, on crée
dans T deux colonnes j1 et 52 telles que t;J-l = tij, tg’jQ = ;7. Les autres valeurs dans ces lignes
sont égales a 0.

On transforme ensuite la matrice 7" en une matrice M = [my;], dans laquelle nous cherchons
un couplage de poids maximum. Si une demande de trafic ¢ ; he peut pas étre routée optiquement
(i.e. Doppjitip > Cou Dy, t;cj > C) alors on pose m;; = —oc. Sinon, on pose mj; = t;;.

Puisqu’il y a dans M au plus une demande de trafic par ligne et une demande de trafic par
colonne qui peuvent étre optiquement routées, et puisque la demande de trafic m;; est différente de
—o0 si et seulement si elle peut éventuellement étre routée optiquement, le résultat d’un couplage de
poids maximum dans le graphe biparti dont M est la matrice d’adjacence, est une solution optimale
pour le probléme de groupage de trafic dont la matrice de trafic est 7. On obtient ainsi le théoréme
suivant :

Théoréme 10 [18] Les versions de minimisation et de mazimisation du probléme de groupage de
trafic dans une €toile passive peuvent étre résolus en temps polynomial si le nombre de longueurs
d’ondes par fibre est égal o deur.

Exemple 6 On considére une instance avec 3 émetteurs et 8 récepteurs. La capacité de chaque
longueur d’onde est 5 et le nombre de longueurs d’onde par fibre est égal a 2. Soit T la matrice de
trafic :

4 1
T=1| 3 4
2 5

O W N

Les matrices T' et M créées par lalgorithme sont les suivantes :

4 2 0 1 4 2 —00 —00

;| 3 03 4 | —o© —00 —00 —00

T=12000|% M= w0 0 -
0 0 0 5 —o00 0 0 5

Le couplage de poids mazimum dans M est constitué de m1,1 et ma4, ce qui correspond a t1,1 et
t3.3. Les demandes de trafic qui sont donc routées optiquement dans une solution optimale sont t; 1
et t33. Les autres demandes de trafic sont routées électroniquement.

4.3.2 Algorithmes approchés

Nous avons montré que ’approximation n’était pas conservée entre les versions de minimisation
et de maximisation.

Théoréme 11 [18] Il n’est pas possible de déduire un algorithme d’approzimation avec garantie
de performance pour la version de mazimisation (respectivement minimisation) du probléme de
groupage de trafic dans une étoile passive, a4 partir d’un algorithme d’approximation avec garantie
de performance pour la version de minimisation (respectivement mazimisation,).
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Algorithme approché pour la version minimisation

Nous commencons par donner une formulation du probléme de groupage de trafic dans une étoile
passive, dans sa version minimisation, a ’aide d’'un programme linéaire en nombres entiers.

Soit z;; € {0,1} une variable qui indique si la quantité de trafic ¢;; est routée de maniére optique
(zi; = 0) ou si elle subit une conversion électronique au niveau du commutateur (z;; = 1). L'objectif
est le suivant :

Minimiser » @yt (4.9)
1€V1,j€V2
Nous avons deux types de contraintes :
les contraintes sur le nombre de longueurs d’ondes :

Vie Vi, Y wi > Vol - W (4.10)
JjeEVR
Vi € Vs, Z Tij > |V1| -W (4.11)
1€EV]
les contraintes sur le trafic :
Vi € Vl, Z(l — .'I,‘Z])(C — tij) <WC - Z tij (4.12)
JEVR JEV2
Vi € Va, Z(l —z5)(C — ti5) < WC — Z t;; (4.13)
% %

Les inégalités (4.10) (respectivement 4.11) signifient qu’au plus W demandes de trafic par émetteur
(respectivement récepteur) peuvent étre routées optiquement, car chaque demande de trafic routée
optiquement occupe une longueur d’onde a elle seule. Les inégalités (4.12) et (4.13) signifient que la
bande passante non utilisée (C' —¢;;) quand ¢;; est routée optiquement, doit étre inférieure ou égale
a la bande passante disponible (i.e. la quantité totale de bande passante moins la quantité totale
des demandes de trafic). Il est équivalent de dire que la quantité de trafic routée électroniquement
doit étre inférieure & la capacité d’un lien, C, multiplié par le nombre de liens disponibles (i.e. W
moins le nombre de demandes de trafic qui sont routées optiquement).

Les contraintes (4.12) et (4.13) sont équivalentes & :

Vie W, Y i(C —tiy) > C(|Va| = W) (4.14)
JEVS

Vi€ Vo, Y mif(C —tij) > C([Vi| - W) (4.15)
%

On peut remarquer que les contraintes sur le trafic impliquent les contraintes sur le nombre de
longueurs d’ondes : si on divise par C les contraintes sur le nombre de longueurs d’ondes on obtient :

t..
Vi€ Vi, Y wi —g) > Vol - W (4.16)
JEVS
vgevz,zxij( —g) > V| - W (4.17)

%t
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Puisque ?;; < C, ces derniéres inégalités impliquent les contraintes sur le nombre de longueurs
d’ondes (4.10) et (4.11).

Nous pouvons donc formuler notre probléme de la fagon suivante :

Minimiser Y at;; (4.18)
ie‘/iajev2
sous les contraintes

Vi € Vi, Z .’L'Z'j(C — tij) > C(|V2| — W) (4.19)

jEV2
Vi€ Vo, Y xy;(C —ti) > C(IVi| — W) (4.20)

1€EVY
Vi e Vi, € Vo, € {0,1} (4.21)

A partir de cette formulation on peut déduire le résultat suivant :

Théoréme 12 [18] Il existe un algorithme polynomial Hoc-approché pour la version minimisation
du probléme de groupage de trafic dans une étoile passive.

Rappelons qu’on note Hy, le k-iéme nombre harmonique, i.e. Hy = 1+ % + % +...4+ % La preuve
s’appuie sur une interprétation du programme linéaire en nombres entiers donné ci-dessus en tant
que probléme de multi-couverture de multi-ensembles contraint pour lequel Rajagopalan et Vazirani
ont proposé un algorithme glouton approché [142].

Algorithme approché pour la version maximisation

De la méme maniére, il est possible de formuler le probléme de groupage de trafic dans une étoile
passive, sous sa version maximisation, & I’aide d’un programme linéaire en nombres entiers :

Maximiser Z Yijtij (4.22)
1€Vy,jEV,
sous les contraintes :

Vi € V1, Z yij(C — tij) < CW - Z tij (4.23)

JEV2 JEV2
Vj € Vo, Z yij(C — tij) < CW — Z t;; (4.24)

% %)
VieVi,j € Va,y;j € {0, 1} (4.25)

Ici y;; indique si la demande de trafic ¢;; est routée optiquement (y;; = 1) ou électroniquement
(yij = 0).

Théoréme 13 [18] Il existe un algorithme probabiliste polynomial (2 + %)—approché pour la version
mazximisation du probléme de groupage de trafic dans une étoile passive.

La preuve s’appuie sur une transformation de ce probléme en un probléme de couplage avec
demandes (demand matching problem) [161]. On utilise ensuite un résultat di a Shepherd et
Vetta [161]. Ils ont proposé en effet un algorithme probabiliste (2 + %)—approché pour le probléme
de couplage avec demandes dans des graphes bipartis.
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4.4 Communications hiérarchiques avec un nombre borné de clus-
ters

Ce probléme a été défini dans la section 2.2.5, page 31.

4.4.1 Résultat d’inapproximabilité

Nous avons obtenu le résultat suivant :

Théoréme 14 [8] Déterminer si une instance du probléme P2(P)|biparti; (cij,€i5) = (1,0);p; =
1|Cmaz admet un ordonnancement de longueur au plus 3, est un probléme NP-complet.

La preuve utilise une réduction depuis le probléme de décision du stable équilibré dans un
graphe biparti [152] qui est un probléme NP-complet. Ce probléme, étant donnés un graphe biparti
équilibré B = (X |JY, E) avec |X| = |Y| = n et un entier k, consiste & déterminer s’il existe dans
B un stable constitué de k sommets dans X et de k sommets dans Y.

On peut en déduire le résultat d’inapproximabilité suivant :

Corollaire 3 /8] Pour le probléme P2(P)|biparti; (cij,€i5) = (1,0);p; = 1|Crnag, il nlexiste pas
d’algorithme polynomial avec un rapport d’approximation plus petit que 4/3, & moins que P=NP.

4.4.2 Un algorithme polynomial lorsque C,,,;, = 2

En utilisant la programmation dynamique et une généralisation du probléme d’ordonnancement
P2||Ch42, nous avons pu monter le théoréme suivant :

Théoréme 15 [8] Il est possible, en temps polynomial, de déterminer si une instance du probléme
PE(P)|prec; (cij, €i5) = (1,0); pi = 1|Crnaz admet un ordonnancement de longueur au plus 2.

4.5 Conclusion

Concernant le probléme des requétes multiples, parmi les trois algorithmes déterministes que
nous avons considérés, 1’algorithme D2-ARRONDI est clairement le meilleur en terme de rapport
d’approximation puisque N(1 — (1 —1/N)™) < min{N, M}. Concernant la non-approximabilité de
ce probléme, il serait intéressant d’obtenir une borne inférieure en fonction des parameétres N et M
afin de la comparer au rapport d’approximation que nous avons obtenu.

Nous avons montré que le probléme de groupage de trafic, dans une étoile passive, était NP-
complet, & la fois pour les versions de minimisation et de maximisation considérées. Dans le cas
particulier ol chaque fibre optique ne peut transporter que 2 longueurs d’onde, nous avons obtenu un
algorithme exact polynomial. Nous avons montré que les versions minimisation et maximisation de ce
probléme n’étaient pas équivalentes du point de vue de I’approximation, un algorithme avec garantie
de performance pour une version ne permettant pas de déduire un algorithme avec garantie de
performance pour ’autre version. En transformant le probléme dans sa version minimisation, en un
probléme de multi-couverture de multi-ensembles contraint [142], nous avons obtenu un algorithme
Hsc-approché. Pour la version maximisation, & ’aide d’une transformation en un probléme de
couplage avec demandes dans un graphe biparti [161], nous avons obtenu un algorithme (2 + %)—
approché.

Puisque les solutions retournées par ces algorithmes sont & la fois des solutions du probléme de
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maximisation et du probléme de minimisation, il serait intéressant de comparer expérimentalement
les résultats obtenus avec ces deux algorithmes.
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Les travaux exposés dans ce chapitre ont fait I’objet des publications |7, 12].

Dans ce chapitre nous considérons un probléme d’ordonnancement bicritére sur une machine dans
la section 5.1, ainsi que le probléme de la coupe maximale bicritére dans la section 5.2. L’approche
utilisée ici est celle du point idéal évoquée dans la section 1.2.1.

5.1 Le probléme d’ordonnancement 1| ) C;,> w;C;

Il existe plusieurs résultats concernant les problémes d’ordonnancement biobjectif avec un cri-
tére de type min-max et l'autre de type min-somme. Ainsi Stein et Wein [164] ont considéré le
makespan et la somme pondérée des temps de complétude. Ils ont prouvé qu'il existait toujours un
ordonnancement (2,2)-simultané approché. A la suite de ce résultat, Aslam et al. [32] ont amélioré
ces bornes, et Rasala et al. [143] ont généralisé ce résultat & d’autres paires de fonctions objectif, la
premiére fonction objectif étant soit le “mazimum flow time”, le makespan, ou le retard maximum,
et la seconde fonction objectif étant soit le “average flow time”, la somme des temps de complétude,
ou le nombre de tiches se terminant a temps.

Nous nous sommes intéressés a deux critéres de type min-somme : la somme des temps de
complétude de chacune des taches et la somme pondérée des temps de complétude. Rappelons
qu’il est possible d’obtenir trés simplement, en temps polynomial, un ordonnancement optimal pour
chacun de ces 2 critéres (voir la section 2.2.3). Cependant un ordonnancement optimal pour un
critére ne l'est généralement pas pour 'autre. Par conséquent, nous avons cherché & obtenir un
ordonnancement qui soit (a, 3)-simultané approché.

5.1.1 L’algorithme 7-ALG

Soit 4 une permutation de ’ensemble des indices des taches J telle que :

P51y < Ps2) < Ps3) < vt < Pony)- (5.1)
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Soit 7 une permutation de ’ensemble des indices des taches J telle que :

Un) o W@ o WrE) o 5 i)

Pr1)  Pr2  Px  Px(n)

. (5.2)

Comme nous 'avons vu dans la section 2.2.3, un ordonnancement optimal pour le critére de la
somme des temps de complétude, est obtenu en ordonnancant les taches selon I'ordre SPT donné
par la permutation §. De méme, un ordonnancement optimal pour le critére de la somme pondérée
des temps de complétude, est obtenu en ordonnancant les tiches selon 1’ordre de Smith, donné par la
permutation 7. Notre approche consiste & fusionner ces 2 ordonnancements optimaux pour chacun
des 2 critéres, en un seul ordonnancement qui soit simultanément proche des 2 ordonnancements
optimaux.

L’algorithme y-ALG est décrit ci-dessous :

L’ALGORITHME 7y-ALG
Entrée : Un paramétre v > 0, un ensemble de taches J.
Sortie : Un ordonnancement o.

FEtape 1 Ordonnancer les taches de J selon lordre 7.

Etape 2 Multiplier toutes les dates d’achévement des taches par le facteur (1 + v)
et déplacer toutes les taches vers la droite, sans changer leur durée d’exécution, de
maniére & ce que chaque tache se termine & cette nouvelle date.

Etape 3 Prendre les taches selon ordre 6, et les placer le plus tot possible en utilisant
les temps d’inactivités. Si un temps d’inactivité n’est pas suffisant pour placer une
tache, la tache qui la suit est déplacée a gauche, et ainsi de suite, jusqu’a ce qu’il y
ait suffisamment de place pour accueillir la tdche en question.

T L ] I
—E B B0 o
T B I
(T o [ I

F1G. 5.1 — Une illustration de 'algorithme v-ALG. Les durées d’exécution des taches sont : p; =1,
p2=p3=17¢et py=ps =2.

Exemple 7 Dans un premier temps toutes les tdches sont placées sur la machine, selon l’ordre .
Pour une illustration, voir la figure 5.1 a), ot les 5 taches sont placées selon l'ordre m = (4,5,3,1,2).
Ensuite, v > 0 étant fizé, on multiplie chacun des temps de complétude des taches par (1 + )
et on crée des temps d’inactivité, comme illustré sur la figure 5.1 b), avec v = 1. Ensuite on
considére chacune des tdches selon l'ordre 8, et on essaie de les placer le plus tét possible dans
Uordonnancement. Supposons qu’on ait 6 = (1,2,3,4,5). La tdche 1 va venir s’insérer en téte de
Uordonnancement, car le temps d’inactivité est suffisant. On passe ensuite a la tdche 2. Celle-ci ne
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Entrée : G(V,FE) et Al
Etape 1 : Déterminer (S1,S1) avec Al t.q. W(S1,51) > o.OPTW
Etape 2 : Déterminer (S, S3) avec Al t.q. L(S2,S3) > a.OPTL
Etape 3 : Construire (S3,53) t.q. S3 = (S1 N S2) U (S1 N Sy)
Etape 4: Si L(S1,51) > 0.5 L(Ss, S2)
Alors  Retourner (S, S1)
Sinon  Si W(Sa,S2) > 0.5W (S, S1)
Alors Retourner (So, So)
Sinon Retourner (S3,S3)

TaB. 5.1 — L’algorithme Bi-Approx.

peut pas venir derriére la tdche 1, car le temps d’inactivité n’est plus suffisant. On déplace alors la
tache 4 vers la gauche, ce qui a pour effet de créer un temps d’inactivité derriére la tdche 4. Ce
temps d’inactivité est maintenant suffisant pour accueillir la tdche 2. On obtient l'ordonnancement
représenté a la figure 5.1 ¢). On passe ensuite & la tache 3. Elle ne peut pas venir s’insérer derriére
la tdache 2, car le temps d’inactivité n’est pas suffisant. On déplace alors la tdche 5 vers la gauche.
Finalement la tdche 3 est insérée juste derriére la tdche 5. On obtient l’ordonnancement représenté
a la figure 5.1 d).

Nous avons prouvé les résultats suivants :
Théoréme 16 [7] Pour tout vy > 0, l’algorithme v-ALG est (1 + %, 1 + )-simultané-approché.

Théoréme 17 [7] Pour tout v > 1, il existe une instance pour laquelle il n’existe aucun ordonnan-

cement (z,y)-simultané-approché avec 1 < x <1+ % etl<y<l+ %

5.2 La coupe maximale bicritére

Ce probléme a été défini dans la section 2.1.3, page 26. Par la suite, un algorithme est dit (o, 3)-
simultané-approché s’il retourne une coupe qui est simultanément a-approchée sur le premier critére
(le poids total) et B-approchée sur le second critére (la longueur totale).

5.2.1 Un algorithme déterministe

Nous avons montré qu’étant donné un algorithme a-approché Al pour le probléme MAX-CUT
monocritére, on peut construire un algorithme (a/2,@/2)-simultané-approché pour le probléme
MAX-CUT bicritére. L’algorithme appelé Bi-approx est donné dans le tableau 5.1. On note OPTW
et OPTL les coiits des solutions optimales sur chacun des critéres.

Théoréme 18 [12] Bi-Approx est un algorithme déterministe (a/2, o /2)-simultané-approché pour
le probleme MAX-CUT bicritére si Al est un algorithme déterministe a-approché pour le probléme
MAX-CUT monocritére.

Exemple 8 On considére l’instance de la figure 5.2 oo OPTW = OPTL = 18. On ezécute l'al-
gorithme Bi-Approx ou Al est l’algorithme 1/2-approché de Sahni et Gonzalez. Aprés les étapes
1 et 2 de Bi-Approx, on suppose que (S1,51) = ({a,e},{b,c,d}) et (S2,52) = ({a,c,e},{b,d}).
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FiG. 5.2 — Illustration de ’exemple 8.

On a almiW(Sl,S_l) = 18, L(S1, S1) :8_,W(SQ,S_2) =8 et L(S,S2) = 18. ComrrEL(Sl,S_l) <
0.5 L(S2, 82) et W(S2,S52) < 0.5W(S1,51) Ualgorithme retourne la solution (Ss,Ss) t.q. S3 =
{a,e,b,d} et S3 = {c}. On a W(S3,S53) = 14 et W(S3, S3) = 14.

Il est possible de voir, & I'aide d’une instance, que ’analyse de ’algorithme Bi- A pprox ne peut
pas étre améliorée, autrement dit que le rapport est asymptotiquement atteint.

En remplagant ’algorithme Al dans Bi-Approx par la dérandomisation de 'algorithme de
Goemans et Williamson [88, 89] qui est 0.87856-approché, on obtient le résultat suivant :

Corollaire 4 [12] Il existe un algorithme déterministe (0.43928,0.43928)-simultané-approché pour
le probléeme MAX-CUT bicritére.

En supposant que l’algorithme Al dans la procédure Bi- A pprox est un algorithme qui retourne
une solution optimale, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 5 [12] Pour toute instance du probléme MAX-CUT bicritére, il existe toujours une coupe
réalisable qui approche le point idéal selon un rapport 1/2 pour chaque critére.

Se pose alors la question de savoir si le résultat précédent pourrait étre amélioré. Le théoréme
suivant y répond par la négative.

Théoréme 19 [12] Aucun algorithme («, B)-simultané-approché pour lequel a« > B > 1/2 (ou
B > a > 1/2) n'existe pour le probléme MAX-CUT bicritére.

5.2.2 Un algorithme probabiliste

Dans le cadre probabiliste, le probléme MAX-CUT bicritére consiste & déterminer une coupe
réalisable (A, A) telle que

E[W (A, A)] > aOPTW et E[L(A, A)] > BOPTL

oul<a<let0< B <1, avec OPTW et OPTL les colits des solutions optimales sur chacun des
critéres.

Proposition 3 [12] Aucun algorithme probabiliste (o, 8)-simultané-approché pour le probléme MAX-
CUT bicritére ou o = 3 et a > 2/3 n’existe.



5.2. LA COUPE MAXIMALE BICRITERE 69

Entrée: G et Al
Etape 1 : Déterminer (S1,S;) avec Al t.q. W(S1,S1) > o« OPTW
Etape 2 : Déterminer (S, S2) avec Al t.q. L(S2,S3) > o OPTL
Etape 3 : Construire (S3,S3) t.q. S3:= (S NS2) U (S NSy)
Etape 4 : Soit vy := (3 —/5)/2
Etape 5: Si W (Sa,S2) > YW (S1, S1)
Alors  Si L(S1,51) > yL(S2, S2)
Alors Retourner (S7,S1) avec une probabilité 0.5
et (S2,S2) avec une probabilité 0.5
Sinon Retourner (S1,S51) avec une probabilité y
et (Sa,S2) avec une probabilité 1 — 7
Sinon  Si L(S1,S1) > vL(S2, S2)
Alors Retourner (S1,S1) avec une probabilité 1 — vy
et (Sa,S2) avec une probabilité y
Sinon Retourner (S3,53)

TaB. 5.2 — I’algorithme Ran Bi-Approx.

Il est intéressant de remarquer que la proposition 3 a une conséquence sur ’approximabilité
du probléme MAX-CUT bicritére, du point de vue déterministe. En effet, il ne peut pas exister
un algorithme déterministe («, 3)-simultané-approché tel que o + 8 > 4/3. Pour le voir, suppo-
sons que nous possédons un tel algorithme. En raison de la symétrie du probléme, un algorithme
(a, B)-simultané-approché est aussi un algorithme (£, @)-simultané-approché. On peut alors déter-
miner deux solutions (S1,S51) et (So, S2) telles que W (S1,S51) > aOPTW, L(S1,S1) > BOPTL,
W(Sa,82) > BOPTW et L(Ss,S2) > aOPTL. Considérons maintenant 1’algorithme probabiliste
qui consiste & retourner (S1,S1) avec une probabilité 1/2 et (S2,S2) avec une probabilité 1/2. On

aurait en sortie une coupe (#, O‘;’—’3)—simultauné—approchée pour laquelle # > 2/3.

L’algorithme (appelé Ransam dans [106]) qui consiste & construire une coupe (S, S) en placant
de maniére équiprobable un sommet v € V soit dans S, soit dans S a une espérance 1/2-approchée
pour le probléme MAX-CUT monocritére. On peut remarquer qu’il atteint les mémes performances
pour toute version multicritére de MAX-CUT. Nous avons cherché & savoir s’il existait un meilleur
algorithme pour la version bicritére de MAX-CUT. Nous avons proposé 1’algorithme suivant, noté
Ran Bi-Approx. Celui-ci utilise un algorithme déterministe monocritére a-approché appelé Al
(voir le tableau 5.2).

Théoréme 20 /12 Ran Bi-Approx est un algorithme probabiliste (‘/%*la, ‘/%*la)—simultané—

approché pour le probléme MAX-CUT bicritére, si Al est un algorithme déterministe a-approché.

En remplacant Al dans Ran Bi-Approx par 'algorithme de Goemans et Williamson [88, 89]
on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 6 [12] Il existe un algorithme probabiliste (0.54297,0.54297)-simultané-approché pour
le probléeme MAX-CUT bicritére.
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5.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré un probléme d’ordonnancement bicritére avec deux fonc-
tions objectif de type min-somme, & savoir la somme des temps de complétude et la somme pondérée
des temps de complétude.

Nous avons obtenu un algorithme polynomial, qui pour tout v > 0, retourne un ordonnancement
(1+ %, 1+ y)-simultané approché. De plus, nous avons montré que pour tout -y > 1, il n’existait pas

d’algorithme (polynomial ou non) (z,y)-approché avec 1 <z <1+ tetl<y<1+ % On peut
remarquer que lorsque <y tend vers l'infini, ces deux bornes divergent. En effet, I’algorithme v-ALG
devient (1, 00)-simultané approché, tandis qu’il n’existe pas d’algorithme (1, 2)-simultané approché.
Il serait intéressant de combler ce “gap”. Nous conjecturons qu’il n’existe pas de constante 5 > 1
telle qu’il existe un algorithme (1+ %, B)-simultané approché pour n’importe quelle valeur de v > 0
donnée. Beaucoup de questions demeurent ouvertes. Par exemple est-il possible de généraliser ce
résultat dans le cas de plusieurs machines, oli en présence de dates d’apparition ou contraintes de
précédence entres taches ?

Nous avons également considéré le probléme MAX-CUT bicritére. Un algorithme déterministe
(0.439,0.439)-simultané-approché, et un algorithme probabiliste (0.542,0.542)-simultané-approché
ont été présentés.

Une amélioration de ces résultats — négatifs comme positifs — serait bien siir intéressante afin
de diminuer I’écart qui les sépare. Cependant, entre le rapport d’approximation que l’on obtient &
l’aide d’un algorithme polynomial (0.439) et celui que I’on ne peut strictement pas dépasser (0.5
en raison de la non existence d’une telle solution pour certaines instances) se situe probablement
un rapport d’inapproximabilité v tel que tout algorithme vy 4 € est nécessairement exponentiel sauf
si P=NP. La recherche d’'un tel rapport serait un apport significatif dans la compréhension du
probléme.

La question se pose de savoir si ces résultats peuvent étre étendus, pour plus de deux critéres,
pour le probléme MAX-CUT. Malheureusement, il est possible de construire une instance qui montre
qu’il n’est pas possible de construire un algorithme déterministe qui approche le point idéal avec
une garantie de performance lorsque trois critéres sont pris en compte. Cependant, 1’algorithme
probabiliste qui consiste a construire une coupe en mettant chaque sommet v € V de maniére
équiprobable soit dans S, soit dans S, demeure 1/2-simultané-approché pour tout k.
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Les travaux exposés dans ce chapitre ont fait I’objet des publications [9, 10, 13, 15].

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats que nous avons obtenus concernant les courbes
de Pareto approchés avec garantie de performance, pour un probléme d’ordonnancement bicritére
ainsi que le probléme du voyageur de commerce multicritére.

Cependant, contrairement au chapitre 7, le rapport d’approximation pour les algorithmes que
nous avons obtenus, ne peut pas étre rendu arbitrairement petit.

La section 6.2 est consacrée au probléme d’ordonnancement bicritére 1| Y w; Cj, > ¢; C;. Nous
donnons dans la sous-section 6.2.1 un algorithme capable de générer les solutions supportées de la
courbe de Pareto. La sous-section 6.2.2 est consacrée a l’approche budget qui sert dans la sous-
section 6.2.3 & obtenir un algorithme polynomial approchant la courbe de Pareto. La section 6.3 est
consacrée au probléme du voyageur de commerce multicritére avec des distances 1 et 2 sur les arétes.
Dans la sous-section 6.3.1 nous traitons du cas bicritére a ’aide d’un algorithme de recherche locale,
tandis qu’a la sous-section 6.3.2 nous traitons du cas général multicritére a I’aide d’un algorithme de
type plus proche voisin. Dans la sous-section 6.3.3 nous donnons des résultats de non approximabilité
pour le probléme TSP(1,2) k-critére.

6.2 Le probléme 1”211}3 Cj,ZCJ‘ Cj
Ce probléeme NP-difficile a été défini dans la section 2.2.3.

71
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6.2.1 Détermination des solutions supportées

Nous avons montré que le probléme était indocile, en exhibant une instance pour laquelle la
courbe de Pareto posséde un nombre exponentiel de solutions.

Théoréme 21 [13] Le probléme 1|| Y w; Cj, ) c; C; est indocile.

Malgré ce résultat négatif, il peut étre intéressant de déterminer la courbe de Pareto exacte de
ce probléme. En effet, si les données du probléme (durées des taches) sont polynomiales par rapport
a la taille de l'instance (nombre de téches), alors le nombre de solutions de la courbe de Pareto
exacte est polynomial.

Nous avons montré qu’il était possible de déterminer les solutions supportées de la courbe de
Pareto, en s’inspirant d’une méthode précédemment utilisée par Bagchi [36] pour plusieurs problémes
bicritéres d’ordonnancement (voir aussi [102]).

On introduit la fonction agrégée f suivante : A\( S w; C;) + (1 —A) (X ¢ C)) = X (Ow; + (1 —
A)¢j)Cj, 0t 0 < X < 1. Lorsque X est connu, on est face au probléme monocritére 1|| Y (Aw; + (1 —
A)c;)Cj. Celui-ci peut étre résolu en temps polynomial & 'aide de la régle de Smith. On obtient
ainsi une solution Pareto optimale supportée.

On peut alors déterminer ’ensemble des solutions supportées en résolvant le probléme mono-
critére 1[| > (Aw; + (1 — X)¢;)C; pour toutes les valeurs possibles de A. Afin d’avoir un algorithme
efficace, il est nécessaire de déterminer un sous-ensemble L de valeurs de A dont la taille est bornée
polynomialement, et qui soit suffisant pour générer la totalité des solutions supportées.

En fait, en exploitant une idée déja utilisée par Ravi et Goemans [144| pour un probléme bicritére
d’arbre couvrant de poids minimum, il est possible de montrer qu'’il y a au plus n(n — 1)/2 valeurs
importantes de A & considérer. Pour deux taches j et j' on définit r(j,\) et 7(j',\) comme suit
pour A € [0,1] : 7(5,A) = (Aw; + (1 — N)¢j)/pj, et (5", A) = (Awjr + (1 — X)ejr)/pjr. On peut
remarquer que pour j et j' fixés, r(j,\) et r(j5',A) sont deux droites qui soit s’intersectent pour
une certaine valeur notée A;;, soit ne s’intersectent pas. Dans le premier cas, 'ordre entre j et
4 dans un ordonnancement optimal pour 1|| > (Aw; + (1 — A)¢;)C; dépend de la position de A
par rapport & A; . Dans le second cas, l'ordre entre j et j' ne dépend pas de . Ces remarques
découlent directement de la régle de Smith. Ce sont ces valeurs \; j7, pour toute paire de taches j, 5/,
qui constituent 'ensemble L.

A partir de ces considérations, nous avons obtenu un algorithme, noté AG (voir le tableau 6.1),
qui construit ’ensemble des solutions supportées pour le probléme bicritére

[ 22 w; Cjy 326 Cj.

Exemple 9 On considére une instance du probleme 1|| > w; Cj, > ¢; Cj & quatre tdches dont les
temps d’exécution, poids et coits sont donnés dans le tableau 6.2. Le tableau 6.3 donne les différentes
valeurs des \jjr. Les valeurs atteintes par toutes les permutations possibles des taches sont données
dans la figure 6.1. L’algorithme AG retourne l’ensemble des solutions supportées.

6.2.2 Le probléeme 1|) ¢;C; < B| > w; C;

Rappelons qu’avec ’approche budget, étant donnée une borne B sur le cotit, on cherche 3
déterminer un ordonnancement de poids minimum dont le colit est inférieur & B. Ce probléme
NP-difficile est noté 1| ¢; C; < B| Y w; C;. Rappelons également (voir la section 1.2.2) qu’étant
donné un budget B pour le cott, une solution (a, 3)-budget-approchée est une solution de cotit au
plus aB et de poids au plus W, ou W est le poids minimum des solutions dont le cofit est au plus
B.



6.2. LE PROBLEME 1|3 W;C;,3.C;C;

Entrée :
Etape 1:
Etape 2:

Etape 3:

Etape 4 :

Etape 5:

Etape 6 :
Etape 7 :

n taches

L:=0;P:=0

Pour tout couple de taches j, 7/, Faire
Déterminer A; j: s’il existe et le mettre dans L.

Pour toute valeur de A € L, Faire
e Déterminer un ordonnancement m en placant les taches
par ordre décroissant des rapports (Aw; + (1 — X)¢;)/p;-
e En cas d’égalité, placer les taches par ordre décroissant
des rapports w;/p;.
e Mettre 7 dans P.

Fin Pour

Soit Apin la plus petite valeur de A € L.

Déterminer un ordonnancement 71 en placant les taches

par ordre décroissant des rapports (Aminw; + (1 — Amin)c;)/p; 3

en cas d’égalité, placer les taches par ordre décroissant

des rapports ¢;/p;.

Mettre 71 dans P.

Retourner P.

73

TaB. 6.1 — L’algorithme AG pour la détermination des solutions supportées pour le probléme

| > w; Cyy >0¢ Cj.

i |1 2 3 4
pi |1 2 3 4
|1 4 9 16
wj|4 3 2 1

TAB. 6.2 — Caractéristiques des taches.

-/
. T 2 3
J
2 27
3 3/8 6/11
4 4/9 8/13  12/17

TAB. 6.3 — Valeurs de A ;.
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cotit

271 o,
215 @4

199 ® 8 °
193 ® L]

181 ®
173175

. poids

35405055 70 80 85

Fi1G. 6.1 — Valeurs atteintes par tous les ordonnancements possibles de l'instance donnée dans
I’exemple 9. Les solutions supportées sont entourées.

Entrées : n taches, A

Etape 1 : Ordonner les taches selon l'ordre décroissant des
rapports (Aw; + (1 — X)¢;j)/p; ; les placer selon Iordre
décroissant des rapports w;/p; en cas d’égalité.

TAB. 6.4 — L’algorithme ALP retourne une solution qui, parmi celles qui minimisent ) (Aw; + (1 —
A)¢;)Cj, a un poids minimum.

Cas particulier : 1| C; < B|Y w; C;

Dans ce cas particulier, qui demeure NP-difficile [102], le cotit ¢; de chaque tache j est égal a 1.

On a vu dans la section précédente qu’il est possible de déterminer 1’ensemble des solutions
supportées en temps polynomial. En s’appuyant sur ce résultat, on peut construire un algorithme
approché appelé BUDGET pour le probléeme 1| ) C; < B| ) w; Cj. Celui-ci utilise deux autres
algorithmes appelés ALP et ALC (voir les tableaux 6.4 et 6.5). L’algorithme ALP prend en
entrée la quantité A et retourne une permutation de poids minimum parmi celles qui minimisent
Z;-L:l()\wj + (1 — X)¢;)C; tandis que ALC, qui prend aussi en entrée A, retourne une permutation
de colit minimum parmi celles qui minimisent »>7_; (Aw; + (1 — A)¢;)Cj.

L’algorithme BUDGET est donné dans le tableau 6.6. Sauf cas particuliers, il existe gé-
néralement A\* et deux solutions supportées m< et m>, toutes deux optimales pour le probleme
L[ > (N wj 4+ (1 = X*)¢j)Cy, telles que c(n<) < B et c(n>) > B.

La permutation w< respecte la borne sur le colit mais son poids peut étre éloigné de W, tandis
que la permutation 7> a un poids inférieur & W mais son colit peut étre trés supérieur & B. On
cherche donc & retourner une solution s qui, comme m< et 7>, est optimale pour le probléeme
L] > (A w; + (1 — X*)¢;)C;, mais dont le cott se situe entre c(m<) et c¢(n>). Pour ce faire, il est
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Entrées : n taches, A

Etape 1 : Ordonner les taches selon I’ordre décroissant des
rapports (Aw; + (1 — X)¢;)/p; ; les placer selon Iordre
décroissant des rapports ¢;j/p; en cas d’égalité.

75

TAB. 6.5 — L’algorithme ALC retourne une solution qui, parmi celles qui minimisent ) (Aw; + (1 —
A)¢;)Cj, a un colt minimum.

Entrées :
Etape 1:
Etape 2 :

Etape 3:
Etape 4 :
Etape 5:

n taches, un budget B
L:=90
Déterminer pour toute paire de taches j, 7' la valeur \;; (si elle existe)
et la mettre dans L.
Soient Apin €t Amaez 12 plus petite et la plus grande valeur de A € L.
Soient 71 = ALC(Apnin) et mo = ALP (Anin)-
Si B < ¢(m)
Alors  Le probléme n’a pas de solution.
Sinon  Si B > c(mg)
Alors Retourner ms.

Sinon  Soit A\* € L tel que ¢(ALC()\*)) < B et ¢(ALP()\*)) > B.

Soient 7« = ALC(X*) et 7> = ALP(X*).
Effectuer un tri a bulles pour passer de m< a 7.
Arréter lorsque la permutation courante a un cofit
supérieur ou égal & B et la retourner.

TAB. 6.6 — L’algorithme BUDGET ou ALC()) (respectivement ALP()\)) représente la solution
retournée par ALC (respectivement ALP) pour A.
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™
85 o~
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o]
[o]
o T
65 - o=
| | | | |
675 680 685 690 695

F1Gg. 6.2 — Valeurs (poids,cotit) de toutes les permutations possibles de 'instance donnée dans
I’exemple 10.

i [1 2 3 4 5
pj |3 4 5 6 7
wj |5 7 9 11 13
G |11 1 1 1

TAB. 6.7 — Caractéristiques des taches pour l'instance de ’exemple 10.

possible d’utiliser un tri & bulles [118] entre les permutations 7< et 7>. Rappelons que le tri & bulles
consiste & promener une fenétre de taille deux le long d’une liste non triée et & chaque fois que les
deux éléments de la fenétre ne sont pas ordonnés & les permuter. Le tri & bulles permet de passer
de m< & 7> par une suite d’échanges de taches adjacentes. On promeéne la fenétre sur < et lorsque
les deux téaches de la fenétre sont dans un ordre différent de celui de 7>, on intervertit les taches.
Dans l'algorithme BUDGET, la premiére permutation intermédiaire dont le cotit dépasse la borne
B est retournée.

Théoréme 22 [13] L’algorithme BUDGET génére une solution (2,1)-budget-approchée pour le
probleme 1| ) C; < B| > w; Cj.

Exemple 10 Soit une instance du probléme 1| ) C; < B| Y w; C; a cing tdaches dont les caractéris-
tiques sont données dans le tableau 6.7. On suppose que B = 70. On déroule l’algorithme BUDGET
sur l'instance et on trouve Apmin = Amag = 1/2. Ainsimy = 12345 et ;g =54321. On a c(m) = 65
et ¢(mp) = 85. Comme B =70, on a \* = Apin, 7< = 71 et m> = my. Le tri a bulles permet de
trouver la solution Ty = 23415 de codt 71 et de poids 689 (voir la figure 6.2).

L’approximation n’est pas constante lorsque le coiit ¢; d’une tache est différent de 1.
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Entrées : n taches, € > 0, Al
Etape 1 : Déterminer m; une solution de poids minimum
parmi les solutions qui minimisent le coft.
Etape 2 : Déterminer 7o une solution de coit minimum
parmi les solutions qui minimisent le poids.
Etape 3: P :={m,m}
Etape 4 :  Soient By, := ¢(m1) et Brag := ¢(m2).
Etape 5 : Soit M t.q. (14 &)™ Bin < Baz < (1 + )M Bin.
Etape 6 : Pour i =14 M, faire
P:=PU{Al((1+ g)iBmin)}
Fin Pour
Etape 7 : Retourner P.

TAB. 6.8 — Algorithme CP ou Al est un algorithme («, 3)-budget-approché pour le probléme
11>3¢; C; < B| > w; C; et AL(B) est la solution retournée par Al

Cas général

Pour le cas général, nous nous sommes appuyés sur une technique utilisée par Hall et al. [96]
pour obtenir un algorithme 2-approché pour le probléme 1|prec| ) w;C; qui consiste & ordonner des
taches sujettes & des contraintes de précédence sur une seule machine afin de minimiser la somme
pondérée des dates de terminaison. Il est possible de définir un programme linéaire dont la solution
optimale permet de construire une solution (2, 2)-budget-approchée.

Théoréme 23 [13] Il existe un algorithme (2,2)-budget-approché pour le probleme 1|3 ¢;C; <
B| > w;C;.

6.2.3 Approche courbe de Pareto

Rappelons qu’une courbe de Pareto («, 8)-approchée pour le probléeme 1||) w; Cj, > c; Cj est
un ensemble P, g tel que pour toute permutation Pareto optimale 7* il existe une permutation
T € P, g vérifiant :

e(m) < ac(r),
< pw(r’).

I1 est possible de mettre & profit ’approche budget pour construire une courbe de Pareto appro-
chée. Nous avons proposé l'algorithme CP, donné dans le tableau 6.8, et qui utilise un découpage
géométrique de l'intervalle des cofits.

Théoréme 24 [13] L’algorithme CP construit une courbe de Pareto (a(l + €), 3)-approchée pour
le probléeme 1| w; C;,Y " ¢; Cj, si Al est un algorithme (o, B)-budget-approché pour le probléme
1122¢ Cj < Bl XS w; Cj.

En remplacant Al dans CP par I’algorithme (2, 2)-budget-approché pour le probléme 1| ¢; C; <
B| > w; C}, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 7 [13] Il existe un algorithme qui construit en temps polynomial une courbe de Pareto
(2 + €, 2)-approchée pour le probléeme 1|| - w; Cj, > ¢; C.
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Entrée : n taches
Etape1: L:=0; P :=
Etape 2 : Déterminer ’ensemble des solutions supportées et
les mettre dans L.
Etape 3 : Trier L par ordre croissant des poids totaux.
Etape 4 : Pour tout couple 7, w2 de solutions consécutives dans L, faire
Effectuer un tri & bulles pour passer de 7 & mo et
placer toutes les permutations rencontrées dans P'.
Fin Pour
Etape 5 : Retourner P’

TAB. 6.9 — Algorithme permettant de déterminer une courbe de Pareto (2,1)-approchée pour le
probléme 1| Y>> w; C;, > Cj.

De méme, en remplacant Al dans CP par I’algorithme BUDGET qui est (2, 1)-budget-approché
pour le probléme 1| ) C; < B| ) w; Cj, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 8 [13] Il existe un algorithme qui construit en temps polynomial une courbe de Pareto
(2 + €, 1)-approchée pour le probléme 1|| Y w; Cj, - Cj.

Ce dernier résultat peut étre amélioré en qualité et en complexité.

Théoréme 25 [13] Il existe un algorithme qui construit en temps polynomial une courbe de Pareto
(2,1)-approchée pour le probléme 1|| Y- w; Cj, > C;.

6.3 Le voyageur de commerce multicritére avec distances 1 et 2

Le probléme du voyageur de commerce multicritére a été défini dans la section 2.1.1. On cherche
a produire en temps polynomial un ensemble Pz de solutions &-approché tel que pour tout tour t*
(a fortiori les tours Pareto optimaux), il existe dans P- un tour ¢ vérifiant :

Dy (¢) (14 1) Dy (),
Dy (t) (1 + £2) Do (t").

IA A

6.3.1 Le probléme TSP(1,2) bicritére

Nous avons proposé un algorithme basé sur la recherche locale pour le probléme TSP(1,2) bicri-
tére, et qui retourne une courbe de Pareto approchée.

Rappelons que pour un probléme de minimisation monocritére, la recherche locale remplace &
chaque itération la solution courante par une meilleure solution dans son voisinage (voir la sec-
tion 1.1.1). Pour le probléme du voyageur de commerce, le voisinage 2-opt est trés utilisé [116].
Etant donné un tour ¢, son voisinage Na_opt(t) consiste en 'ensemble des tours qui peuvent étre
obtenus a partir de ¢ en enlevant deux arétes non adjacentes de t (& savoir e = [v1,v9] et € = [v3,v4]
dans la figure 6.3) et en insérant deux nouvelles arétes (a savoir €’ = [vg,v4] et € = [v1,v3] dans
la figure 6.3) afin d’obtenir un nouveau tour ¢'.
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v ()
V4 V3

Tour ¢

Tour ¢ € Na_gpe(t)

FiG. 6.3 — Le mouvement 2-opt consiste & enlever deux arétes non adjacentes pour en insérer deux
nouvelles. On obtient ainsi un nouveau tour #', voisin de t.

Gy Go G3
EERIcER 2 |[(1,2) | (21 (e )
Wy a2 ) 2) L 2,1 )122)
(1) (@ ] (1,2) 2,2)

L 22 22 ) | e )

Fi1G. 6.4 — Selon la relation de préférence prefl, un couple d’arétes dont les vecteurs de distances
appartiennent & G; est préféré a tout couple d’arétes dont les vecteurs de distances appartiennent
a G si et seulement si ¢ < j.

Dans le cadre monocritére, une solution est préférée a une autre si sa longueur est plus petite.
Dans le cadre multicritére, la notion de préférence entre deux solutions voisines est & définir. La
notion de préférence n’étant utile que pour comparer deux solutions voisines, celle-ci peut étre
définie en lien avec la définition méme du voisinage. Pour le voisinage 2-opt, deux tours voisins ne
difféerent que de deux couples d’arétes (t — {e, €'} = t' — {€”, €'} dans la figure 6.3) et la préférence
peut s’exprimer sur les vecteurs de distances de ces deux couples d’arétes. Dans la figure 6.4, tous
les vecteurs de distances possibles sont répartis en trois groupes {G1, G2, G3} reflétant la préférence
prefl (une autre relation de préférence appelée pref2 est définie dans la figure 6.5). L’idée est de
favoriser en premier lieu les couples d’arétes dont l'une a un couple de distances (1,1). Ensuite on
favorise les couples restant contenant au moins une aréte ayant un vecteur de distances (1, 2).

Définition 22 (préférence prefl) Pour deus couples d’arétes (e,€') et (e”,e") tels que

(d(e),d(¢')) € G; et (d(e"),d(e")) € G, le couple (e, €') est préféré au couple (e”,e") si et seulement
s11 < 7.

L’algorithme BLS (pour Bicriteria Local Search) que nous avons proposé est décrit dans le
tableau 6.10 ci-dessous. Basé sur la recherche locale, cet algorithme produit deux solutions {t¢1,ts}
telles que la premiére (t1) favorise le premier critére et permet d’approcher les tours t* vérifiant
Dy (t*) < Dy(t*) tandis que la seconde (t) favorise le second critére et permet d’approcher les
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Gy Go G
(a0 (a0 ) (20 (1) ) (.2 1(,2) )
wy ey 1) /(1,2 1,2) /122
(L (@ | (2,1) (2,2)
a2 e | ey ) ey )

Fi1G. 6.5 — Selon la relation de préférence pref2, un couple d’arétes dont les vecteurs de distances
appartiennent & G; est préféré a tout couple d’arétes dont les vecteurs de distances appartiennent
a Gj sig < j.

Entrée: G(V,E)

Etape 1 : Construire ¢; a 'aide de prefl.
Etape 2 : Construire ¢y a 'aide de pref2.
Etape 3 : Retourner {t;,%}.

TAB. 6.10 — L’algorithme de recherche locale BLS.

tours ¢* vérifiant Dy (t*) < Ds (¢*). L’algorithme pour construire ¢; est donné dans le tableau 6.11.
L’algorithme pour construire to est identique, & la différence que la relation pref2 est utilisée a la
place de prefl.

On peut montrer le résultat suivant :

Lemme 1 [9, 10] La solution t, (%, 1)-domine toute solution t* Pareto optimale telle que Dy(t¥) <

Dy (t*). La solution to (3,%)-domine toute solution t* Pareto optimale telle que D1 (%) > Dy(t*).
On obtient donc le théoréme suivant :

Théoréme 26 [9, 10] Les solutions t1 et ty constituent un ensemble de Pareto (1/2,1/2)-approché
pour le probléme TSP(1,2) bicritére.

L’analyse de ’algorithme BLS en terme de garantie de performance ne peut pas étre améliorée
car on peut exhiber une instance pour laquelle le rapport est atteint.

Entrée : G(V,E) et prefl
Etape 1 : Soit ¢; un tour réalisable quelconque.
Etape 2 : Tant qu’ il existe ] € No_opt(t1) tel que ¢ — {e, e’} =t — {€", "} et
(e, e") est préféré a (e, e’) selon prefl, faire
tl = tll
Fin Tant que
Etape 3 : Retourner ¢;.

TAB. 6.11 — Algorithme de recherche locale bicritére pour le TsP(1,2) : construction de ;.
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On peut montrer que le nombre d’itérations de ’algorithme de recherche locale bicritére donné
dans le tableau 6.11, est borné par 3n. La taille du voisinage 2-opt étant O(n?), la durée d’exécution
de cet algorithme est donc O(n?).

La section suivante est consacrée a une version plus générale du probléme TSP(1,2) o le nombre
de critéres noté k est supérieur ou égal a 2.

6.3.2 Le probléme TSP(1,2) k-critére

Il est sans doute possible de généraliser 1’algorithme BLS pour le TsP(1,2) a k critéres pour
k > 3, mais ceci semble extrémement fastidieux & cause de la relation de préférence qu’il faudrait
définir entre toute paire de deux couples d’arétes. Lorsque k est grand, avec 22% couples de vecteurs
possibles, un tel ordre est difficilement maniable.

Nous avons proposé un algorithme de type plus proche voisin qui génére en temps O(n?k!) une
courbe de Pareto ’;—H—approchée lorsque k& > 3 et une courbe de Pareto (1/2,1/2)-approchée lorsque
k = 2. Le fait que la complexité en temps de I'algorithme dépende de k! n’est pas surprenant, car
la taille d’'une courbe de Pareto approchée n’est pas nécessairement polynomiale par rapport au
nombre k de critéres [135].

Traditionnellement, ’algorithme du plus proche voisin [147] consiste & débuter par un sommet
quelconque et 3 insérer de maniére gloutonne le sommet le plus proche du dernier sommet inséré.
L’adaptation de cet algorithme dans le cadre multicritére souléve deux problémes :

— Comment traduire la notion de proximité lorsque plusieurs objectifs sont considérés ?

— Combien de solutions doivent étre générées pour obtenir une approximation de la courbe de

Pareto ?
Nous avons adopté une approche similaire a celle suivie pour BLS : Diviser ’espace objectif en
plusieurs portions, et retourner une solution approchant chaque portion & 1’aide d’une relation de
préférence convenablement choisie.

Pour toute instance du TSP(1, 2) k-critére, 'espace des cofits est divisé en k! portions comme suit :
Chaque portion est identifiée par une permutation de {1,2,...,k}. Etant donnée une permutation
L de {1,2,...,k}, un tour t est dans la portion identifiée par L si 5L(1) t) <...< ﬁL(k)(t).
Pour la notion de proximité, on introduit une relation de préférence sur ’ensemble des vecteurs de
distances possibles qui ressemble & ’ordre lexicographique. Cette relation de préférence qui dépend
de L (notée <) est définie en utilisant k£ + 1 ensembles notés Sy, ..., Sky1 et définis comme suit :

Sq = {@ae{1,2f|Vj<k+1-q dyy =1}, pour1<q<k
Sk = {1,2}%

De maniére concréte, S; contient le vecteur {1}*, So contient S; plus le vecteur ayant un 1
sur toutes les coordonnées sauf L(k), S3 contient Sy plus tous les vecteurs ayant un 1 sur toutes
les coordonnées sauf L(k — 1) et L(k), et ainsi de suite jusqu’a Sk,1 contenant tous les vecteurs
possibles.

Définition 23 Pour toute aréte e, on dit que e est Sy-préférée (pour <) si dle) € Se\Sg—1 (ou
So = 0). Pour deuz arétes e et e telles que e est Sy-préférée et € est Sy-préférée, on dit que ci(e)
est préféré (respectivement faiblement préféré) o d(e') et on le note d(e) <r d(e') (respectivement

- -

d(e) <1 d(e')) si et seulement si g < q' (respectivement q < ¢').

Un exemple oil £ = 3 et L est la permutation identité est donné en figure 6.6.
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Si S S3 S4
I

(2,1,1)

(1,2,1) (2,1,2)
(L,L,1) | (1,1,2)
(1,2,2) (2,2,1)

(2,2,2)

Fic. 6.6 - Ona (1,1,1) <z (1,1,2) < (1,2,1) <1 (1,2,2) <z (2,1,1) <1 (2,1,2) <2 (2,2,1) <1,
(2,2,2) pour L étant la permutation identité et k = 3.

L’algorithme que nous avons proposé pour le TSP(1,2) k-critére est donné dans le tableau 6.12.
Appelé kNN (pour k-criteria Nearest Neighbor), il se déroule en k! étapes. Une permutation L de
{1,2,...,k} est déterminée & chaque étape. On construit avec L une relation de préférence <,
et finalement, un tour est généré a l'aide de la régle du plus proche voisin. Dans la définition de
kNN, p(v) o v est un sommet du graphe désigne le sommet qui suit immédiatement v dans la
construction du tour p.

Théoréme 27 [15] L’algorithme kNN retourne un ensemble de Pareto ﬁ—ﬁ—approché pour le pro-

bléme TSP(1,2) k-critére lorsque k > 3 et un ensemble de Pareto (%, %)—approché lorsque k = 2.
En construisant une famille d’instances pour laquelle kNN atteint le pire cas en terme d’ap-
proximation, on peut montrer que I’analyse de 1’algorithme kININ pour le TSP(1,2) k-critére ne peut

étre améliorée, autrement dit que les bornes énoncées dans le théoréme 27 sont atteintes.

6.3.3 Non-approximabilité par rapport au nombre de solutions

Nous avons cherché & obtenir des résultats de non approximabilité pour le probléme TSP(1,2)
k-critére. Traditionnellement, un résultat d’inapproximabilité pour un probléme de minimisation
monocritére est la donnée d’un rapport p tel que pour tout § > 0, aucun algorithme polynomial ne
peut prétendre étre (p—§)-approché, sauf si P=NP. Etant donné un tel résultat de non approxima-
bilité pour un probléme monocritére II, il est clair que I’on obtient directement un résultat négatif
pour toute version multicritére de II. Par exemple, I'inapproximabilité du TSP(1,2) monocritére a
été étudiée dans les articles [77, 78, 134] et la meilleure borne inférieure est 1 + 1/740 — § (pour
tout 6 > 0). Par conséquent, pour tout § > 0, aucun algorithme polynomial ne peut construire une
courbe de Pareto (1/740 — §)-approchée sur chaque critére, sauf si P=NP.

Nous avons cherché & obtenir un autre type de résultat d’inapproximabilité. On peut facilement
faire le constat suivant : plus le nombre de solutions contenues dans une courbe de Pareto approchée
est grand, plus celle-ci a de chances d’étre une bonne approximation de la courbe exacte. Ainsi, le
meilleur rapport d’approximation que peut atteindre une courbe de Pareto approchée peut étre relié
au nombre de solutions qu’elle contient. Plus formellement, & pour une courbe de Pareto approchée
P: est une fonction de |Pz|. Nous avons donc cherché & savoir quel pouvait étre le meilleur rapport
d’approximation & en fonction de |Pz|.

Pour ce faire, la technique que nous avons mise en ceuvre peut se résumer de la maniére suivante.
Si on considére des instances pour lesquelles la totalité (ou une grande part) de la courbe de Pareto
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Entrée : G(V,E)
Etape 1: P-:=0
Etape 2 : Pour toutes les permutations L de {1,2,...,k} Faire
Prendre arbitrairement v € V.
W = {v}
U=
Tant que W # V Faire
Prendre r € V\W t.q. r est le sommet le plus proche de u par <,
W :=WuU{r}
p(u) :=r
u=r
Fin Tant que
p(r):=wv
Pz:= P-U{p}
Fin Pour
Etape 3 : Retourner P.

TAB. 6.12 — L’algorithme kININ ou p(v) désigne le sommet qui suit immédiatement v € V' dans le
tour p.

exacte P est connue et si on suppose qu’on I’approche avec un ensemble de points P’ C P tel que
|P'| = z alors le meilleur rapport d’approximation £ tel que P’ est une courbe de Pareto £-approchée
dépend de z. En effet, il doit nécessairement y avoir une solution dans P’ qui approche au moins
deux (ou plus) solutions de P.

Considérons par exemple 'instance I du probléme TSP(1,2) bicritére donnée en figure 6.7 ou
les arétes non-représentées ont un vecteur distance (2,2). L’instance admet (entre autres) les trois
tours Pareto optimaux suivants : t1 = v} v} v} v} v} v2v3v2 v2v? de poids D(t1) = (10,20), ty =
ve vi vl vl vl v2v2v2v2 v? de poids D(t2) = (20,10), et t3 = vl v v vl vl v2v2v2 v2 v? de poids
D(ts) = (15,15).

On peut montrer que sur cette instance, la meilleure courbe de Pareto (g, €)-approchée, de taille
x, va étre constituée de z solutions parmi celles qui sont Pareto optimales. Si z = 1 alors le meilleur
choix pour I'instance I est de retourner ¢3 qui constitue une courbe de Pareto (1/2,1/2)-approchée.
Pour I'instance I, on peut remarquer qu’aucune courbe de Pareto réduite & une seule solution n’est
(1/2—4,1/2— §)-approchée, pour tout § > 0. Ainsi, en général pour le probléme TSP(1,2) bicritére,
il n’existe pas d’ensemble de Pareto réduit & un seul tour qui soit (1/2 — §,1/2 — §)-approché. A
fortiori, aucun algorithme, polynomial ou exponentiel, ne peut prétendre retourner une telle courbe.

Par la suite, nous avons généralisé cette technique au probléme TSP(1,2) k-critére, en proposant
une famille d’instances pour laquelle on connait un grand nombre de tours Pareto optimaux couvrant
un large spectre des valeurs possibles.

Théoréme 28 [15] Pour tout k > 2, toute courbe de Pareto E-approchée avec au plus z solutions
pour le TSP(1,2) k-critére satisfait :

1
> i—
e > maxzz,...,k{ (2@- _ 1)7«(i’$) — 1}

our(i,z) = min{rlz < G’ ;_;—1}.
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F1G. 6.7 — Pour cette instance et tout § > 0, il n’existe pas de tour qui soit (1/2—4,1/2—4§)-approché
de tous les autres.

A T 2 3 4 5 6 7 8 9
2 0500 0200 0.125 0.090 0.071 0.058 0.050 0.043 0.038
3 0.500 0.250 0.125 0.111 0.111 0.071 0.071 0.071 0.071
4 0.500 0.250 0.166 0.111 0.111 0.076 0.076 0.076 0.076

TAB. 6.13 — Valeurs numériques de € obtenues par le théoréme 28 pour certaines valeurs de k et de
T.

Le tableau 6.13 illustre les valeurs numériques de € obtenues par le théoréme 28 pour certaines
valeurs de k et z.

6.4 Conclusion

Nous avons considéré le probléme d’ordonnancement bicritére 1|| Y w; Cj, Y ¢; C;. Le caracteére
NP-difficile du probléme étant déja connu, nous avons montré a I’aide d’une instance que la courbe
de Pareto exacte pouvait étre de taille exponentielle. Un algorithme polynomial basé sur la technique
d’agrégation des critéres a permis de générer toutes les solutions supportées pour ce probléme. Par
le biais d'une approche budget, nous avons pu construire deux algorithmes d’approximation avec
garantie de performance. Le premier tire partie de la génération des solutions supportées tandis que
le second est basé sur la programmation linéaire. Enfin, des algorithmes permettant de construire
une courbe de Pareto approchée avec garantie de performance sur chacun des critéres ont pu étre
dérivés des algorithmes précédents. La question se pose de savoir s’il est possible d’améliorer ces
résultats d’approximation, et d’obtenir éventuellement un schéma d’approximation polynomial.

Nous avons considéré une généralisation du probléme TSP(1,2) & plusieurs critéres. Par le biais
d’un algorithme de recherche locale, nous avons pu construire une courbe de Pareto (1/2,1/2)-
approchée pour le cas bicritére. Nous avons aussi étudié le cas k-critére, et une extension de 1’al-
gorithme du plus proche wvoisin nous a permis de construire une courbe de Pareto approchée avec
garantie de performance dont le rapport dépend malheureusement de k. La aussi, la question de
savoir si ces rapports d’approximation peuvent étre améliorés demeure ouverte. Le fait que les al-
gorithmes proposés atteignent leur borne sur certaines instances laisse & penser que les techniques
algorithmiques déployées & cet effet doivent étre différentes de celles présentées ici. La technique
d’assemblage de sous-cycles (subtour patching), ayant fait ses preuves pour le cas monocritére, est
encore non adaptée au cas multicritére. Il s’agit peut-étre d’une piste & explorer.
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Nous nous sommes aussi intéressés & des résultats négatifs concernant la non existence d’en-
sembles é-approchés. En mettant en relation le nombre de solutions dans un ensemble et le nombre
de critéres, nous avons montré que ’on pouvait dériver des résultats disant que cet ensemble est au
mieux é-approché de la courbe de Pareto exacte, pour certaines valeurs de £. Cette technique peut
sans doute étre appliquée & d’autres problémes. Ces résultats d’'inapproximabilité se basant sur des
arguments de non existence pourraient dans ’avenir étre complétés par des résultats d’inapproxi-
mabilité basés sur des arguments de complexité.
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Les travaux exposés dans ce chapitre ont fait I’objet des publications [16, 17].

7.1 Introduction

En optimisation monocritére, une technique classique pour obtenir des schémas d’approximation
totalement polynomiaux consiste & définir dans un premier temps un algorithme pseudo-polynomial,
puis & modifier I'instance en procédant a des arrondis [170]. Ce genre d’approche peut-il s’appliquer
& des problémes multicritéres afin d’obtenir des courbes de Pareto approchées?

Nous avons considéré le probléme Rm||Cmaw,Zj cj, et nous avons montré qu’a partir d’un
programme dynamique pseudo-polynomial on pouvait obtenir un schéma d’approximation totale-
ment polynomial pour construire une courbe de Pareto approchée. Ces travaux sont exposés a la
section 7.2.

Plutot que de procéder probléme par probléme, peut-on identifier une classe de problémes d’op-
timisation multicritéres admettant un schéma d’approximation totalement polynomial pour calculer
une courbe de Pareto approchée?

Papadimitriou et Yannakakis ont prouvé qu’il existait toujours une courbe de Pareto e-approchée
de taille polynomiale, pour tout ¢ > 0 [135]. De plus, ils ont donné une condition suffisante pour
I’existence d’un schéma d’approximation totalement polynomial calculant une courbe de Pareto
approchée. Cette condition impose que les fonctions objectifs du probléme d’optimisation multi-

87
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m général m constante
référence | [125] [162] [112] *
qualite | (2+ 1)T,(1+¢)C | 2T,C 1+e)T,1+¢)C | (1+¢)T,C
temps poly(m,n) poly(m,n) n(%)o(m) On(2)™)

TaB. 7.1 — Principaux résultats concernant le probléme Rm||Cpaq, ) ; cj. Notre contribution est
indiquée par *’.

critére soient linéaire. Nous avons montré que cette méthode pouvait étre appliquée au probleme
Pm|| > w;Cj, Cag- Cette approche est développée a la section 7.3.

Nous avons également développé une méthode alternative & celle de Papadimitriou et Yan-
nakakis afin d’obtenir des résultats génériques d’existence de tels schémas d’approximation. Pour
cela nous nous sommes appuyés sur des résultats de Woeginger [173] qui a identifié une classe de
problémes d’optimisation monocritéres admettant des schémas d’approximation totalement poly-
nomiaux. Cette classe contient un ensemble de problémes qui peuvent é&tre résolus & ’aide d'un
programme dynamique simple vérifiant certaines propriétés. Nous avons montré que cette approche
pouvait étre étendue dans le contexte des problémes d’optimisation multiobjectifs. Cette approche
est exposée en deux temps. Dans la section 7.4 (respectivement 7.5) nous traitons du lien entre un
programme dynamique exact (respectivement arrondi) et 'obtention d’une courbe de Pareto exacte
(respectivement approchée). Des exemples d’applications & des problémes d’ordonnancement sont
exposés dans la section 7.6.

7.2 Le probléeme Rm||Cpnaz, ) ;¢

Rappelons que ce probléme a été défini dans la section 2.2.4. Soit Copt(T') le cotit minimum d’un
ordonnancement qui a un makespan égal & T. Nous avons proposé un algorithme qui étant donné
T, retourne pour tout € > 0 un ordonnancement avec un makespan au plus égal (1+¢)T et de cotit
au plus Copt(T), et ceci en temps O(n(n/e)™). De plus, nous avons adapté notre algorithme afin
d’obtenir une courbe de Pareto (g, 0)-approchée.

Le tableau 7.1 indique les références de la littérature concernant ce probléme. L’algorithme de
Jansen et Porkolab [112] est moins bon vis & vis du cotit de la solution retournée. De plus, notre
méthode est plus simple et ne requiert que la connaissance de 7', en contrepartie la complexité de
notre algorithme est plus importante.

Remarque 1 Il existe des problémes d’ordonnancement pour lesquels il n’est pas nécessaire d’or-
donnancer toutes les tdches. Dans ce genre de probléme, il faut décider pour chaque tdche si elle est
ordonnancée ou si elle est rejetée. Dans ce dernier cas, il y a une pénalité a payer c; qui dépend
de la tdche rejetée j. L’objectif peut étre de minimiser la somme du makespan des tdches acceptées
avec la pénalité pour les taches rejetées. Bartal et al. [41] ont considéré les versions en ligne et hors
ligne de ce probléme dans le cas de machines identiques. Epstein et Sgall [79] ont considéré le cas
de machines reliées. Enfin, Hoogeveen, Skutella et Woeginger [103] ont considéré une version pré-
emptive, avec des machines non reliées, et ont présenté une classification des différentes variantes
du probléme.
Il est intéressant de remarquer que les résultats que nous avons obtenus pour le probléme Rm||Chaz, Zj cj

peuwvent s’appliquer au probléme ou les tdches peuvent étre rejetées, dans le cas non préemptif, et
sur des machines non reliées. Il suffit d’ajouter une machine “fictive” m + 1, telle que la durée
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—_

. Initialement, poser E.(1,0,p21) = co1, E¢(1,p11,0) = c11,
et sinon F.(j, m1, mg) = 400 pour j > 1.

. Pour j =1 jusqu’an—1
Pour m; =0 jusqu’a T par pas de 1

2

3

4. Pour ms = 0 jusqu’a T par pas de 1

5 E.(5+1,m —{—plj,mg) — min{E.(j +1,m +p1j,m2), E.(j,m1,mo) + clj}
6

Ec(j 4+ 1,m1,mo + pgj) < min{E.(j + 1,m1,ma + p2j), Ec(j, m1,ma) + 25}

TAB. 7.2 — L’algorithme de programmation dynamique PD1.

d’exécution de toutes les tdches j soit nulle sur cette machine, et de poser cpi1; = cj et ¢;j =0
pour 1 <14 < m. La machine m + 1 recevra toutes les tdches rejetées. Par conséquent, nous pouvons
obtenir un schéma d’approximation totalement polynomial pour construire une courbe de Pareto
(€,0)-approchée en temps (9(”5—2(71/5)"‘“).

7.2.1 Un programme dynamique

Dans la suite, nous ne considérons que le cas de deux machines, mais la généralisation pour un
nombre constant m > 2 de machines est directe. Soit J = {1,2,...,n} 'ensemble des taches. On
suppose, dans cette section seulement, que les temps d’exécution p;; sont des entiers positifs. Pour
un ordonnancement s, éventuellement partiel, c’est-a-dire ne comprenant qu’un sous-ensemble de
toutes les taches, on note C(s) et T'(s) son colt et son makespan. On définit C,p(T), pour tout
T, comme étant le coit minimum d’un ordonnancement qui a un makespan égal & T §’il en existe
un, i.e. Copt(T) = ming p(5—7 C(s). S'il n'existe pas d’ordonnancement avec un makespan égal &
T, on pose Cop(T) = +00. Nous décrivons dans cette section, un algorithme de programmation
dynamique pseudo-polynomial, qui étant donné T retourne un ordonnancement s avec un makespan
égal & T et un colit Cop(T') si un tel ordonnancement existe.

On note s = (my1,m2) = (J1,J2) pour indiquer que m; (respectivement ms) est le temps
d’exécution total sur la machine 1 (respectivement 2), et que J; (respectivement J3) est ensemble
des taches ordonnancées sur la machine 1 (respectivement 2). Si s = (Ji, Jo2) le makespan est défini
par T'(s) = max{mi = 3 ;c; P1j, M2 = > e, P2}, €t le cotit par C(s) = 3 e 15+ D e, €2)-

Les états du programme dynamique sont les tuples E(j,mi,ms2), avec 1 < j < n et my,mgy €
{0,1,...,T}. On pose E.(j, m1, me) = +oco §'il n’existe pas d’ordonnancement faisant intervenir
les taches {1,2,...j} tel que la charge totale sur la machine 1 (respectivement 2) soit égale & m;
(respectivement mg). Sinon, E.(j, m1,m2) est le coit minimum des ordonnancements de ce type. Le
programme dynamique, noté PD1, est donné dans le tableau 7.2. Le programme dynamique PD1
ne conserve que les cotits des solutions, et non les solutions elles mémes, mais a 1’aide de variables
supplémentaires, on peut facilement retrouver les ordonnancements qui atteignent ces cotts.

Pour obtenir une solution avec un makespan égal & T et un cotit Cypt(T'), on sélectionne tous les
états E(n,T,mq) et E(n,m1,T) (s'il en existe), avec my,mg € {0,1,...,T}, et parmi ces états on
choisit celui ayant le plus petit coit E..

Le nombre d’états est n(T+1)? et par conséquent cet algorithme est seulement pseudo-polynomial.
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1. Initialement, poser E.(1,0,p21) = co1, E¢(1,p11,0) = ci1,
et sinon F.(j, m1, mg) = 400 pour j > 1.

Remplacer p;; par [p;;] pouri > 1let j > 1
Pour j =1 jusqu’an—1
Pour m; = 0 jusqu’a (1 + 2¢)T par pas de [
Pour mg = 0 jusqu’a (1 + 2¢)T par pas de [
Ec(j + 1,m1 + p1j, mg) < min{E.(j + 1,m1 + p1j,m2), Ec(j, m1,m2) + c15}
Ec(j + 1,m1,ma + paj) + min{ E.(j + 1,m1,ma + p2j), Ec(j, m1,m2) + c25}
Fin Pour

© 00 J O Ot k= W N

Examiner tous les états obtenus qui ont un makespan compris entre T' et (1 + 2¢)7T, et
parmi ceux-ci retourner ’ordonnancement sgy,, qui a le plus petit coft.

TAB. 7.3 — L’algorithme de programmation dynamique PD1.. Dans la suite, on note Dyna(T,e) =
Sdyna-

7.2.2 Courbe de Pareto (¢,0)-approchée

Soit 0 < € < 1. Dans la suite on suppose, sans perte de généralité, que 1/e est un entier.

Afin d’obtenir un schéma d’approximation totalement polynomial, nous nous sommes inspirés de
la méthode classique de Horowitz et Sahni [105]. On subdivise l'intervalle ]0, (1 + 2¢)T'] en n/e+ 2n
sous-intervalles, 7y, =|(k — 1)I,kl], 1 < k < n/e + 2n, chacun de longueur | = €T'/n. Pour un réel
z €]0, (1+ 2¢)T], on note [z] 'extrémité droite de 'intervalle auquel z appartient, i.e. [x] = ki, avec
k tel que z € Zy. On pose [0] = 0.

L’algorithme approché consiste & appliquer ’algorithme exact PD1 précédent sur une instance
modifiée dans laquelle chaque durée d’exécution p;; est remplacée par [p;;]. L'algorithme obtenu,
noté PD1,., est donné dans le tableau 7.3.

Il est possible de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 29 [16] Pour une instance donnée du probléme Rm||Cpag, D, cj, étant donnés T > 0
ete > 0, si il existe un ordonnancement avec un makespan compris entre T et (14-¢)T', alors l’ordon-
nancement Sqynq retourné par le programme dynamique PD1, satisfait (1 — )T < T(Sayna) < (1 +
2e)T et C(sdyna) < minye(7,(142)7] Copt(t) < Copt(T). De plus le temps d’ezécution est O(n(n/e)™).
Pour le probleme ot le rejet des tdches est autorisé, le temps d’exécution est O(n(n/e)™T1).

Dans la suite on note Dyna(T,€) = S4ynq- On pose Top; = ming T'(s), le minimum étant pris sur
tous les ordonnancements s.

Remarque 2 Une question intéressante est de considérer le cas T = Top; et de se demander s’il est
nécessaire de connaitre la valeur de T,y pour obtenir un ordonnancement approché. En fait, nous
avons montré que cela n’était pas le cas :

Théoréme 30 [16] Sans connaitre la valeur de Ty, il est possible d’obtenir, en temps
O((n/e)™ ! logm), un ordonnancement s* tel que Topr < T(5*) < (14€)Topt et C(5*) < Copt(Topt)-
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1. Subdiviser l'intervalle [D/m, D] en k = [log(mD/D)/log(1+¢)] +
1 = O(n/e) sous-intervalles géométriques.

2. Appliquer lalgorithme Dyna(T,€) sur 'extrémité gauche de cha-
cun de ces sous-intervalles pour obtenir une série d’ordonnance-
ments.

3. Calculer Dyna(D,¢).

4. Parmi les ordonnancements obtenus, retourner un sous-ensemble
d’ordonnancement non dominés.

TAB. 7.4 — L’algorithme PD1;;4p¢.

Il est possible d’utiliser ’algorithme précédent afin d’obtenir une courbe de Pareto approchée.
Soit dj = min; p;; le temps minimum d’exécution de la tache j et D =) j d;. Par la sui:ce on suppose
que D > 0. Soit M; la machine sur laquelle la tache j a le plus petit cotit. On pose D = ) i PM; ;-
L’algorithme est donné dans le tableau 7.4.

Théoréme 31 [16] Le sous-ensemble retourné par Ualgorithme PD1;.¢ constitue une courbe de
Pareto (e,0)-approchée. De plus, il peut étre obtenu en temps O(n(2)™*1). Dans le cas ot il est
possible de rejeter des taches, le temps d’ezécution est O(n(2)™+2).

7.3 Fonctions objectifs linéaires

Il existe un résultat général, di & Papadimitriou et Yannakakis, qui permet d’établir un lien entre
le probléme consistant & construire une courbe de Pareto e-approchée pour un probléme multicritére
A comportant des fonctions objectifs linéaires, et la complexité d’un probléme monocritére défini &
partir de A.

Définition 24 Une fonction objectif est dite linéaire si elle peut s’exprimer comme un produit
scalaire entre la solution s (exprimée comme un vecteur) et un vecteur codt (dont chaque composante
est positive ou nulle) de méme dimension que s.

Dans la suite on fait I’hypothése que toutes les composantes du vecteur s ont un cotit borné
polynomialement.

Définition 25 La version exacte de A est le probléme monocritére suivant : Etant donnés une
instance I de A, un entier B et une pondération des critéres linéaires, i.e. une fonction objectif
f= Zle Aifi (chaque fonction objectif f; étant linéaire), déterminer s’il existe une solution s telle
que la fonction objectif pondérée f soit exactement égale & B pour cette solution, i.e. f(s) = B.

Théoréme 32 [135] Sous Uhypothése que toutes les fonctions objectifs sont linéaires, il existe un
schéma d’approximation totalement polynomial pour construire une courbe de Pareto e-approchée
pour toute instance du probléme A, si il existe un algorithme pseudo-polynomial pour la version
ezacte de A.

Cette approche peut étre appliquée aux problémes d’ordonnancement multicritéres dont les
fonctions objectifs sont linéaires. Nous avons ainsi considéré le probleme P2|| )" w;C}, Cpqq (voir
la section 2.2.4 page 29) et montré comment le théoréme 32 pouvait étre utilise.
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Application pour le probléme P2||) w;C}, Cpoq

On ne considére que les solutions qui ne comportent aucun temps d’inactivité. Il est possible d’ex-
primer la somme pondérée des temps de complétude comme une fonction linéaire. Pour cela, nous
introduisons des variables y;jm, qui sont égales a 1 a chaque fois que les taches i et j sont exécutées
sur la méme machine m et que la tache ¢ est exécutée avant la téche j, et qui valent 0 sinon. Une
solution s est donc représentée sous la forme d’un vecteur dont les composantes sont les variables
Yijm, €t comme chaque composante vaut soit 0, soit 1, ’hypothese faite plus haut qui stipulait que
toutes les composantes du vecteur s ont un colt borné polynomialement est vérifiée. Nous avons
alors Y w;Cj = 37, pjwj + D i PiWjYijm, ce qui montre que le critére Y w;C; peut s’exprimer
comme une fonction linéaire.

Bien que le makespan ne soit pas un critére linéaire, on peut considérer a la place les charges
sur chacune des machines, i.e. on note /; la date a laquelle se termine la derniére tiche affectée a
la machine 1. Il est facile de voir que la charge sur chacune des machines est un critére linéaire, et
que de plus si on est capable de trouver une courbe de Pareto approchée pour le probléme tricritére
P2||l1,13,> > w;C}, alors on peut s’en servir pour déterminer une courbe de Pareto approchée pour
le probléme bicriteére P2|| > w;C}, Crqgz-

Il n’existe pas (& notre connaissance) d’algorithme pseudo-polynomial capable de résoudre la
version exacte du probléme P2||l1,l, > w;C;. Mais il est possible, & I’aide d’un programme dyna-
mique, d’obtenir un algorithme pseudo-polynomial pour une version exacte restreinte du probleme
A dans laquelle on ne considére que des solutions telles que sur chaque machine les taches respectent
la régle de Smith. Rappelons (voir la section 2.2.3) que selon cette régle, si les taches sont numé-
rotées de maniére & vérifier p1/wy < po/we < ... < pp/wy, alors sur chaque machine les taches
qui ont le plus petit indice doivent étre placées en premier. Cela ne pose pas de probléme car toute
solution ne respectant pas la régle de Smith est dominée par une solution qui respecte cette régle.
On obtient donc le résultat suivant :

Théoréme 33 [17] Il existe un schéma d’approzimation totalement polynomial pour calculer une
courbe de Pareto e-approchée pour toute instance du probleme P2||Y w;C}, Cpaq-

Cependant cette approche ne fonctionne que pour les fonctions objectifs linéaires, or en ordon-
nancement on peut considérer des fonctions objectifs plus compliquées telles que ) C’]2 par exemple.
On peut obtenir une courbe de Pareto approchée en utilisant des techniques d’arrondis classiques,
comme celles utilisées dans la section 7.2. Dans la section suivante on explore cette voie.

7.4 Programmation dynamique et courbe de Pareto optimale

En nous basant sur le cas monocritére [173], nous avons formulé un programme dynamique
générique pour les problémes d’optimisation multiobjectifs.

Nous considérons un probléme d’optimisation générique A avec «y critéres. Chaque fonction
objectif G;, i = 1,..., est positive. Pour chaque instance I de A, ’entrée peut étre structurée
sous la forme de n vecteurs Xi,...,X, € IN®. Chaque vecteur X;, k = 1,...,n, consiste en «
entiers positifs [Zg1,Zk2,- - - , Tka) codés sous forme binaire. Le nombre « est un entier positif qui ne
dépend que de l'instance 1.

Typiquement chaque vecteur X; contient les informations au sujet d’une téche, telles que sa
durée, sa date d’introduction, etc. On suppose qu’il est possible d’ordonner les vecteurs X; selon
une certaine régle (par exemple SPT). Si z = Y7 | 37 | @k, alors la taille de l'instance I est
O(n + logz).
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PROGRAMME DYNAMIQUE (PD) :

[y

. Initialiser Sy

2. Pour k =1 jusqu’an

3 Sip:=10

4 Pour chaque S € S;_; et chaque F € F
5. ajouter F(Xg,S) a Sk

6. Fin Pour

7

. Retourner le sous-ensemble S,; constitué de toutes les solutions non
dominées de S,

TAB. 7.5 — Un algorithme de programmation dynamique (PD) générique.

L’algorithme de programmation dynamique pour le probléme A est composé de n phases. Durant
la k-iéme phase, k = 1,...,n, il traite I’entrée X et produit un ensemble d’états Si. Chaque état
de S, est un vecteur S = [s1,...,58,91,-.-,0y] € INA*7. Le nombre S est un entier positif qui ne
dépend que de A, et est donc indépendant de toute instance de A. Les v derniéres composants sont
les valeurs des <y fonctions objectifs sur cet état.

Durant la phase d’initialisation de l’algorithme de programmation dynamique (PD), ’ensemble
d’états Sy est constitué d’un sous-ensemble fini de IN#7. Durant la k-iéme phase (k=1,...,n) du
programme dynamique, ’ensemble d’états Sy est obtenu & partir de ’ensemble précédent d’états
Sk—1 de la maniére suivante : S = {F(Xk,S): F € F,S € Sg_1}, ou 'ensemble F est constitué
d’un nombre fini de fonctions IN® x INf+7 — INA+7,

Une solution partielle est une solution associée a un sous-ensemble des X;. Le programme dy-
namique associe & chaque état S = [s1,...,58,01,---,9y] qu'il calcule, une solution partielle s telle
que G;(1I,8) = g;, 1 <14 <. Afin de ne pas alourdir les notations, nous utiliserons parfois “solution
S” pour signifier “solution s”.

Soit PD le programme dynamique générique représenté dans le tableau 7.5.

Une solution s de l'instance I est appelée une solution potentielle du programme dynamique
PD, si il existe un état initial Sg € Sp, et une suite de n fonctions F; ,...,F;,, avec F;, € F =
{F1,...,F 5}, tel que si on pose S; = Fj, (X;,S;_1) (1 <1< n) alors s est la solution associée a Sy,.
Soit PS 'ensemble des solutions potentielles. Comme Sy est un ensemble, il n’y a pas de copies
multiples (si deux solutions différentes ont le méme état, le programme dynamique n’en conserve
qu’une seule), et par conséquent S,, C PS.

Condition 1 Etant donnée une instance I de A, pour toute solution s de I, il existe une solution
potentielle s* € PS telle que Gi(I,s) > Gi(I,s*) pour tout i =1,...,7.

Cette condition implique directement le résultat suivant :

Théoréme 34 [17] Si la condition 1 est satisfaite alors, pour toute instance I du probléme A, le
programme dynamique PD retourne une courbe de Pareto optimale P(I).
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7.5 Programmation dynamique arrondie et courbe de Pareto ap-
prochée

Nous avons proposé une généralisation de la notion de [D, Al-proximité, introduite par Woegin-
ger, afin d’obtenir des conditions suffisantes pour I’existence d’un schéma d’approximation totale-
ment polynomial calculant une courbe de Pareto approchée pour des probléme d’ordonnancement
variés.

Nous supposons qu’il existe un vecteur D = [dy,...,dg,dg41,...,dg4y] € INA+7, que nous
appelons par la suite le vecteur degré. Ce vecteur degré dépend du probléme A et du programme
dynamique, mais ne dépend pas de l'instance de A considérée.

Définition 26 Pour un réel A > 1 et deuz vecteurs S,S' € IN*TY avec S = [S1,---,884] €t S' =
[s),... ,s/'3+7], on dit que S est [D, Al-proche de S' si A=%s; < s < Adisy, pour I=1,...,8+17.

Il s’agit d’une relation symétrique.

Condition 2 (sur les fonctions de F)
Pour tout A > 1, F € F, X € IN*, et pour tout S,S' € IN°*Y la condition suivante est respectée :
Si S est [D, A]-proche de S', alors F(X,S) est [D, A]-proche de F(X,S').

Condition 3 (conditions techniques) Elles ne sont pas énoncées ici, mais il s’agit de conditions qui
sont généralement vérifiées dans un algorithme de programmation dynamique, et qui assurent entre
autres que ’ensemble des états S, n’augmente pas trop vite en taille.

Définition 27 Un probléeme d’optimisation A est dit ex-DPM-benevolent si il eriste un vecteur
degré D tel que le programme dynamique PD satisfait les conditions 1 a 3.

Théoréme 35 [17] Sile probléme A est un probléme d’optimisation multiobjectif ex-DPM-benevolent,
alors il existe un schéma d’approximation totalement polynomial capable de construire une courbe
de Pareto e-approchée, pour toute instance de A.

La preuve de ce théoréme s’appuie sur une technique, déja utilisée par Ibarra et Kim [109], qui
consiste, en fonction du parameétre A de la condition 2, & subdiviser de maniére géométrique 1’espace
des états en “boites”. On modifie ensuite I'algorithme de programmation dynamique PD de maniére
A ne retenir, pendant chacune des étapes, qu'une seule solution potentielle & 'intérieure de chacune
des “boites”.

Parmi les conditions indiquées plus haut, c’est la condition 2 qui est généralement la plus difficile
& vérifier.

Il est possible de considérer également les courbes de Pareto (e, 0)-approchées.

Rappelons que la composante g; du vecteur état S = [s1,...,58,01,...0] est la valeur de la
fonction G; (1 <4 < ) sur cet état. Etant donnés deux états S et S', on écrit S|y, = S|, si ces
deux états ont la méme valeur sur la composante g;. On note par F|4(X,S) la valeur de g; que ’on
obtient sur le prochain état obtenu & l'aide de la fonction F' appliquée sur I’état S et ’entrée X.

Définition 28 Le critére G; est dit indépendant si pour tout F' € F, et pour tous états S,S', on a
F|g(X,S) = F|g,(X,S') a chagque fois que S|g, = S'l,.

Il est possible d’affiner le théoréme 35 pour tenir compte du fait qu’un critére est indépendant.

Théoréme 36 [17] Si A est un probléme d’optimisation multiobjectif ex-DPM-benevolent, avec
un critere G, indépendant, alors il existe un schéma d’approximation totalement polynomial pour
construire une courbe de Pareto (g,0)-approchée.
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7.6 Exemples d’application & des problémes d’ordonnancement

Dans cette section, nous illustrons les théorémes 35 et 36 sur quelques problémes d’ordonnan-
cement. Parmi les problémes évoqués ci-dessous, Woeginger avait déja considéré dans [173] les
problémes monocritéres suivants : P2||Cpaz, P2|| > CJ‘?’ et P2|| Y w;C;, par contre il n’avait pas
considéré des problémes d’ordonnancement & base de lots.

7.6.1 Le probléme P2||Cpq, > C7

Nous décrivons le programme dynamique, noté PDgz;1, pour ce probléme. Les taches sont nu-
mérotées selon l'ordre SPT, i.e. p1 < ... < pp. Il est en effet possible de montrer que les seules
ordonnancements qu’il est intéressant de considérer sont ceux pour lesquels, sur chaque machine, les
taches sont ordonnancées en respectant cet ordre. Onaa=1,8=2,ety=2.Pourk=1,...,nona
Xk = [pk]. Un état S = [s1, s2, g1, g2] de Sk représente une solution partielle (sans temps d’inactivité)
pour les k premiéres taches : s; (respectivement s9) est le temps d’exécution total sur la premiére
(respectivement seconde) machine, et g1, go sont les valeurs des fonctions objectifs pour ’ordon-
nancement partiel. On pose F(pg, 51, 52, 91,92) = [s1 + Pk, 82, max{s1 + pg, 52}, 92 + (51 + pr)?], et
Fo(pry 51,52, 91, 92) = [81, 89 + p, max{s1, s + px}, g2 + (52 + px)?]. La fonction Fy (respectivement
F5) calcule le prochain état lorsque la k-iéme téche va sur la premiére (respectivement deuxiéme)
machine. Enfin on a F = {F}, F»} et Sy = {[0,0,0,0]}. On peut montrer que ce programme dyna-
mique satisfait la condition 1. En utilisant le théoréme 34 on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 9 Le programme dynamique PDcy;1 retourne l’ensemble des solutions Pareto optimales
P(I) pour le probleme P2||Cmaz, Y. C5-

Il est possible de montrer qu’avec le vecteur degré D = [1,1,1,2] la condition 2 est satisfaite, et
comme la condition 3 I’est également, on obtient en utilisant le théoréme 35 le corollaire suivant :

Corollaire 10 Pour le probléme P2||Cpaz, Y. CJZ, pour toute instance I, il est possible de construire
une courbe de Pareto e-approchée P.(I) en temps polynomial par rapport a |I| et 1/c.

Avec une approche similaire, on peut obtenir des schémas d’approximation totalement polyno-
miaux pour une combinaison de plusieurs critéres tels que : [; : la charge de la machine i, Cyqy :
le makespan, Y c;; : le cott total de 'ordonnancement, C}‘ : la somme des temps de complétude
a la puissance A, ) w;Cj : la somme pondérée des temps de complétude. Ceci, parce que dans
le cas de machines identiques ou reliées (respectivement non reliées), quelques uns de ces critéres
(voir le tableau 7.6 (respectivement le tableau 7.7)) sont compatibles entres eux, i.e. il existe une
permutation unique des vecteurs X; qui permet a l’aide d’'un programme dynamique de trouver
une solution optimale pour chacun des critéres. Par contre, comme indiqué dans le tableau 7.6, les
critéres Y w;Cj et ) w;-Cj ne sont généralement pas compatibles car la régle de Smith pour chacun
de ces critéres n’ordonne pas les tdches dans le méme ordre. Ces résultats restent valides pour un
nombre constant de machines.

Remarquons que nous pouvons obtenir une courbe de Pareto (g,0)-approchée pour les critéres
l; et Y ¢ij qui sont indépendants au sens de la définition 28.

7.6.2 Le probléme 1(batch, Cratch, Pmaz) || Zw;Cj, Crga

Ce probléme a été défini dans la section 2.2.3. Par la suite nous supposons que les taches ont
été indexées de maniére & respecter ’ordre SPT, c’est-a-dire p1 < ... < py.
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Qm lz Cmaa: ECZ‘]‘ 207)‘ ijCj
l; +] + + + + Rm | li | Cimas | 3o Cij

Crnaz |+ | + + + + L |+ + +

ZCZ’]‘ + + + + + Cmaw + + +

S [+ + - + — 2 |+ | +
YwiCi | + | + + - -

TAB. 7.7 — Quelques critéres compatibles (in-

TAB. 7.6 — Quelques critéres compatibles (in- diqués avec des +) dans le cas de machines
diqués avec des +) dans le cas de machines non reliées.

identiques ou reliées.

Ce probléme respecte la propriété suivante qui sert de base a un algorithme de programmation
dynamique. Rappelons qu’un critére est dit régulier si il est non décroissant en fonction du temps
de complétude des taches.

Lemme 2 [/6] Pour toute fonction objectif réguliére, il existe un ordonnancement optimal
(Biu - ,Bik), tel que Bi1 = {1,2,... 7i1}7B’iz = {’il + 1,41+ 2,... ,’ig},. .. ,Bik = {ik—l + 1,051+
2,...,ig}, avec iy = n.

Ce lemme montre qu’un ordonnancement optimal peut étre spécifié en indiquant uniquement
I’ensemble des taches i1,19,...% = n. Tout ordonnancement de ce type sera appelé un ordonnan-
cement de type SPT.

Pour la version non pondérée dans laquelle tous les w; sont égaux & 1, Brucker et al. [46] ont
proposé des algorithmes polynomiaux pour les problémes monocritéres avec les critéres suivants :
le nombre de taches en retards, la somme pondérée des temps de complétude, le retard (lateness)
maximum d’une tache.

Remarquons que le probléme ot ’on cherche & minimiser le makespan Cinqp peut étre résolu de
maniére triviale en mettant toutes les tiches dans un seul lot.

La situation avec deux critéres est nettement plus difficile. Nous avons ainsi montré, en consi-
dérant une instance particuliére, que le nombre de solutions Pareto optimales pouvait ne pas étre
polynomialement bornée lorsqu’on considére les critéres Cpaq €t D ;i Ci [17].

Nous avons considéré la version générale pondérée et nous avons proposé un programme dyna-
mique, noté PD..9, pour ce probléme.

Onposea=2,=1ety=2.Pourk =1,...,non définit Xz = [pg, wx]. Un état S = [s1, g1, g2]

dans S représente un ordonnancement partiel (sans temps d’inactivité) pour les k premiéres taches :
s1 est le poids total des tAches qui n’ont pas encore été affectées & un lot, g1 est la somme pondérée des
temps de complétude des k premiéres taches et go est le temps d’exécution total de I’ordonnancement
partiel. On définit Fy (pg, wg, 1,91, 92) = [0, g1 +(s1+wk)(92+pk), g2 +1k, et Fo(pg, wk, 51,91,92) =
[s1 + wk, g1, 92)-
La fonction Fj calcule le prochain état lorsque un nouveau lot est créé a la suite de I’ordonnancement
partiel et que toutes les taches non encore affectées sont placées a 'intérieur de ce nouveau lot avec
la k-ieme tache. Comme les taches sont triées selon ’ordre SPT, la longueur de ce nouveau lot est
égale & py. La fonction F5 calcule le prochain état lorsque on décide d’ordonnancer la k-iéme téche
plus tard. Cette tache sera ordonnancée dans un lot lorsque la fonction Fj sera appelée. On pose
F = {F1,F>} et Sy = {[0,0,0]}. La sortie du programme dynamique est 1’ensemble des vecteurs
non dominés S € §,, avec s; = 0.
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11 est facile de montrer que ce programme dynamique peut générer tout ordonnancement de type
SPT. Par conséquent le lemme 2 implique que la condition 1 est satisfaite et on peut donc déduire
a ’aide du théoréme 34 le résultat suivant :

Corollaire 11 [17] Le programme dynamique PDeyo retourne l’ensemble des solutions Pareto op-
timales P(I) pour toute instance du probleme 1(batch, Coatch s Pmaz)||Xw;Cj, Crae -

On peut montrer que la condition 3 est vérifiée, de méme que la condition 2 avec le vecteur
degré D =[1,2,1]. Le makespan est un critére indépendant pour le programme dynamique PDego,
par conséquent & 1’aide du théoréme 36 on obtient le résultat suivant :

Corollaire 12 [17] Pour le probléme 1(batch, Cyatch, Pmaz)||Ew;Cj, Craz, pour toute instance I,
il est possible de construire une courbe de Pareto (e,0)-approchée P.(I) en temps polynomial par
rapport a |I| et 1/e.

7.7 Conclusion

En développant un algorithme ad hoc, nous avons montré qu’il existe un schéma d’approximation
totalement polynomial pour calculer une courbe de Pareto (g, 0)-approchée pour toute instance du
probléme Rm||Craz, Y ; ¢j-

Nous avons ensuite cherché & obtenir des résultats génériques d’existence de tels schémas d’ap-
proximation. Un premier résultat, di & Papadimitriou et Yannakakis, permet de prendre en compte
les problémes d’optimisation multicritéres pour lesquels chaque fonction objectif est linéaire. Nous
avons montré que le probléme P2|| %" w;C}, Crmaq rentrait dans ce cadre et que par conséquent on
pouvait obtenir un schéma d’approximation totalement polynomial pour calculer une courbe de
Pareto e-approchée.

Nous avons ensuite présenté une extension de ’approche proposée par Woeginger [173], dans le
cadre de 'optimisation monocritére, pour les problémes d’optimisation multicritéres et tout par-
ticuliérement les problémes d’ordonnancement. Nous avons ainsi montré qu’une large famille de
problémes d’ordonnancement bicritéres admettait des schéma d’approximation totalement polyno-
miaux pour calculer des courbes de Pareto € et/ou (g,0)-approchées. Il serait intéressant de voir si
d’autres types de problémes d’optimisation combinatoire multicritéres peuvent étre abordés ce cette
manieére.

Il est intéressant de relever que le probléme d’ordonnancement sur une seule machine
1|32 w;Cj, 3> wjCj a été traité de deux maniéres différentes : avec I'approche point idéal dans le
chapitre 5 et avec 'approche courbe de Pareto approchée dans le chapitre 6. Il serait intéressant
d’obtenir des résultats similaires dans le cas de m machines.
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Chapitre 8

Recherche de solutions stables pour
I’ordonnancement de taches sur deux
machines paralléles
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Les travaux exposés dans ce chapitre ont fait l’objet de la publication [21].

8.1 Introduction

Nous nous situons dans le contexte de la théorie des jeux non coopératifs. Nous recherchons des
solutions offrant un bon compromis entre leur degré de stabilité et leur qualité. Cette problématique,
évoquée & la section 1.3.1, est mise en application ici sur un probléme classique d’ordonnancement.

Nous considérons un réseau composé de m liens paralléles et un ensemble de n agents. Chaque
agent a une certaine quantité de trafic qu’il doit router sur 'un des m liens. De maniére équivalente
on peut voir ce probléme sous la forme d’un probléme d’ordonnancement, en faisant correspondre
a chaque lien une machine (ou processeur), et a chaque agent une tache. Chaque agent cherche a
maximiser son propre profit. Il existe 2 principaux modéles selon la maniére dont est calculé ce
profit :

— Dans le modele KP [119], le profit d’'une tache est Iinverse du temps de complétude de la
machine sur laquelle elle est ordonnancée. On appelle temps de complétude d’une machine, la
date a laquelle se termine la derniére tiche ordonnancée sur cette machine.

— Dans le modeéle CKN [57], le profit d’une tache est 'inverse de son temps de complétude.

Dans les 2 cas, la fonction objectif globale est le makespan de 'ordonnancement (date a laquelle
la derniére tache se termine).

Par rapport au probléme bien connu Pm||Ch,qz, défini & la section 2.2.4, on cherche & obtenir
un ordonnancement de bonne qualité pour le makespan, et qui soit en méme temps stable, c’'est-
a-dire tel qu’aucune téche ne soit incitée & changer de machine. Plus précisément, on suppose que

101
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chaque machine utilise une politique locale, connue de tous, afin d’ordonnancer les taches qui lui sont
affectées. Si une tache décide de quitter la machine sur laquelle elle est actuellement ordonnancée
pour aller sur une autre machine, elle sait qu’elle sera ordonnancée selon la politique de cette
derniére, et elle peut par conséquent calculer son nouveau temps de complétude. Dans ce modéle,
une solution stable correspond donc & un équilibre de Nash, et le probléme revient & chercher parmi
les équilibres de Nash celui ayant le plus petit makespan.

Dans le modeéle KP il existe toujours un équilibre de Nash (pur) qui est optimal vis & vis du
makespan, et par conséquent le prix de la stabilité pour ce modéle est égal a 1. Ce résultat est une
conséquence directe du résultat suivant : il est toujours possible dans le modéle KP de transformer
une solution initiale quelconque en une solution qui soit un équilibre de Nash (pur) sans augmenter
la valeur du makespan de cette solution [83].

Il est naturel de se poser la question de savoir si un tel résultat existe pour le modéle CKN.
Le prix de la stabilité dépend de la politique locale utilisée par chacune des machines. Nous avons
supposé que chaque machine ordonnance les taches qui lui sont affectées selon la politique LPT,
i.e. chaque machine commence par ordonnancer les plus longues taches d’abord. Contrairement a ce
qui se passe pour le modéle KP, il n’existe pas toujours une solution optimale qui est un équilibre
de Nash. En effet, il n’est pas difficile de voir qu’il existe un unique équilibre de Nash (pur) et que
ce dernier peut étre obtenu en utilisant ’algorithme de liste LPT. On en déduit que le prix de la
stabilité est égal au rapport d’approximation de l’algorithme de liste LPT vis & vis du makespan, a
savoir 4/3 —1/(3m) [90] (voir la section 2.2.4).

Une maniére d’améliorer ce rapport consiste & considérer des équilibres de Nash a-approchés au
lieu d’équilibres de Nash exacts.

Exemple 11 Considérons 2 machines (chacune utilisant la politique LPT) et les tdches suivantes :
2 taches t1 et to de longueur 3 et 3 tdaches t3,ty et ts de longueur 2. Le seul équilibre de Nash (pur)
est l'ordonnancement dans lequel les tdches de longueur 3 sont ordonnancées au temps 0, et sont
suivies par les tdaches de longueur 2. Cette solution a un makespan égal a 7, tandis que la solution
optimale qui a un makespan égal a 6 est un équilibre de Nash 2-approché.

Notre contribution concerne I’étude du compromis qu’il est possible d’atteindre entre le rapport
d’approximation, vis & vis du makespan, et la valeur de «, vis & vis d’un équilibre de Nash a-
approché, dans le cas de m = 2 machines. Nous avons proposé un algorithme qui fournit une solution
%—approchée pour le makespan et qui est en méme temps un équilibre de Nash 3-approché. De plus,
nous avons montré qu’en modifiant 1égérement le schéma d’approximation polynomial de Graham
(voir la section 2.2.4) on pouvait obtenir un ordonnancement avec un makespan arbitrairement
proche de optimum et qui soit un équilibre de Nash a-approché avec a une constante. Enfin nous
avons obtenu des bornes liant « et le meilleur rapport d’approximation qu’il est possible d’atteindre.

8.2 Une variante de LPT

Soient {t1,...,t,} les n taches qui doivent étre ordonnancées sur les 2 machines identiques. Nous
notons par P; la machine avec la charge maximale, et par P, l'autre machine. Soit n; le nombre de
taches ordonnancées sur P;. Soit z; la i-iéme tache sur Py, et y; la i-iéme tache sur P». On note par
I(t;) le temps d’exécution (ou durée) de la tache ¢;.

Nous représentons un ordonnancement par 2 ensembles A et B, avec A (respectivement B) qui est
Pensemble des taches ordonnancées sur P; (respectivement P»). Sur chaque machine, les taches sont
ordonnancées selon ’ordre LPT. Soit £ = (A, B) un ordonnancement, et soit a (respectivement b) un
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Ordonner les taches selon l'algorithme de liste LPT. Soit LPT ’ordonnancement ainsi obtenu.
Soit S =31 U1(t).
Sing >2et ((n1 =3 et l(z1) +1(z2) +I(z3) > (3)S) ou (n1 = 4))
Si ny = 3
Soit &1 = swap(LPT,{z1} < {y2}),
& = swap(LPT,{z2} < {y2}) et
&3 = swap(LPT,{z1} ¢ {y1}).
Retourner 'ordonnancement qui a le plus petit makespan parmi LPT, &1, & et &3.
Si ny = 4
Soit &4 = swap(LPT,{z3,x4} <> {y2})-
Retourner 1'ordonnancement qui a le plus petit makespan parmi LPT et &4.
Sinon Retourner LPT.

TAB. 8.1 — L’algorithme LPTqp.

sous-ensemble de taches ordonnancées sur P; (respectivement P»). Nous notons par swap(€,a <> b)
I'ordonnancement ((A\a)Ub, (B\b)Ua). Dans cet ordonnancement, chaque processeur exécute ses
taches selon la politique LPT (si 2 taches ont la méme longueur, celle ayant le numéro d’identification
le plus petit est ordonnancée en premier).

On considere I'algorithme noté LPTy,,, et décrit dans le tableau 8.1. Nous avons montré les
résultats suivants :

Théoréme 37 [21] Pour m = 2 machines, lalgorithme LPTgyq,, est %—approché vis 4 vis du
makespan.

Théoréme 38 [21] L’ordonnancement retourné par LPTgyqp, sur deur machines dont les poli-
tiques sont LPT, est un équilibre de Nash 3-approché.

A partir des 2 précédents théorémes, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 13 Dans le cas de 2 machines ayant chacune une politigue LPT, le priz de la stabilité
a-approchée est au plus %, pour tout o > 3.

Nous avons montré également le résultat suivant :

Théoréme 39 [21] Soit € > 0. Si les politiques des processeurs sont LPT, alors le priz de la
stabilité a-approchée est au moins %, pour tout o < 2.1 — €.

Une question intéressante concerne la relation entre le rapport d’approximation et la valeur
de a, en particulier existe-t’il des algorithmes avec un rapport d’approximation plus petit et qui
retournent tout de méme des équilibres de Nash approchés? La section suivante répond & cette
question.

8.3 Une variante de ’algorithme de Graham

Nous avons considéré ’algorithme représenté dans le tableau 8.2, et qui s’inspire de ’algorithme
de Graham [90] légérement modifié. Cet algorithme, noté par la suite OPT-LPT(k), est un schéma
d’approximation polynomial, et son rapport d’approximation est égal & 1+ ¢, avec € = ﬁ, sous

2
la condition que les k taches les plus longues soient ordonnancées de maniére optimale [90].
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(1) Soit k une constante (entiére).

(ii) Obtenir un ordonnancement optimal pour les k plus longues taches, tel que :

— Une fois que les taches ont été affectées aux machines, elles sont ordonnancées sur chaque machine
selon 'ordre LPT.

— Si deux téches ont la méme longueur, celle qui a le numéro d’identification le plus petit est
ordonnancée en premier.

(iii) Ordonnancer les n — k taches restantes en utilisant la régle LPT.

TAB. 8.2 — L’algorithme OPT-LPT(k).

Théoréme 40 [21] L’algorithme OPT-LPT(k) produit un ordonnancement qui est un équilibre de
Nash a-approché, avec a < k — 2.

Théoréme 41 [21] Soit € tel que 0 < € < 1 et k > 5. L’algorithme OPT-LPT(k) peut retourner
des ordonnancements qui sont des équilibres de Nash a-approchés avec a > k —2 — €.

A partir du théoréme 40, et en utilisant le fait que le rapport d’approximation de I’algorithme
OPT-LPT(k) est ﬁ, on peut en déduire le résultat suivant :

2
Corollaire 14 Soit k > 5 un entier. Dans le cas de 2 machines, si la politique de chaque machine

est LPT, le prix de la stabilité a-approchée est au plus 1+¢, avec € = 4+21LEJ < %, pour tout o > k.
2

Si ’on recherche un algorithme %—approché et qui retourne une solution aussi stable que possible,

alors 'algorithme LPT,,q, est meilleur que I’algorithme OPT-LPT(k). En effet la solution retournée
par LPTyyqp est trouvée plus rapidement (pour OPT-LPT(k) on a 64 ordonnancements & comparer
tandis que pour LPTyy,q, il y a au plus 4 ordonnancements a comparer), et OPT-LPT(k) peut
retourner une solution qui est un équilibre de Nash 4-approché (& comparer avec un équilibre de
Nash 3-approché pour LPTyqp). D'un autre coté, 'algorithme OPT-LPT(k) est utile pour obtenir
des rapports d’approximations plus faibles.

8.4 Compromis : stabilité et rapport d’approximation

Nous avons montré que si ’on voulait obtenir un prix de la stabilité a-approchée inférieur ou
égal a (14 €), alors o devait étre au moins de ordre ©(e~1/2).

Théoréme 42 [21] Soit e > 0 et k > 0 tels que ¢ = m Pour obtenir un priz de la stabilité
a-approchée plus petit que 1+ €, il est nécessaire d’avoir o > k.

Théoréme 43 [21] Le priz de la stabilité a-approchée est au moins 1.1 (respectivement %), pour
tout o < 2 (respectivement o < §).

La figure 8.1 illustre le compromis entre le rapport d’approximation de tout algorithme et le degré
de stabilité d’'un ordonnancement qu’il peut retourner. La zone grise sombre illustre les résultats
du théoréme 42 (pour 2 < k < 10), et des théorémes 39 et 43. Chaque point (z, @) qui appartient
a la zone grise sombre indique un résultat négatif, a savoir qu’il n’existe aucun algorithme avec
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un rapport d’approximation z et qui retourne des solutions qui soient des équilibres de Nash a-
approchés. La zone grise claire illustre les résultats du théoréeme 40 et du corollaire 13 : chaque
point (z,«) appartenant & cette zone signifie qu'il existe un algorithme (soit OPT-LPT(k), soit
LPTgyap) z-approché qui retourne des équilibres de Nash a-approchés .

Policies of thelinks = LPT

10

LPTswap

approx. ratio

O

1 105 11 =115

7

F1a. 8.1 — Gris clair (respectivement Gris sombre) : Relation entre « et le rapport d’approximation
qu’il est possible (respectivement pas possible) d’obtenir si un algorithme retourne un équilibre de
Nash a-approché.

8.5 Conclusion

Nous avons établi des relations entre le degré de stabilité « et la valeur du rapport d’approxi-
mation pour le makespan. En considérant que la politique de chaque lien était LPT, nous avons
montré que le prix de la stabilité a-approchée était au moins 8/7 pour tout a < 2.1, et au plus
8/7 pour tout a > 3. Nous avons proposé un algorithme qui dans le cas de 2 machines garantit un
rapport d’approximation égal a 8/7 pour le makespan et retourne une solution qui est un équilibre
de Nash 3-approché. Nous avons montré que le prix de la stabilité a-approchée était supérieur ou
égal 3 1+ ¢ pour tout a < k, ol k est une constante en ©(e~1/2), et qu’il était inférieur ou égal a
1+ € pour tout a > é

Nous avons étudié le prix de la stabilité approchée dans le cas de deux machines. Il pourrait étre
intéressant de généraliser ces résultats au cas de m > 2 machines. On peut montrer que dans ce cas,
Palgorithme OPT-LPT(k) fournit des équilibres de Nash (k — m + 1)-approchés. De plus, résultats
d’impossibilité que nous avons obtenu dans le cas de deux machines sont également valables dans
le cas de m > 2 machines.

Une question intéressante est de savoir s’il existe des politiques déterministes meilleures que
LPT vis & vis du prix de la stabilité approchée. On peut montrer que la politique SPT n’apporte
rien par rapport a la politique LPT. Plus précisément, pour un rapport d’approximation donné, le
degré de stabilité d’une solution assurant ce rapport, dans le cas ol la politique des machines est
SPT, est toujours plus mauvais que le degré de stabilité d'une solution (que l'on peut obtenir &
’aide des algorithmes que nous avons proposés) assurant ce rapport, dans le cas ou la politique des
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machines est LPT. L’utilisation d’une politique probabiliste sur chaque machine est en revanche
intéressante [138].

Des algorithmes de recherche locale ont été utilisés pour le probléme P||Cpay |47, 48, 156].
Schuurman et Vredeveld [156] ont étudié les rapports d’approximation de différents algorithmes
de recherche locale. A notre connaissance, le meilleur algorithme de recherche locale connu pour
le probléme P||Cpqz utilise le voisinage push [156], et admet un rapport d’approximation égal a
8/7. Cependant le nombre de mouvements & effectuer avant d’atteindre un optimum local n’est
pas nécessairement polynomial. L’algorithme LPTy,,,, peut étre considéré comme un algorithme de
recherche locale qui commence & étre appliqué non pas sur une solution initiale quelconque, mais
sur une solution obtenue par l’algorithme de liste LPT.
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Les travaux exposés dans ce chapitre ont fait I'objet de la publication [20].

9.1 Introduction

Dans ce chapitre nous considérons le probléme d’ordonnancement P||Cpag, qui rappelons le
(voir la section 2.2.4), consiste & ordonnancer un ensemble de taches sur des machines paralléles, de
maniére & minimiser le makespan. Le contexte dans lequel nous étudions ce probléme est celui de
la théorie des jeux, et plus précisément celui de la recherche d’algorithmes ou de mécanismes, avec
véracité garantie (voir la section 1.3.2). Nous sommes donc en présence de m machines identiques
et de n taches (agents) ayant chacune une durée d’exécution. Chaque tache cherche & minimiser son
temps de complétude. La durée réelle de chaque tache, n’est connue que d’elle seule.

L’étude de problémes d’ordonnancement avec des agents “égoistes” s’est intensifiée ces derniéres
années. Depuis les travaux de Nisan et Ronen [130] de nombreux articles ont vu le jour [3, 31, 33, 35].
Cependant, tous ces travaux considérent que les agents sont les machines, alors que dans notre cas
se sont les taches qui sont les agents. Christodoulou et al. [57] ont considéré le méme modéle, mais
uniquement dans le contexte des mécanismes de coordination. Ils ont proposé différents mécanismes
de coordination, avec un prix de ’anarchie meilleur que celui de SPT, mais ces mécanismes ne sont
pas avec véracité garantie.

Si on suppose que chaque tache ne peut pas déclarer une valeur plus petite que sa valeur réelle,
alors un algorithme avec véracité garantie peut facilement étre obtenu dans le contexte centralisé
en ordonnancant chacune des taches avec la politique SPT. Le rapport d’approximation de cet
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algorithme est égal & (2 — 1/m), ol m est le nombre de machines. De plus, cet algorithme peut
étre facilement transformé en un mécanisme de coordination. Nous avons cherché & savoir si on
pouvait trouver d’autres algorithmes ou mécanismes avec véracité garantie, avec un meilleur rapport
d’approximation.

Nous avons considéré, comme dans [31], des algorithmes ou mécanismes probabilistes. Ainsi I'on
suppose que chaque tache cherche & maximiser l’espérance de son profit, et I’on dit d’un algorithme
probabiliste qu’il est & véracité garantie si, pour chaque agent, la stratégie qui consiste a déclarer sa
vraie durée est celle qui maximise son profit en moyenne, indépendamment de la stratégie adoptée
par les autres agents. Nous avons proposé un algorithme probabiliste ainsi qu'un mécanisme proba-
biliste, tous les deux & véracité garantie et qui ont un meilleur rapport d’approximation que SPT.
Notre algorithme centralisé s’applique a un nombre quelconque de machines et des durées d’exécu-
tion des taches arbitraires, tandis que notre mécanisme de coordination s’applique en présence de
deux machines et pour des durées d’exécution des taches qui sont des puissances d’une constante.

9.2 Préliminaires

On considére m machines et n taches T1,...,T,. On note [; la durée d’exécution (ou longueur)
de la tache T;. On dit de la tache T; qu’elle est plus grande que la tache Tj si et seulement si l; > [;
ou (I; =lj et i > j). La durée de chaque téche n’est connue que par le “propriétaire” de cette téche.

Nous avons supposé comme dans [57] que les taches ne pouvaient pas diminuer leur longueur et
par conséquent chaque tache déclare une valeur b supérieure ou égale 4 sa vraie durée. Le but de
chaque tache est de minimiser son temps de complétude, et elle peut donc mentir si cela contribue
& minimiser cet objectif.

I1 est possible de considérer deux modéles d’exécution des taches :

- dans le premier, utilisé dans la section 9.3, si une téche T; déclare une valeur b > [;, alors son

temps d’exécution demeure I;,

- dans le deuxieme, utilisé dans la section 9.4, si une tache 7T; déclare une valeur b > [;, alors son
temps d’exécution est b, c’est-a-dire que T; (ou son propriétaire) ne connaitra pas le résultat
de son exécution avant b unités de temps aprés le début d’exécution de T;. Ce modéle est
appelé par la suite, modeéle faible d’exécution.

Par la suite, dans un soucis de simplification, lorsque 'on utilise le terme mécanisme, il est

sous-entendu qu’il s’agit d’'un mécanisme avec véracité garantie.

Un mécanisme probabiliste consiste en une distribution de probabilité sur un ensemble de mé-
canismes déterministes. Par exemple étant donnés deux mécanismes déterministes M1 et M2, on
peut former un mécanisme probabiliste de la maniére suivante : avec la probabilité p on utilise le
mécanisme M1, et avec la probabilité (1 — p) on utilise le mécanisme M2. Ainsi dans le contexte
distribué (voir la section 9.4), étant donné le mécanisme probabiliste, chaque téche déclare une
valeur qui représente sa durée. On annonce alors aux tiches le mécanisme utilisé, et chaque tache
choisit la machine sur laquelle elle désire s’exécuter en tenant compte des politiques suivies sur
chaque machine.

Un mécanisme probabiliste est dit avec véracité garantie si, pour chaque téche, son temps de
complétude en moyenne, lorsqu’elle dit la vérité, est plus petit que son temps de complétude en
moyenne lorsqu’elle déclare une valeur plus grande que la réalité. Formellement, un mécanisme
probabiliste M est dit avec véracité garantie si E;(l;) < E;(b;), pour tout ¢ et b; > I;, avec E;(b;) le
temps moyen de complétude de la tache T; lorsqu’elle déclare b;.

Dans le contexte centralisé (voir la section 9.3), 'ordonnancement retourné est obtenu de la
maniére suivante : les taches déclarent leur longueur, et avec la probabilité p elles sont ordonnancées
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Soit {T1,Ts,...,T,} les n taches devant étre exécutées sur les m > 2 machines identiques,
{P1,P,,...,Py,}.

On suppose que I1 <lp < --- <1,.

Les taches sont ordonnancées alternativement sur les machines Py, P, ..., Py, dans 'ordre SPT,
et T;4+1 ne commence a étre exécutée que lorsque exactement % de la fraction de la tache T; a été
exécutée.

Ainsi T7 commence & s’exécuter sur P; au temps 0, T5 est ordonnancée sur P, au temps %, T3 est
ordonnancée sur P3 (sur P; si m = 2) lorsque % de la fraction de T5 a été exécutée, c’est-a-dire au

temps = + %, et ainsi de suite.

TaB. 9.1 — L’algorithme SPTj.

Avec une probabilité %7, retourner 'ordonnancement SPTy ;
et avec la probabilité ﬁ, retourner ’ordonnancement LPT.

TaB. 9.2 — L’algorithme LSj.

sur les machines selon un algorithme M1, tandis qu’avec la probabilité 1 — p elles sont ordonnancées
sur les machines selon un algorithme M 2.

9.3 Algorithme centralisé avec véracité garantie

Nous avons proposé, dans le contexte centralisé, un algorithme probabiliste qui est avec véracité
garantie. L’idée que nous avons utilisée consiste a coupler 1’algorithme bien connu LPT avec une
variante de ’algorithme SPT.

La variante de l'algorithme SPT, notée SPTs par la suite, est décrite dans le tableau 9.1. Un
ordonnancement retourné par cet algorithme est appelé un ordonnancement SPT; par la suite. La
figure 9.1 montre un exemple d’un tel ordonnancement lorsque m = 3.

PIT|Ti| Ty |
P, ‘ T ‘ T5 ‘ ‘ Ty ‘
P3 ‘ T3 ‘ ‘ Ts

|
! I .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 time

FiG. 9.1 — Un ordonnancement SPTy.

Nous avons montré que, malgré les temps d’inactivité ajoutés, cet algorithme avait le méme
rapport d’approximation que ’algorithme classique SPT.

Théoréme 44 [20] L’algorithme SPTs est 2 — %—appmché.

Nous avons alors considéré 'algorithme suivant, noté LSs par la suite et décrit dans le ta-
bleau 9.2.
Nous avons montré les résultats suivants :

Théoréme 45 [20] L’algorithme LSy est 2 — mLH (g + ﬁ)—approché en moyenne.
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Soit p € R tel que 0 < p <1.
Avec la probabilité p, 'ordonnancement retourné est de type SPT.
Avec la probabilité (1 — p), 'ordonnancement retourné est de type SPT-LPT.

TAB. 9.3 - L’algorithme SSL(p).

Soit p e R tel que 0 < p <1.

Soit € > 0 un réel positif plus petit que toutes les durées (réelles) des téaches.

La premiére machine P; ordonnance, & partir du temps 0, ses taches selon ’ordre SPT. La deuxiéme
machine P, ordonnance avec la probabilité p ses taches selon ’ordre SPT, en faisant commencer la
premiére téche a U'instant ¢; et P, ordonnance avec la probabilité (1 — p), ses taches selon l'ordre
LPT, en faisant commencer la premiére tache & 'instant 0.

TAB. 9.4 — Le mécanisme de coordination correspondant & ’algorithme SSL(p).

Théoréme 46 [20] L’algorithme LSy est a véracité garantie.

Lorsque m = 2, le rapport d’approximation en moyenne de ’algorithme LSy est % < 1.39. Ce
rapport est meilleur que celui de 'algorithme SSL(p) introduit dans la section 9.4, mais il faut
remarquer que l’algorithme LSgs n’est pas un mécanisme de coordination puisque chaque machine
doit connaitre les taches exécutées sur les autres machines.

On peut aussi remarquer que puisque les rapports d’approximation des algorithmes SPTj et
LPT sont respectivement égaux & 2 — % et % — #, un ordonnancement retourné par 1’algorithme
LSs est toujours, dans le pire des cas, 2 — %—approché, ce qui n’est pas pire que le rapport atteint
par un ordonnancement SPT.

9.4 Meécanisme de coordination avec véracité garantie

On se place dans le cas de 2 machines. Nous appelons ordonnancement SPT-LPT, un ordon-
nancement dans lequel la premiére machine, notée Pgpr, utilise la politique SPT, tandis que la
deuxiéme machine, notée Prpr, utilise la politique LPT. 11 est facile de voir alors qu’une tache T;
s’exécute sur Pgpr, si la somme des durée des taches qui sont plus petites qu’elle, est inférieure ou
égale, a4 la somme des durées des taches qui sont plus grandes qu’elle. Dans le cas contraire, cette
tache s’exécute sur Prpr.

Nous avons considéré ’algorithme suivant, noté SSL(p) par la suite, et représenté dans le ta-
bleau 9.3. Il est possible de transformer cet algorithme centralis¢é SSL(p) en un mécanisme de
coordination probabiliste en introduisant un délai sur I’'une des machines. Le mécanisme de coordi-
nation obtenu est donné dans le tableau 9.4.

Nous avons établi un rapport d’approximation pour ce mécanisme.

Théoréme 47 [20] L’algorithme SSL(p) est en moyenne (3 + &)-approché.

Par la suite nous utilisons le modéle faible d’exécution. Nous faisons I’hypothése que toutes les
durées réelles des taches sont des puissances d’une constante C' (connue). Cela signifie qu’une tache
ne peut que déclarer une longueur qui vérifie cette propriété.

Théoréme 48 [20] Soit p € R tel que 3 < p < 1. L’algorithme SSL(p) est a véracité garantie si

les tdches ont des durées qui sont des puissances d’une constante C' > 42%3:.
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La figure 9.2 Gauche donne une illustration du théoréme 48 : si les durées des téches sont des
puissances d’une constante supérieure ou égale & C(p), l’algorithme SSL(p) est a véracité garantie.
La figure 9.2 Droit illustre le théoréme 47 et montre le rapport d’approximation en moyenne de
l’algorithme SSL(p).

1707 075 08 085 09 095 1 P 1447707 075 08 08 09 095 1 P

F1G. 9.2 — Gauche : Si les durées des taches sont des puissances d’une constante supérieure ou égale
a C(p), Valgorithme SSL(p) est & véracité garantie. Droit : Le rapport d’approximation en moyenne
de ’algorithme SSL(p).

Remarque 3 FEn fait une condition suffisante pour que l'algorithme SSL(p) soit a véracité garantie
est d’avoir pour tout 1 : liy1 = I; ou l;11 > C x 1. Par conséquent, si toutes les durées des tdches
appartiennent & un ensemble S = {x1,x2,...,zx} tel que pour chaque j on ait z;11 > C x x;, alors
Ualgorithme SSL(p) est a véracité garantie.

Si I'on ne fait aucune hypothése sur les durées des taches, alors ’algorithme SSL(p) n’est pas a
véracité garantie.

Théoréme 49 [20] Soit p € R tel que 0 < p < 1. L’algorithme SSL(p) n’est pas a véracité garantie
si les durées des tdaches peuvent étre quelconque.

Théoréme 50 [20] Soitp € R tel que 0 < p < % L’algorithme SSL(p) n’est pas a véracité garantie,
méme si les durées des tdches sont des puissances d’une constante B (B > 1) (quelque soit la valeur
de B).

9.5 Autres mécanismes de coordination : résultats négatifs

11 est possible d’imaginer d’autres algorithmes faisant intervenir les ordonnancements LPT, SPT
et SPT-LPT. Par exemple ’algorithme noté SL(p) retourne avec la probabilité p un ordonnance-
ment SPT et avec la probabilité (1 — p) un ordonnancement LPT. De méme l'algorithme noté
LS L(p) retourne avec la probabilité p un ordonnancement LPT et avec la probabilité (1 —p) un or-
donnancement SPT-LPT. Il est possible, comme & la section 9.4, de transformer ces algorithmes en
des mécanismes de coordination en introduisant des délais. Nous avons obtenu les résultats négatifs
suivants concernant la véracité de ces algorithmes :

Théoréme 51 [20] Soit p € R tel que 0 < p < 1. L’algorithme SL(p) n’est pas & véracité garantie
si les durées des tdaches peuvent étre quelcongues.

Théoréme 52 [20] Soit p € R tel que 0 < p < % L’algorithme SL(p) n’est pas a véracité garantie,
méme si les durées des taches sont des puissances d’une constante B (B > 1) (quelque soit la valeur
de B).
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Théoréme 53 [20] Soitp € R tel que 0 < p < 1. L’algorithme LSL(p) n’est pas a véracité garantie,
méme si les durées des tdches sont des puissances d’une constante B (B > 1) (quelque soit la valeur
de B).

Ces résultats négatifs sont valides pour le modéle faible d’exécution et par conséquent pour
I’autre modéle aussi.

9.6 Conclusion

Pour le probléme d’ordonnancement Pm||Ci,q, nous avons proposé un algorithme probabiliste
qui est & véracité garantie, et qui a un rapport d’approximation en moyenne égal 3 2— #ﬂ (g + ﬁ)
meilleur que celui de SPT (e.g. si n = 2 alors ce rapport est plus petit que 1.39 & comparer avec
1.5 pour SPT).

Dans le cas de deux machines, nous avons proposé un mécanisme de coordination probabiliste
dans lequel la premiére machine ordonnance toujours les taches selon ’ordre SPT, tandis que la
deuxiéme machine ordonnance les taches selon 'ordre SPT (respectivement LPT) avec une proba-
bilité p > % (respectivement 1—p). Le rapport d’approximation en moyenne de ce mécanisme égal 3
% + "6—’ est meilleur que celui de SPT égal a % Nous avons montré que ce mécanisme était & véracité
garantie si les taches avaient toutes des durées égales & des puissances d’une constante supérieure
ou égale & %, mais pas dans le cas général. Enfin nous avons considéré d’autres mécanismes de
coordination, pour lesquels nous avons donné des résultats négatifs sur leur véracité garantie.

L’originalité de nos algorithmes réside dans le fait que nous n’utilisons pas de fonction de paie-
ment pour rétribuer les agents. Dans le cadre d’un séjour & 1'université d’Athénes, Fanny Pascual
et Laurent Gourvées ont obtenu des résultats complémentaires par rapport a ceux exposés ici [138],
notamment des résultats d’inapproximabilité.

Nous avons récemment étudié le cas des machines reliées. Sous certaines hypothéses, nous avons
pu proposer des algorithmes & véracité garantie ayant un meilleur rapport d’approximation que SPT
dans ce cas 1a également [22].
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Les travaux exposés dans ce chapitre ont fait I’objet des publications [6, 19].

10.1 Introduction

Dans ce chapitre nous recherchons des solutions équitables avec ’approche exposée dans la
section 1.3.3. Nous avons considéré deux problémes. La section 10.2 est consacrée au probléme de
I’arbre couvrant de poids minimum, et la section 10.3 est consacrée au probléme d’ordonnancement
Pm|| Y, C.

10.2 Le jeu de ’arbre couvrant de poids minimum

On suppose qu’un service doit étre apporté a un ensemble de clients & travers un réseau G. On
considére G comme étant un graphe connexe non orienté. Parmi tous les nceuds de G on distingue la
racine, ou source, notée r. L’ensemble des sommets est noté V" tandis que V = V"\{r} représente
les clients.

Chaque aréte e € F a un colit positif, supposé entier, noté c.. Le service peut étre apporté
directement & un client s’il existe une aréte entre la source et ce dernier ou via d’autres clients.
Ainsi, la structure minimale pouvant étre utilisée est un arbre contenant la source et couvrant tous
les clients. Cet arbre posséde un coit global (la somme des cotits des arétes empruntées) que les
clients doivent se partager. Ceci est un jeu coopératif classique car la coopération a pour but de
réduire le cott global. De maniére formelle, on a pour chaque coalition S C V :

¢(S) = min{ Z ce | Ts est un arbre couvrant de G[S U {r}|},
ecTs

ou G[S U {r}] représente le sous-graphe de G induit par ’ensemble des sommets S U {r}, et ¢(S)
est le colit contracté par la coalition S, c’est-a-dire le prix que les joueurs de la coalition S doivent
payer collectivement pour avoir accés au service.

113
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F1G. 10.1 — Selon la régle de Bird, le sommet a doit payer 2, le sommet b doit payer 2, le sommet ¢
doit payer 4 et le sommet d doit payer 1.

FiG. 10.2 — Nlustration de ’exemple 13.

Le partage des cotits pour ce probléme a d’abord été étudié par Claus et Kleitman [60] tandis
que Bird [43] a traité ce probléme avec une approche orientée théorie des jeux et a proposé une régle
d’allocation du cotit global connue sous le nom de régle de Bird. Cette régle consiste a assigner a
chaque agent le cotit de ’aréte qui lui est incidente dans I’unique chemin entre lui-méme et la source
dans un arbre couvrant de poids minimum.

Soit Tz I'ensemble de tous les arbres couvrants de poids minimum de G et soit Cyp le cotit
global de tout arbre de cet ensemble. Soit 1" un arbre de T et v un sommet de V. Il existe un
seul chemin entre 7 et v dans T'. Ce chemin utilise exactement une aréte [z,v], ot z € V"\{v}. Soit
B(T,v) = c[zy) le colit de cette aréte. La régle de Bird alloue & v la quantité B(T,v), i.e. le prix
demandé a v est z, = B(T,v) = [ -

Exemple 12 Dans linstance donnée en figure 10.1, un arbre couvrant de poids minimum est sur-
ligné en gras. Selon la régle de Bird, le sommet a doit payer 2, le sommet b doit payer 2, le sommet
¢ doit payer 4 et le sommet d doit payer 1.

La régle de Bird assure qu’aucune coalition, autre que la grande coalition V', n’est incitée a se
former. Autrement dit, I’ensemble des allocations Cp;.q émanant de cette régle est toujours dans
le cceur C du jeu de l’arbre couvrant de poids minimum [67, 92]. Cependant, comme en général il
existe plus d'un arbre couvrant de poids minimum pour un réseau donné, cette régle ne conduit
pas toujours & une allocation unique des coiits, et d’'un point de vue individuel, cette régle peut
demander & un client un prix trés grand comparé a celui qu’il aurait a payer avec un arbre couvrant
de poids minimum différent.

Exemple 13 Pour l'instance donnée en figure 10.2, selon que l’aréte [r,a] ou laréte [r,b] appartient
a larbre couvrant, le priz que doit payer le sommet a est soit 2, soit 1.

Par conséquent, le mécontentement d’un agent est d’autant plus grand que le prix qu’il lui est
demandé est éloigné du plus petit possible. Conformément & ce qui est exposé dans la définition 21
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Fi1G. 10.3 — Transformation du graphe non orienté de la figure 10.1 en un graphe orienté.

nous avons définit le mécontentement de v en rapport avec T et la régle de Bird comme suit :

B(T,v)
minprer, {B(T",v)}

Ay(T,Cpird) =

Nous avons alors étudié les deux problémes d’optimisation suivants :

— ARBRE COUVRANT-MPM qui consiste 4 déterminer un arbre couvrant de poids minimum qui
minimise le pire mécontentement ;

— ARBRE COUVRANT-MMM qui consiste & déterminer un arbre couvrant de poids minimum qui
minimise le mécontentement moyen.

Bien que pour beaucoup d’instances, une solution qui minimise le pire mécontentement minimise
aussi le mécontentement moyen, ce n’est pas vrai en général.

10.2.1 Le rapport de mécontentement et la régle de Bird

On construit a partir de G(V", E, ¢) un graphe orienté H = (V", A, ¢) comme suit :

— pour chaque paire de sommets z,y € V x V" telle que z # y, on crée deux arcs (z,y) et (y,x)
dans A s'il existe une aréte [z,y] dans E et on pose C(z4) = C(y.0) = Clr,y] ;

— pour tout sommet = € V tel que [r,z] € E, on crée I'arc (r,z) de cott c|, 4 dans A.

Ainsi, pour chaque arbre couvrant de poids minimum de G, il existe dans H une arborescence
couvrante de poids minimum (notée aocpm” par la suite) correspondante enracinée en r qu’on note
B. Par la suite, on travaille uniquement avec les arborescences sur le graphe orienté H, et on note
Ty 'ensemble des aocpm™ de H.

Exemple 14 Le figure 10.3 présente la transformation du graphe de la figure 10.1 en un graphe
orienté selon les régles données ci-dessus.

Pour déterminer le rapport de mécontentement d’'un sommet v € V dans une arborescence B, il
est nécessaire de savoir quels sont les prix qu'il pourrait avoir & payer. On note cet ensemble F'(v). De
part la régle de Bird, il est clair que B(B,v) ne peut prendre de valeurs que dans {c(, ) | (z,v) € A}.
Cette condition est nécessaire mais pas suffisante. Nous avons proposé une procédure PRIX (voir
le tableau 10.1) qui fournit I’ensemble des prix qu’un sommet pourrait avoir & payer. Elle consiste
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Entrées : Un graphe orienté H = (V", A,¢), un sommet v € V
Etape 1 : Déterminer une aocpm” de H et soit Copt son cofit total.
Etape 2: L :={cy,) | (z,v) € A}
Etape 3: F(v):=0
Etape 4 : Pour chaque [ de L faire

A= A\{(2,0) | (o) # 1}

H = (Vr, AI, C‘Al)

Déterminer une aocpm” B' dans H'.

Si B’ existe et que son colt total est Cypy

Alors F(v) := F(v) U{l}

Fin Pour
Etape 5 : Retourner F(v).

TaAB. 10.1 — Procédure PRIX. On note c 4 'ensemble des cofits pour le sous-ensemble A C A.

a retirer des arcs incidents au sommet pour le forcer & payer un certain prix. Parmi ces prix, on
distingue le plus bas noté Fiu,(v) et le plus haut noté F,qq (v).

Déterminer une aocpm” nécessite un temps O(mn) (ou m = |A| et n = |V"|) [75]. Par consé-
quent, la complexité en temps de PRIX est O(mn?). Il est possible d’améliorer 'algorithme en
évitant de générer plusieurs fois les mémes arborescences, mais la complexité dans le pire des cas
de l'algorithme demeure inchangée.

10.2.2 Minimiser le pire mécontentement

Parmi toutes les arborescences couvrantes de poids minimum, on en cherche une qui minimise
le pire mécontentement. Ce probléme, noté ARBRE COUVRANT-MPM, peut étre décrit comme suit :

argminBeTH glea‘;({Av (B,Cgird) }

ou
B(B,v)
minpger, {8(B’,v)}

Bien que la procédure PRIX détermine tous les prix que la régle de Bird peut assigner & un
sommet, elle n’est pas en elle méme suffisante pour déterminer un arbre couvrant de poids minimum
qui minimise le pire mécontentement. En effet, on peut construire des instances pour lesquelles cet
arbre couvrant optimal ne correspond & aucune des arborescences générées par PRIX.

La quantité maxyey {Fmaz(v)/Fmin(v)} est une borne supérieure pour le pire mécontentement.
L’algorithme ALGO 1 (voir tableau 10.2) que nous avons proposé pour résoudre le probléme ARBRE
COUVRANT-MPM fait décroitre cette borne supérieure, jusqu’a ce qu’elle atteigne la valeur optimale.
De maniére itérative, on retire des arcs de H jusqu’a ce que toute aocmp” de H soit optimale pour
le pire mécontentement.

A'u (Ba CBird) =

Théoréme 54 [6] L’algorithme ALGO 1 retourne une solution optimale pour le probléme ARBRE
COUVRANT-MPM et s’exécute en temps polynomial.

Exemple 15 L’instance G est donnée dans la figure 10.4(a). Un arbre couvrant de poids minimum
dans G possede un colt Coy = 6. Le graphe orienté H correspondant a G est donné dans la
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Entrée :  Un graphe orienté H = (V", 4, ¢)
Etape 1 : Déterminer une aocpm” B de H et soit Copt son coftit total.
Etape 2 : Pour chaque sommet v € V, déterminer F(v) & 'aide de PRIX.
Etape 3: A’ :=A
Etape 4 : Sélectionner v € V tel que Fm”(”) max {FLE(”)}
p que g ) — VEV | Fruin(0)
Etape 5: A":= A’
Etape 6 : A’ := A'\{(z,?) | Cap') = Frnaz (v')}
Etape 7 : Déterminer une aocpm” B’ de H' = (Vr, A e ar).
Si B’ n’existe pas ou son colt total est supérieur & Cop;
Alors Aller 4 'Etape 8.
Sinon Retirer Fp,q;(v') de F(v').
Aller 4 'Etape 4.
Etape 8 : Déterminer une aocpm”™ B” de H" = (V7 A", ¢|an).
Etape 9 : Retourner B”.

TAB. 10.2 - L’algorithme ALGO 1 détermine une arborescence dont ’arbre couvrant correspondant
est optimal pour le probléeme ARBRE COUVRANT-MPM.

figure 10.4(b). On a F(z) = {2,3}, F(y) = {1,2,3} et F(z) = {1,3}, ainsi f;m" =3/2, f;:"nj;(y)) =

3 et ?:;?:é g = 3. Le pire mécontentement survient sur les sommets y et z. Dans la figure 10.4(c),
Ualgorithme retire (r,z). Avec cette nouvelle instance, il est toujours possible de déterminer une
aocpm” de coit 6. On a Fm‘”(z) = 3/2 Pmas) — 3 o Fmee(®) — 1 Dgns la figure 10.4(d),

(:E) ’ len(y) mln(z)
Ualgorithme retire (r,y). Avec cette nouvelle instance, il est toujours possible de déterminer une
aocpm” de codt 6. On a Fm‘”((z 3/2, % 2 et Fm“”((j)) 1. Le pire mécontentement

survient au sommet y. Dans la figure 10.4(e), Ualgorithme retire (x,y) mais il n’y a plus d’ aocpm”
de codt 6. Ainsi, Ualgorithme détermine sur le graphe de la figure 10.4(d) une aocpm’ et retourne
Uarbre correspondant (voir la figure 10.4(f)). Finalement, le pire mécontentement est de 2.

10.2.3 Minimiser le mécontentement moyen

Minimiser la somme ou la moyenne des mécontentements sont des problémes équivalents, ainsi
le probléme ARBRE COUVRANT-MMM peut s’écrire :

argminpger, Z Ay(B,CBird)-
veV

On associe a chaque arc (z,y), un poids W(zy) €gal au mécontentement du sommet y si l'arc
(z,y) appartient a 'aocpm”. Ainsi on transforme le graphe initial G(V", E,¢) en un graphe orienté
H = (V", A, c¢) comme suit :

— pour chaque aréte [z,y] de G telle que z € V, y € V et cyy) = Frmin(y), on ajoute l'arc (z,y)

dans A avec un cotlit ¢(z) et un poids wg y) = C(zy) /me( )3

— pour chaque aréte [r, z] de G telle quez € Vet C(m > Foin(x), on ajoute larc (r,z) dans A

avec un cofit ¢, 4y et un poids w(, z) = (. 2)/ Fmin(T)-

Dans le probléme ARBRE COUVRANT-MMM, on cherche parmi les arborescences optimales pour
le cotit, une qui soit de poids minimum. L’idée de 'algorithme que nous avons proposé est, pour
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T T
(a) (¢)
3 3 3 3
2 1
- ——e
x Y z €T 2 Y 1 z
T T T
(d) () (f)
3 3 3
2 1 1 2 1
- ——e = e
r 2 y T2 r 2 y Tz T Yy z

Fic. 10.4 — Illustration de 'exemple 15.

Entrée : Un graphe orienté H = (V", A, ¢)

Etape 1 pour chaque sommet v € V, déterminer F(v) & I’aide de PRIX
Etape 2 Déterminer une aocpm” B de H et soit D = > vev Au(B,CBird)
F:)tape 3 A=+

Etape 4 Déterminer une aocpm” B* de H* = (V", A, ¢)

Etape 5 Retourner B*

TAB. 10.3 — L’algorithme ALGO 2.

chaque arc (z,y), de combiner C(z,y) €t W(zy) en une unique fonction de colt composite ¢, ) telle
que toute arborescence optimale pour cette fonction composite soit aussi optimale pour le probléme
ARBRE COUVRANT-MMM :

Clay) = A(zy) T (1 = Nw(zy) (10.1)

ol 0 < A < 1. Avec un X assez proche de 1, on peut obtenir une solution optimale pour le probléme
ARBRE COUVRANT-MMM. Dans l'algorithme ALGO 2 (voir le tableau 10.3), A dépend de I'instance
et sa valeur est donnée explicitement.

Théoréme 55 [6] L’algorithme ALGO 2 retourne une solution optimale pour le probléme ARBRE
COUVRANT-MMM et s’ezécute en temps O(mn?).

Un exemple complet de ’exécution de ’algorithme ALGO 2 est donné dans la figure 10.5.

L’algorithme ALGO 2, moyennant une modification de la définition de A a I’étape 3, peut aussi
fonctionner pour des cofits qui ne sont pas entiers.
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BA+@1-N3 2 1

M+ (-NG Q@Q

BA+(1—A) 2Xx+ (1 —X) 1

MA+A-N3 o
M+ (1-NF

BA+ (1 —A) 22+ (1 — ) 1

G H*

Solution optimale B*

Fi1a. 10.5 — La liste de tous les prix possibles est d’abord déterminée : F(a) = F(h) = {3,4},
F(b) = F(9) =1{2,3}, F(c) = F(f) ={1,2}, F(d) = F(e) = {1,3}. Une aocpm” B est déterminée
et la somme de ses mécontentements est D = 4/3+3/24+14+3+1+1+1 = %. On a X =
D/(D +1) =71/77. H* est alors construit et une aocpm” B* est déterminée.



120 CHAPITRE 10. RECHERCHE DE SOLUTIONS “EQUITABLES”

10.3 Le probléme MIN MAX SCT et mesures d’équité

Nous avons considéré le probléeme d’ordonnancement Pm||>_;Cj, défini a la section 2.2.4,
dans lequel nous avons introduit des critéres supplémentaires : somme des temps de complétude
par machine, équité globale et équité individuelle. On considére ainsi un ensemble de n téches,
T, T, -+ , T, avec des durées d’exécution ly,lz,--- , [, et un ensemble de m machines (ou proces-
seurs) identiques Py, Pa, - , Pp,. Etant donné un ordonnancement, on note C; le temps de complé-
tude de la tache Tj. On considére comme critére, la somme des temps de complétude : > 7, C;.
Rappelons, comme cela a été indiqué a la section 2.2.4, qu’il est possible de trouver tous les or-
donnancements optimaux pour le probléme Prm| Zj Cj al'aide de la famille des ordonnancements
SPT.

On note X le vecteur des temps de complétude dont la ™€ coordonnée est le temps de complé-
tude de la tache T;. On note X le vecteur X ordonné de maniére décroissante. Pour toute instance
Z, on note V(Z) ’ensemble des vecteurs X qui sont induits par tous les ordonnancements.

Nous avons cherché & savoir si parmi la famille des ordonnancements SPT qui sont optimaux vis &
vis du critére de la somme des temps de complétude, il était possible d’obtenir des ordonnancements
qui soient & la fois de bonne qualité pour les critéres suivants :

- le mazimum de la somme des temps de complétude par machine : 1r<nia<)7(n Cj. Ce critére

=="Tep,

prend en compte le fait de vouloir distribuer autant que possible la somme des temps de
complétude sur chacune des m machines du systéme. De plus il est possible d’interpréter ce
critére de la maniére suivante : la somme des temps de complétude des taches sur une machine
donnée représente le nombre moyen de tiches en attente (i.e. non encore terminées) par unité
de temps sur cette machine. Ce critére représente donc le nombre moyen maximum de téches
non encore exécutées par machine par unité de temps sur une période donnée. Le probléme
monocritére Pm|| maxi<j<m ZTjePi Cj est noté par la suite MIN Max SCT.

- Déquité globale [121] : Pour deux vecteurs X,Y € V(Z), on note X < Y si X; <Y, pour
tout <. Le rapport d’approzimation global de X, noté cgp(X) et appelé également par la suite
rapport d’équité globale, est le plus petit « tel que X < aY pour tout Y € V(Z). De maniére
informelle cgp(X) est le plus petit a pour lequel X est une a-approximation, coordonnée par
coordonnée, de tout vecteur Y € V(Z). Le meilleur rapport d’approximation global qu’il est
possible d’atteindre pour l'instance Z est alors égal a

c(X) = él‘llf( - cgoi(X)-

- Déquité individuelle : Le facteur de contentement individuel compare le temps de complétude
d’une tache avec le plus petit temps de complétude de cette méme tache dans n’importe quel
ordonnancement. De maniére formelle, ¢;,q(X) est défini comme étant le plus petit « tel que
X < aY pour tout Y € V(7). Le meilleur rapport qu’il est possible d’atteindre sur ’instance

T est alors défini par

¢ (I)= inf cpqe(X).

md( ) XeV(T) md( )
Ce rapport est appelé par la suite le rapport d’équité locale.
Au lieu de considérer I’ensemble des vecteurs X qui sont induits par tous les ordonnancements
possibles, on peut se restreindre & une famille particuliére d’ordonnancements. On note ainsi
Vspr(Z) Vensemble des vecteurs des temps de complétude qui sont induits par tous les or-
donnancements de type SPT pour l'instance Z. On peut définir cing spr(X) comme étant le



10.3. LE PROBLEME MIN MAX SCT ET MESURES D’EQUITE 121

Ordonner les n taches de maniére croissante selon leur durée.
A chacune des étapes i, pour 1 < i < n, placer la ¢-iéme tache sur la machine P; no4 m.-

TAB. 10.4 — L’algorithme SPTg1outon-

plus petit a tel que X < aY pour tout Y € Vgpr(Z), ainsi que

c; )= inf ¢ X).
mdi,SPT( ) XeVspr(T) md_SPT( )
On mesure ainsi ’équité individuelle restreinte aux ordonnancements de type SPT.
Notre approche est similaire & celle de Bruno et al. [50] qui ont cherché & savoir si parmi tous les
ordonnancements optimaux pour la somme des temps de complétude, il était possible d’en trouver
un qui minimise le makespan. Ils ont prouvé que le probléme était NP-difficile.

10.3.1 L’algorithme SPTgiouton

Il est facile de s’apercevoir que le probléme qui consiste & minimiser la somme des temps de
complétude et le probléme MIN MAX SCT sont différents. On peut en effet produire une instance
pour laquelle les solutions optimales de chacun de ces problémes sont différentes. Nous avons montré
que la complexité de ces deux problémes n’était pas du tout la méme.

Théoréme 56 [19] Le probléme MIN MAX SCT est NP-difficile.

Nous avons obtenu un algorithme approché pour ce probléme en utilisant une variante de 1’algo-
rithme de liste classique SPT. L’algorithme noté SPTgiouton est représenté dans le tableau 10.4. Cet
algorithme est optimal pour le probléeme Pm|| >’ ; Cj et il permet d’obtenir une solution approchée
pour le probléme MIN MAx SCT.

Théoréme 57 [19] L’algorithme SPTgioyton €st (3 — 34 #)—approché pour le probléeme MIN MAX

m
SCT.

A T'aide d’une famille d’instances, il est possible de montrer que 1’algorithme SPTglouton ne
permet pas d’obtenir un rapport d’approximation meilleur que 2 — ﬁ

10.3.2 Equité globale et individuelle

Nous avons étudié les ordonnancements retournés par 'algorithme SPTgiouton vis & vis des
critéres d’équité.

Nous notons P || all le probléme qui consiste & trouver un ordonnancement ayant le plus petit
rapport d’équité globale possible. Nous avons obtenu le résultat suivant :

Théoréme 58 [19] Pour toute instance I du probleme Pm || all, pour tout m > 1, on a cyy(Z) <
2 — % De plus le vecteur X des temps de complétude de tout ordonnancement retourné par l’algo-
rithme SPTgouton satisfait cgp(X) <2 — -

Le rapport obtenu par I’algorithme SPTgouton est optimal dans le cas de 2 machines.

Théoréme 59 [19] Il n’est pas possible d’avoir Copl ) <2- % pour toute instance I du probléeme
Pm || all.
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I est & noter que Philips et al. [139] ont présenté un algorithme 3-approché pour le rapport
d’approximation global dans le cas oil les tiches ont des dates d’arrivé.

Pour I’équité individuelle nous avons obtenu le résultat suivant. On note P || ind__all le probléme
qui consiste a trouver un ordonnancement ayant le plus petit rapport d’équité individuelle possible.

Théoréme 60 [19] Pour toute instance Z du probléme Pm | ind_all, pour tout m > 1, on a
cia@) <1+ ”7_1 De plus, le vecteur X des temps de complétude de tout ordonnancement retourné
par Ualgorithme SPTgyion satisfait cing(X) <1+ %

Théoréme 61 [19] Il n’est pas possible d’avoir ¢}, ,(Z) < 1+ "7_1 pour toutes les instances T du
probléme Pm || ind_all.

Nous avons également étudié 1’équité individuelle restreinte aux ordonnancements de type SPT.
On note Pm || ind_allgpr le probléme qui consiste & trouver un ordonnancement ayant le plus
petit rapport d’équité individuelle restreinte aux ordonnancements de type SPT.

Théoréme 62 [19] Pour toute instance I du probléme Pm || ind_allspr, on a ¢, ¢pr(Z) < 2.
De plus, tout ordonnancement X de type SPT satisfait cing spr(X) < 2. -

Il est possible de montrer que cette borne est la meilleure possible.

Théoréme 63 [19] Soit € > 0. Il n’est pas possible d’avoir ¢}, ; ¢pr(Z) < 2—¢ pour toute instance
T du probléme Pm || ind_allgpr. -

10.4 Conclusion

L’équité est subjective, tout particuliérement pour les problémes de partage de cotts. Cette
notion, souvent conflictuelle selon les situations, n’est pas clairement établie. Nous avons introduit
une nouvelle mesure qui prend en compte le mécontentement des agents et nous avons appliqué ce
concept pour le jeu classique de ’arbre couvrant de poids minimum. Sans se restreindre au probleme
étudié, nous pensons que le rapport de mécontentement peut étre étudié pour une large palette de
problémes et particuliérement les problémes de partage de colts. Nous avons proposé deux algo-
rithmes qui nous permettent de minimiser le pire mécontentement ainsi que le mécontentement
moyen et nous avons montré qu’une solution optimale pour le premier probléme n’est pas forcement
optimale pour le second. Par conséquent, la question de savoir si une solution optimale pour le
probléme ARBRE COUVRANT-MPM peut étre trés éloignée d'une solution optimale pour le probléme
ARBRE COUVRANT-MMM se pose.

Il est possible de construire une instance qui montre qu’une solution optimale pour ARBRE COU-
VRANT-MMM peut avoir un pire mécontentement qui est le double de ’optimum. De maniére symé-
trique, une solution optimale pour ARBRE COUVRANT-MPM peut avoir un mécontentement moyen
qui est le double de l'optimum. Par contre, la question de savoir si en général ces rapports sont
bornés par une constante demeure ouverte.

Enfin, on peut remarquer que ’ensemble des allocations trouvées en utilisant le résultat de Bird,
CBird, sont strictement incluses dans le coeur C du jeu de l'arbre couvrant. Par conséquent, la ques-
tion de trouver une allocation = € C qui minimise (max; ou ) ;) A;(z,C), au lieu de déterminer une
allocation z € Cpjrq minimisant (max; ou ) ;) Aj(x,Cpirq), demeure ouverte.

Nous avons étudié le probléme MIN MAX SCT dans lequel on cherche & minimiser la somme
maximum des dates de fin d’exécution des taches par machine. Nous avons montré que ce probléme
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est NP-difficile et qu’un algorithme glouton de type SPT permet d’obtenir un rapport d’approxi-
mation inférieur & 3. La question de savoir s’il existe un schéma d’approximation pour ce probléme
demeure ouverte. Nous avons de plus étudié deux mesures d’équité pour les taches. Nous avons mon-
tré que le rapport d’équité globale était inférieur & 2 — 1/m pour 'algorithme SPTgiqut0n- Sachant
que le rapport d’approximation (classique) d’un algorithme de liste SPT est égal & 2 —1/m il n’était
pas possible d’avoir un meilleur rapport. De plus nous avons montré qu’aucun algorithme ne peut
avoir, sur toutes les instances, un rapport d’équité globale inférieur & 2—1/m. Nous avons également
montré que l'algorithme SPTgiouton possede le meilleur rapport d’équité individuelle possible.
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11.1 Bilan

Tout au long des travaux évoqués dans les chapitres précédents, nous avons di faire face a
diverses difficultés. Tout d’abord, et c’est classique, ’absence de ressources de calculs illimitées
et le fait de vouloir traiter des instances de tailles “réelles” imposent des algorithmes de faible
complexité. D’autre part ’exigence bien compréhensible d’obtenir des solutions de bonne qualité
face & des problémes souvent NP-difficiles impose, soit d’utiliser des algorithmes avec garantie de
performance, soit 'utilisation de métaheuristiques réputées pour obtenir de bonnes solutions en
pratique pour de nombreux problémes d’optimisation combinatoire. Celles-ci s’appuient souvent
sur la recherche locale dont la composante essentielle est le voisinage utilisé. Nous avons donc
cherché soit des algorithmes polynomiaux avec garantie de performance (voir le chapitre 4), soit a
améliorer les métaheuristiques en nous concentrant sur l'utilisation de grands voisinages, ¢’est-a-dire
de taille exponentielle, examinables de maniére efficace, c’est-a-dire en temps polynomial (voir le
chapitre 3). Une autre voie de recherche, non exposée ici faute de place, a consisté a utiliser des
méthodes hybrides, combinant par exemple des méthodes exactes, telle que la programmation par
contraintes et des métaheuristiques [25, 26].

Une autre source de difficulté est apparue en considérant la présence de multiples fonctions
objectifs & optimiser simultanément. Celles-ci sont souvent en conflit I'une avec ’autre. Une approche
possible consiste alors & rechercher une solution qui soit la plus proche possible d’une solution “idéale”
qui serait optimale pour chacune des fonctions objectifs (voir le chapitre 5). Une autre approche
consiste & rechercher 1’ensemble des solutions non dominées par d’autres solutions, c’est la courbe
de Pareto. Cet ensemble est souvent de taille exponentielle, ou alors impossible & calculer en temps
polynomial, et il faut par conséquent rechercher des courbes de Pareto approchée : soit avec garantie
de performance (voir les chapitres 6 et 7), soit & 1’aide de métaheuristiques (voir le chapitre 3).

Enfin, la prise en compte d’agents individualistes impose de nouvelles contraintes sur les algo-
rithmes qu’il faut concevoir. Par exemple, face & des agents qui ont la possibilité de remettre en
cause la solution qui leur est fournie, qui méme si elle est de bonne qualité d’un point de vue global,
peut se révéler moins satisfaisante pour un agent particulier vis & vis de sa fonction objectif locale,
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il est nécessaire de rechercher des solutions stables. Celles-ci peuvent correspondre & des équilibres
de Nash approchées. Il faut donc trouver de bons compromis entre le degré de stabilité d’une so-
lution et sa qualité par rapport a la fonction objectif globale qu’on cherche & optimiser (voir le
chapitre 8). Une autre maniére d’assurer la stabilité consiste & se préoccuper du mécontentement
de chaque agent. C’est I'approche que nous avons suivie dans le chapitre 10 en introduisant des me-
sures d’équité. Enfin face & la présence d’agents qui peuvent étre tentés de manipuler un algorithme
a leur avantage en déclarant de fausses informations, il est nécessaire de concevoir des algorithme
avec véracité garantie ou, dans un contexte décentralisé, des mécanismes de coordination (voir le
chapitre 9).

11.2 Perspectives

Au dela des perspectives de recherche mentionnées dans les conclusions des chapitres précédents,
quelles autres perspectives peut-on envisager a plus long terme ?

Concernant ’optimisation multicritére, nous avons dans la grande majorité des cas considéré
des problémes bicritéres. On peut vouloir considérer davantage de critéres. On peut remarquer que
si ’approche point idéal permet d’obtenir des résultats bicritéres, son utilisation pour davantage de
critéres semble difficile. En effet, peu de problémes semblent permettre de construire une solution
approchée pour trois critéres conflictuels & partir de trois solutions, chacune optimale pour un des
critéres pris indépendamment. L’approche courbe de Pareto semble passer plus facilement le cap du
bicritére, mais il est possible que la qualité en terme de garantie de performance qu’on peut espérer
diminue au fur et & mesure que le nombre de critéres augmente, comme c’est le cas pour le probléme
du voyageur de commerce multicritére.

Nous nous sommes aussi intéressés & des résultats négatifs concernant la non existence d’en-
sembles £-approchés. En mettant en relation le nombre de solutions dans un ensemble et le nombre
de critéres, on peut dériver des résultats disant que cet ensemble est au mieux &-approché de la
courbe de Pareto, pour certaines valeurs de . Si cette technique a été utilisée pour le probléme
TSP(1,2) multicritére, elle peut cependant étre généralisée pour d’autres problémes. Ces résultats
d’inapproximabilité se basant sur des arguments de non existence pourraient dans l’avenir étre
complétés par des résultats d’inapproximabilité basés sur des arguments de complexité.

On peut observer qu’il existe une similitude entre les problématiques rencontrées en recherche
locale et celles rencontrées dans la théorie des jeux :

— Quelle est dans le pire cas la qualité d’un optimum local 7 Quelle est dans le pire cas la qualité

d’un équilibre de Nash ?

— Quelle est la complexité de la détermination d’un optimum local ? Quelle est la complexité de

la détermination d’un équilibre de Nash ?

De méme il existe une similitude entre 1’exécution d’un algorithme de recherche locale (la suite
des solutions courantes & chaque itération) et la dynamique des choix des joueurs (les états suc-
cessifs). L’un converge vers un optimum local, ’autre vers un équilibre de Nash. Tous deux sont le
résultat d’une succession d’améliorations locales.

En tirant profil de cet analogie, des résultats récents mais isolés ont vu le jour. Etant donné un
algorithme de recherche locale, il est parfois possible de définir un mécanisme de coordination dont
les équilibres purs sont des optima locaux vis & vis de la structure de voisinage [110]. De méme des
connexions entre le prix de l’anarchie et la qualité des optima locaux ont été exploitées dans [72].
De plus, récemment [81], une connexion entre la théorie de la PLS complexité, issue des algorithmes
de recherche locale, et la théorie des jeux a été établie. Ces résultats nous laisse a penser qu’il y
matiére & recherche dans ce domaine pour établir de nouveaux liens et exploiter ces similitudes.
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On peut se poser la question de la prise en compte de critéres multiples en théorie des jeux.
Il existe par exemple plusieurs notions de cceur dans un cadre multicritére [82]. Une autre voie de
recherche serait de considérer des mécanismes avec garantie de performance dans un cadre online
(voir par exemple [34]).

Enfin, ajoutons que la gamme des problémes d’optimisation combinatoires qui peuvent étre
étudiés sous ’angle de la théorie des jeux est considérable. Nous avons ainsi considéré le probléeme
d’ordonnancement classique P||Cyqq sous différents angles le long des chapitres 9 et 8. Une multitude
d’autres problémes sont envisageables. Nous avons ainsi récemment étudié le routage de paquets
autonomes dans un réseau de type store-and-forward qui est un chemin, un arbre, ou bien un
anneau. Nous avons étudié la performance de différents mécanismes de coordination vis & vis de
la minimisation de la date d’arrivée moyenne des paquets ainsi que la date d’arrivée du dernier
paquet. Nous avons montré des différences significatives entre ces mécanismes, certains ayant un
prix de I’anarchie constant alors que d’autres ont un prix de ’anarchie non borné [138].
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