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Résumé : Dans les années 80, Angluin a développé un paradigme d’apprentis-
sage actif basé sur un oracle, capable de répondre a des reqa@iesreinance
et des requétes d'équivalence. Or, si dans les différentes appisat® I'ap-
prentissage actif, les réponses aux premieres sont souvent fachésnir, avoir
droit aux secondes n’est pas toujours réaliste. Pour contournerdiffitalté,
Nous proposons un nouveau type de requétes, appelgesdtes de correctign
gue I'on étudie ici dans un contexte d'inférence grammaticale. Quantbaest
soumis a l'oracle, ce dernier le valide s'il appartient au langage cibldjen
propose une correction de ce mot. Une telle correction est un mot dagaryi
est proche de la requéte (au sens de la distance d’'édition). Nous istrosien-
suite une classe non triviale de langages, celle des boules topologigomesde
Nous montrons que cette classe n’est pas apprenable dans le mddeéudi,
mais qu’elle I'est, avec un nombre linéaire de requétes de correction,loga-
rithmique sous certaines hypothéses. Enfin, nous étudions le bon tempat
expérimental de nos algorithmes.

Mots-clés: Inférence grammaticale, apprentissage actif, requétes de comrectio
distance d'édition, boules.

1 Introduction

Savez-vous combien Babylone a connu de rois qui s’appe&bucodonosau? Et
connaissez-vous la date de naissanéerbld Shwartzenegér Autrefois, il n'y a pas
si longtemps, vous auriez cherché des réponses en consuitguid ou une encyclo-
pédie. C'était I'époque ou vous participiez aux grands ocone de I'été des magazines
télé, mais a cause de ces questions, vous auriez slremémé emier prix. Pour-
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quoi? ...Aujourd’hui, tout est différent. Pour répondrees gjuestions, quoi de plus
naturel que d’utiliser le web, de lancer son moteur de rextteefavori, de taper deux
mots-clés, de suivre trois liens, et vous obtenez des régsoNbus découvrez en parti-
culier ... qu'aucun roi ne s'est appdli@bucodonosaud Babylone, mais qu’ily en a eu
deux qui se prénommaiehtabudiodonosr. De méme, la date de naissancArfiold
Shwartzenegesst incertaine, mais il est facile de savoir 4uiold Shwarzenayger est
né le 30 juillet 1947.

Si vous seriez aujourd’hui en mesure de gagner les grandg®amd’autrefois, c’est
parce les moteurs de recherche actuels sont capables dseraesorrectionslors-
gu’'un mot-clé est peu fréquent. Ces corrections sont dythus fiables que ce sont
les milliards de pages web qui forment le dictionnaire déngfice. Autrement dit, le
web et les moteurs de recherche peuvent étre vus comme déssqraissants capables,
non seulement de donner une réponse pertinente a une regutitente, mais aussi de
détecter et de corriger une requéte douteuse. En sommedispaosons aujourd’hui
d’'oracles capable de résoudre ce que nous appelleromegléites de correction

Dans I'exemple précédent, la distance qui est utiliséegoardteur de recherche pour
trouver un mot proche est udéstance d’éditiorgui mesure le nombre minimum d’opé-
rations d'effacement, d'insertion et de substitution drds nécessaires pour transfor-
mer un mot en un autre (Levenshtein, 1965; Wagner & Fish&@4 )l €ette distance et
ses variantes, ou chaque opération peut avoir un poidsetitiéa été utilisée dans de
nombreux domaines comme la reconnaissance des formese{MiéB6), la bioinfor-
matique (Durbiret al,, 1998) et la modélisation de langages (Amengial. 2001).
En inférence grammaticale, on la rencontre dans deux typéseaux.

D’une part, certains travaux utilisent des techniquesféfance grammaticale proba-
biliste pour apprendre les poids des opérations d’éditd@mmr{ardet al,, 2006). D’autre
part, la distance d’édition intervient naturellement de@gains problémes d’inférence
grammaticale, en particulier quand on veut apprendre aegmbes a partir de données
bruitées (Tantinet al, 2006). Toutefois, dans ce dernier cas, on peut remarquer qu
les langages étudiés ne sont pas les langages traditiatakldiérarchie de Chomsky.
En effet, méme la classe la plus simple, celle des langagediets, n'est pas robuste
au bruit d’édition, car les fonctions de parité ne sont pggeqmbles en présence de
bruit (Kearns & Li, 1993). De méme, nous considérerons id kdmgages finis, élé-
mentaires du point de vue de la théorie des langages maisguertiu point de vue
topologique et complexe du point de vue combinatoire : legdsode mots.

Dans ce travail, nous étudions donc le probléme de l'ideatifin des boules de
mots a partir de requétes de correction. Nous commenconstpadluire la distance
d’édition et les boules dans la Section 2. Ensuite, nous mositdans la Section 3
gu’elles ne sont pas apprenables & partir des requétesatitappnce et d’équivalence
d’Angluin, ce qui justifie I'introduction des requétes dereztion. Nous montrons dans
la Section 4 que les boules sont apprenables avec un noméadéré de telles requétes.
Dans la Section 5, nous étudions les limites de notre algogatd’'un point de vue
expérimental. Puis dans la Section 6, nous proposons urehalgorithme utilisant
un nombre logarithmique de requétes, adapté a une distaéditah pondérée. Enfin,
nous concluons en Section 7.
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2 Langage des boules de mots

Un alphabetX est un ensemble fini non vide de symboles qu’on appelldeatees
Un motest une séquence finie de lettresXlet on définit¥* comme I'ensemble de
tous les mots. La longueur d’'un met sera notéeéw|, et |w|, désignera le nombre
d’occurrences d'une lettiedansw. On dira qu’un mot: est unsous-motew, notéu, <
v, Slu = x129. .. 2, etil existeug, uy, ..., u, € X* tels quev = ugziuy ... Tpuy,.
Toute partie de&o* s’appelle urlangage En particulier, on noter&* I'ensemble des
mots de longueuk et 2= 'ensemble des mots de longueur inférieure ou égaieM
sera I'ensemble des entiers naturels.

On peut définir la distance d’édition entre deux motstw’ en utilisant la longueur
minimale des dérivations de réécriture permettant de pdeseaw’. Plus précisément,
étant donnés deux mots,w’ € X*, on dit quew se réécrit eny’ en un pas, noté
w — w’ si une des conditions suivantes est vérifiée :

— opération d'effacementw = uav etw’ = uv avecu,v € ¥* eta € ¥;

— opération d'insertion w = uv etw’ = uav avecu,v € ¥* eta € X;

— opération de substitutionw = uav etw’ = ubv avecu,v € ¥*, a,b € ¥, a # b.

Nous noteronsy — w’ siw peut se réécrire em’ a I'aide dek opérations d’édition.

Définition 1 (Distance d’'édition)

Ladistance d'éditiorentre deux mots etw’, notéed(w, w'), est le nombre minimum
d’opérations d’'édition nécessaires pour rééarirenw’ ; c'est donc le plus petit entier
k € N tel quew LS

Exemple : On ad(abaa,aab) = 2 car abaa nécessite au moins deux pas pour étre
transformée emab : abaa — aaa — aab. Notons qu’on peut effectuer le calcul de
d(w,w") enO (|w| - |w'|) par programmation dynamique (Wagner & Fisher, 1974).

La propriété technique suivante stipule que la distanceitibé entre deux mots est
plus grande que le nombre minimum d’insertions qu’il fautfadans 'un des deux
pour égaliser les longueurs :

Proposition 1
Pour toutw,w’ € %, d(w,w’) > |Jw| — [w'[|.
De plus,d(w, w') = ||w| — [w'|| ssi (v = w" ouw’ < w).

Il n'est pas trés difficile de démontrer que la distance diédiest une vraie distance
au sens mathématique du terme (Crochenetia., 2001). Aussi, quand on murit*
de cette distance, on obtient un espace métrique, donc anetepologiquell est donc
naturel de s'intéresser aux boules de mots dans cet espackyune certaine maniere,
ce sont les langages les plus simples que I'on puisse caasidé

Définition 2 (Boule)
Soiento € ¥* etr € N. On appelléboule de centre et de rayon I'ensembleB,.(o)
des mots qui sont a distance d’édition inférieure ou égaldeo :

B,.(0) = {w € £*|d(0,w) < r}.
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Exemple : SoitX = {a,b}. On aBj(ba) = {a,b,aa,ba,bb, aba,baa,bab, bba} et
B,.(\) = £=7 pour tout rayon- € N. O

La définition des boules est simplissime, mais ne nous fiossapa apparences :
le nombre de mots qu’elles contiennent est exponentiel ectifin du rayon des que
|¥| > 2. C'estle casde laboulB,(\) = <" contenant|~|"*1 —1) /(]| —1) mots. Il
est difficile d’estimer ce nombre dans le cas d’une bouleapungjue. Toutefois, on peut
se faire une idée expérimentalement (voir Table 1). On atastiairement que pour
une longueur de centre fixée, le nombre moyen de mots faitqplasdoubler chaque
fois que le rayon augmente de 1. Compte tenu de ces chiffrest, inenvisageable de
stocker 'ensemble de tous les mots d’'une boule en machinetpavailler.

Longueur Rayon

du centre 1 2 3 4 5 6
0 3.0 7.0 15.0 31.0 63.0 127.0
1 6.0 14.0 30.0 62.0 126.0 254.0
2 8.6 25.6 56.5 119.7 246.8 501.6
3 10.8 41.4 101.8 222.8 468.6 973.0
4 13.1 61.4 173.8 402.9 870.9 1850.8
5 16.3 91.0 285.1 698.5 1584.4 3440.9
6 179 | 125.8 441.2 | 11775 2771.3 6252.9
7 21.2 | 166.9 678.0 | 1908.8 4835.8 | 112335
8 24.3 | 200.2 | 1034.2 | 3209.9 8358.1 | 19653.6
9 26.0 | 265.4 | 1390.9 | 5039.6 | 13677.8 | 34013.1

TAB. 1 — Nombre moyen de mots dans une boule pour un alphabet &r&sldtes
centres sont tirés au hasard, chaque calcul se fait sur 2@sen

Cette derniére remarque permet de poser la question deésegpation d’'une boule.
En effet, on pourrait utiliser un automate, puisque les &@sgbnt des langages finis et
donc réguliers. Cependant, Bi.(o) est reconnu par un automate avetransitions
ayantO (Jo| - r) états, les automates finis déterministesr{), eux, ont souvent un
nombre exponentiel d’états. En particulier, Schulz & Mil§@002) propose une construc-

| Rayonr I 1 ] 2 | 3 ] 4 |
| Nombre détats]| 5 [o] [ 30- o] | 180 Jo| | 1353 o] |

TAB. 2 — Nombre d’états de 'automate de Levenshtein (Schulz &dMii 2002) recon-
naissani3,.(o) lorsque|X| > 2. L'alphabet lui-méme ne joue pas sur le nombre d'états,
mais seulement sur le nombre de transitions.

tion directe dont le nombre d’états, ainsi que le temps spbee de construction, sont
linéaires erjo| mais exponentiels en(voir Table 2). Leur construction ne retourne pas
desAFD minimaux, mais nous ne prenons pas beaucoup de risque enaadfir

Conjecture : Dans le pire cas, AFD minimal deB,.(o) contientQ(2" - |o|) états.

En conséquence, choisirnFD minimal d’'une boule pour la représenter n’est pas tres
pertinent. D’un autre c6té, pour déterminer si un maippartient a une boulB, (o),
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il suffit (1) de calculerd(o, w) et (2) de vérifier si cette distance estr. Clairement,

on peut résoudre ce probléme en ter6pSo| - |w| + logr). Donc le coupl€o, r), de

taille |o|+log , est un candidat pertinent pour représenter la bBy(@). Toutefois, des

boules telles que > 2/°/ poseront des problémes de complexité. Par exemple, aucun

mot en dehors de la boulg,(\) = =" n’est de taille polynomial efi + log r. Donc

dans la suite, nous supposerons toujours|guet sont du méme ordre de grandeur.
Enfin, et c’est remarquable, il arrive qu’une boule adméitsipurs représentations.

En particulier, s'il n’y a qu’une lettre dans I'alphabiet= {a}, alorsBs(a) = Bs(\) =

{\, a, aa,aaa} par exemple. Mais c’est un cas particulier :

Théoréme 1
SI|E‘ >2 etBTl (01) = Br2 (02), alorso, = 09 €tr; = 7o.

En conséquence, quand l'alphabet a au moins deux letres) est un représentant
unique, doneanoniquede la bouleB;.(0).

Preuve : Point 1: si B,,(01) = B,,(02), alors|o| + r1 = |o2| + r2. En effet,
soitw € X™. Alors d(o1,0,w) = |w| = ry par la Prop. 1, donojw € B, (01),
doncojw € By, (02), doncd(oyw,02) < rg. Ord(ojw,02) > |oyw| — |o2|, d’aprés

la Prop. 1. Aussi, on en déduit que > |ojw| — |o2| = |o1| + 1 — |02, donc
|o2| + 72 > |o1| + r1. On montre de méme que;| + 71 > |o2| + r2. Point 2 : si

|X] > 2 et queos £ o1, alors il existew € X* tel que (i)|w| = r1 + |o1], (i) 01 = w

et (iii) o2 A w. En effet, supposons qug commence par ua et soitb € X\ {a}; on
posew = b o1, et on obtient le résultalhéoreme: supposons que; # o.. Alors
soito; A 09, SOitos A 01. Supposons le second cas, sans perte de généralité. Alors,
avec le point précédent, il existe un mottel que (i) |w| = r1 + |o1], (i) 01 = w et
(i) 02 Z w. Commeo; < w, on en déduit qué(o,,w) = |w| — |o1], par la Prop. 1,
et commegw| = r; + |o1|, on ad(oy,w) = r1. Doncw € B, (01). Par contre, comme
o2 2 w, d'apres la Prop. 1, on &0z, w) > ||w| — |oz2|| et commelw| = r; + |o4],

on obtientd(oz, w) > |r1 + |o1] — |oz|| = 2. Commed (o2, w) > rz, on en déduit
quew ¢ B,,(02), donc queB,, (o1) # B, (02), ce qui estimpossible. Par conséquent,
01 = 09, etdoncry; = ry (puisqueloy | + r1 = |o2| + r2). |

3 Apprentissage des boules avec des requétes

L'apprentissage actif est un paradigme faisant intervemapprenant (algorithme) et
un oracle. Le but de I'apprenant est d'identifier la repréation d’un langage inconnu
en posant des requétes & I'oracle. Ce dernier connait ladengble et répond cor-
rectement aux requétese(, I'oracle ne ment pas). En outre, 'apprenant est soumis a
des contraintes d’efficacité : (1) il ne peut poser qu’un namgolynomial de requétes
et (2) le temps global dont il dispose doit étre polynomiaigiéa taille de la repré-
sentation cible. Depuis les travaux fondateurs d’Angldindluin, 1987), deux types
de requétes sont utilisées de maniére standard, les reqiiépartenancgMQ) et
requétes dquivalencdEQ).
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Définition 3 (Requéte d’appartenance et d’équivalence)
SoitR une classe de langagesXfeet L € R. Dans le cas des requétes d'appartenance,
I'apprenant soumet un mat € %* a l'oracle ; sa réponse, notdéQ(w) est soitoul
Siw € L, SOitNON Siw ¢ L.

Dans le cas des requétes d'équivalence, I'apprenant sqiamreprésentation d’) un
langageK € % a l'oracle ; sa réponse, noté#)(K) est:

— SiK =L, alorsEQ(K) = oul;

— SiK # L, alors I'oracle retourne un mot dé A L, donc un mot de la différence

symeétrique de< etL.

Clairement, il est raisonnable de penser que les EQ sontittbes, trop puissantes
pour exister en tant que telle ou méme simplement pour étrelées. Dans certaines
applications, on peut les remplacer par un tirage aléatil@renots qui servent a po-
ser des MQ gampling, mais il est souvent difficile de définir une distributiornripe
nente (de la Higuera, 2006). De plus, nous n’utiliseronslgadlQ et les EQ dans la
suite car en fait, les boules ne sont pas apprenables darmlidaerd’Angluin :

Théoréme 2

Soientn,m € N etB<,,m, = {B;(0) | 0 € £* |o| < n,r < m}. Nimporte quel
algorithme qui identifie exactement chaque boule hypottlest. ,, ,,, en utilisant EQ
et MQ fait, dans le pire cas, au moi?is — 1 requétes.

Preuve : Il existe N = 2" boules de rayord ayant un centre de longueur Nous
décrivons ici un adversaire (& la maniere d’ Angluin (19&g)j) maintient un ensemble

S des boules non éliminées. Initialemeftcontient toutes les boules d.,, ,,,. Pour

une requéte d’équivalende = B,(0), la réponse estoON et le contre-exemple est

Ceci élimine entre autres les boules de centet de rayon inférieur a, mais qu’une
seule boule de rayah Pour une requéte d’appartenance du mdé réponse estON,

et 'unique boule de rayof, By (o), est enlevée de I'espace hypothése (ainsi que toutes
les boules de rayon strictement supérietirddntenant). A chaque instant, les boules
de rayon0 restantes dan§ sont compatibles avec les réponses aux précédentes re-
guétes. De plus, chaque requéte enléve une et une seuledeotagon0 de S. Ainsi,

2™ — 1 requétes sont nécessaires dans le pire cas. O

Nous allons voir que les requétesa®@rection(CQ) permettent de résoudre ces pro-
blémes. Nous les définissons ci-dessous :

Définition 4 (Requéte de correction)
SoientL un langage fixé et» un mot dex* que I'apprenant soumet a I'oracle. Alors,
la réponse de I'oracle, noté&)(w), est de deux types :
— siw € L, alorsCQ(w) = oul;
— siw ¢ L, alors I'oracle retourne une correctiondepar rapport &, c’est-a-dire
un motw’ qui appartient & et qui est a distance d’édition minimum de

CQ(w) = unmotde{w' € L |d(w,w") est minimum}

Remarquons tout de suite que les CQ ne présentent pas Niéciemt des EQ : non
seulement, elles peuvent facilement étre simulées en smamd le langage cible, mais
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elles existent “a I'état naturel” dans certaines applaragj comme nous I'avons souli-
gné dans l'introduction. De plus, on peut remarquer quallent pertinentes d’un point
de vue cognitif : il est communément admis qu’un enfant aagjsia langue maternelle
en utilisant les corrections que lui suggére son entourBgegfra-Bonache & Yoko-
mori, 2004).

Enfin, les CQ comme les boules reposent sur une distance] &Espe espérer des
résultats d'apprenabilité. En effet, supposons un ingfaion travaille non pas avec des
mots, mais avec la distance euclidienne et des disques dvaa Fig. 1).

FiG. 1 — Apprentissage d’un disque & avec des CQ.

Pour apprendre le disque de cenfreet de rayonRk avec des requétes de correction,
on peut procéder en trois temps. (1) On commence par chedel@rpointsA, B qui
sont éloignés 'un de l'autre et qui sont en dehors du disgquengveut identifier. Pour
cela, il suffit de chercher a tatons, et de demander a I'ogatds points qu’on considére
sont dans le disque ou pas. Intuitivement, en quelques tesjudn arrivera a trouver de
tels points. (2) On demande a l'oracle de corriger les paiht8. Pour le pointA,
I'oracle retourne un poin€' qui est dans le disque, le plus pres possible du pdint
Clairement, ce point est a l'intersection entre le segm@ndt] et le cercle frontiére du
disque qu’on cherche. De méme, sbita correction deB. (3) A partir des pointsi, B
et de leurs corrections, D, il suffit de tracer les droiteSAC) et (B D) avec une régle :
elles se coupent ef?. On peut ensuite tracer le cercle au compas. On obtient tsray
en mesurant la distance enteet C.

Bref, il est facile d’apprendre des boulesE# avec des CQ. Maintenant, quand on
s'intéresse aux boules de mots, on peut penser que la dénaédedente est bonne et
tenter de la reproduire.

4 |dentification des boules avec des corrections

Dans cette section, nous proposons un algorithme apprisdmules avec un nom-
brelinéaire de requétes de correction. D'une certaine maniére, nooissaduivre I'al-
gorithme précédent, visant a apprendre des disques dugplarherchant d’abord des
points qui sont sur la frontiére de la boule, puis en essagant déduire le centre.
Cependant, avec des boules de mots, le probléme est pludigoép

Tout d’abord, et c’est rassurant, quand on demande & l®eecorriger un mot qui
n'est pas dans une boule, on obtient toujours un mot du cqtila délimite. Autre-
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ment dit, on va pouvoir circonscrire cette boule :

Exemple :Soit B2 (bb) une boule. Les corrections possibles du mata sont{aa, aabd,
aba, baa, aabb, abab, abba, baab, baba, bbaa}, tous a distance 2 dé etaaaa. %

Cependant, contrairement a ce qui se passe dans le plan,tungéoéralement plu-
sieurs corrections possibles. Par définition des CQ, llerao choisira une au hasard.
Mais aucune hypothése ne pourra étre faite sur cette cimmed®ous considérerons
donc toujours qu'il fait la “pire” réponse possible, sel@ndontexte. La proposition
suivante caractérise I'ensembletdeatesles corrections possibles d’un mot :

Théoréme 3
SoitB,.(0) une boule etn un mot tel quen ¢ B,.(o0). Alors un mot: est une correction
possible den ssi(d(o, z) = r etd(z,m) = d(o,m) —r).

Preuve : Posonsk = d(o,m) et considérons une dérivation deenm de longueur
. k , .
minimale :o0 — m. Commem ¢ B.(0), on ak > r, donc le long de la dériva-

tion précédente, il existe un mat, tel queo — wy 227, m. Définissons I'ensemble
W = {w € &* | d(o,w) = retd(w,m) = k — r}. Clairementw, € W, donc
W # (. De plus,W C B,.(0). Enfin, notonsZ I'ensemble des corrections possibles
dem et montrons queZ = W. Soitz € Z etw € W. Sid(z,m) > d(w,m), alors
w est un mot deB,.(0) qui est strictement plus proche dequez, ce qui contredit le
fait quez soit une correction possible de. Supposons qué(z, m) < d(w,m). On a
d(o,m) < d(o, z) + d(z,m), doncd(o, z) > d(o,m) —d(z,m) > d(o,m) — d(w, m).
Ord(o,m) = k etd(w,m) = k — r, doncd(o, z) > r, ce qui est impossible puisque
z € Z C B,(0). Doncd(z,m) = d(w, m) = k — r. En conséquence, tout mete W
est a la méme distance de qu’'une correctiore € Z. DoncW C Z. De plus, on
ad(o,m) < d(o,z) + d(z,m), donck < d(o,z) + k — r, c'est-a-dired(o,z) > r.
Commez € B, (0), on en déduitl(o, z) = r. Comme on a aussi(z,m) = k — r, on
en concluZ C W. ]

Remarque :On peut donner une interprétation géométrique du résuktaedent. Dé-
finissons lesegmentfo, m] = {w € ¥* | d(o,w) + d(w,m) = d(o,m)} et decercle
Cr(0) = {w € ¥* | d(o,w) = r}. Le Théo. 3 stipule qu'un mat est une correction
possible den ssiz € [0, m] N C,.(0). Le fait quem ait plusieurs corrections possibles
montre que la géométrie d&* est trés différente de celle &, A

Le probléme qui se pose ensuite est de construire le centieeumile recherchée.
Et I1a, malheureusement, le probleme devient difficile, mimurx raisons. Intuitivement,
d’'abord, quand on munit* de la distance d’édition, on obtient un espace métrique
mais on ne dispose pas d'espace vectoriel. Autrement dit comme si dans le plan,
on disposait uniguement d'un compas, mais pas d’'une réglearmellement, ensuite,
le probléme edtifficile (de la Higuera & Casacuberta, 2000) :
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Théoréme 4

Etant donné un ensemble fini de mdts = {wy,...,w,}, trouver un mot: € ¥*
qui minimise - d(z,w), ou qui bien qui minimisenax,,cw d(z,w), sont des
problemes NP-difficiles.

En conséquence, nous n'aurons pas d’autres choix que @Béfpids finement les
boules, pour contourner cette difficulté en utilisant leguétes de correction. A cet
effet, on commence par distinguer certains mots des bocges, qui ont un nombre
maximum de lettres :

Définition 5 (Frontiére supérieure)
On appellefrontiére supérieured’une bouleB,. (o), notéeB!"** (o), I'ensemble des
mots deB,.(0) qui sont de longueur maximum :

B (0) = {= € B, (0)[Vw € B, (o), |w| < |2]}.

Exemple : SoitYX = {a,b} et Bi(ba) = {a,b, aa,ba,bb, aba, baa,bab,bba}. On a
B"%* (ba) = {aba, baa, bab, bba}. O

BI"** (o) est un ensemble remarquable car tous les mots qui le contEmsgrcons-
truits & partir du centre en faisant- insertions. Aussi, disposant d’'un mote B"** (o),
il “suffit” de trouver les lettres qui ont été insérées dam®ur construirav, puis de les
effacer pour retrouves. Ce faisant, on contourne les problémes posés par le Théo. 4,
puisqu’il n’est plus nécessaire denstruirele centreo de toute piéce :

Proposition 2
w € B (o) ssio < w etd(o,w) = |w| — |o| = 7.

Preuve : Supposons < w etd(o,w) = |w| — |o| = r. Alorsw € B,.(0). Soitw’ un
mot tel quejw’| > |w|. Alors, par la Prop. 1d(o,w’) > |w'| — |o| > |w| — |o| = r,
doncw’ ¢ B, (o). Par conséquenty € B"**(0). Réciproquement, soit € B™**(0).
Posons: = d(o, w) < r. Alors il existe une dérivation de réécritwe’s w. Sile long
de cette dérivation, une opération d’effacement est @élislors ne pas faire cet effa-
cement, conduit & un mat’ de longueutw| + 1 & distance< k, doncw ¢ B™** (o).
De méme, si une opération de substitution est utiliséendistuna par unb, alors
laisser lea et faire, en plus, l'insertion d’'ud conduit de nouveau a un maf, de
longueur|w| + 1, a distance< k, doncw ¢ B!"“*(0). Aussi, seules des opérations
d’insertion sont utilisées le long de la dérivation, deng w. Enfin, sik < r, il suffit
d’ajouter une lettre & pour construire un mat’ tel que|w’| = |w| + 1,0 < w’ et
d(o,w") = |w'| = |Jo| = k+ 1 < r,doncw ¢ B™**(0). Aussik = r. O

En outre, parmi les mots dB]*** (o), certains sont jouent un réle spécial. En effet,
soita € X une lettre arbitraire. Alors le mat’o = a...a o0 est bien obtenu & partir
r fois
de o en faisant- insertions, donc il appartient 7% (o). De plus, si on connait, il
suffit d’effacer les- premiersa pour trouvero. Nous prétendons qu’avec des requétes
de correction, on peut obtenif'o & partir de n'importe quel mov € B™**(0) en
faisant des échanges de lettres :
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Algorithm 1 EXTRAIT_CENTRE
Require: un motw = z; ...z, € B***(0), le rayonr
Ensure: le centreo de la bouleB, (o)

Lc—0i a2z,

2: while ¢ < r do

3 Assumew =x1...z,andletw’ = axy ... v 1%t ... Ty
4 if CQ(w') =oulthenw «— w';c — c+ 1endif

5 1+ 1+1

6: end while

7

: Assumew = 1 ...z, andreturn =,y ...x,

Exemple :B5*** (bb) = {aabb, abab, abba, abbb, baab, baba, babb, bbaa, bbab, bbba, bbbb}.

Sur le motbaba, sachant = 2, I'algorithme EXTRAIT_CENTREtransforme, a chaque

itération, la lettre d'indice en una qu'il place au début du mot, puis soumet le mot
obtenu a 'oraclec compte le nombre de fois ou cette transformation est aceepté

i| w w' | CQ(w'") | wchange| ¢
1 | baba | aaba baba non 0
2 | baba | abba oul oui 1
3 | abba | aabb oul oui 2

Quandc = 2 = r, EXTRAIT_CENTRES'arréte sur le matabb et retourne» = bb. ¢

Lemme 1
L'Algo. 1 est correct : pour tout mob € B]"**(o), sachant-, EXTRAIT_CENTRE
retourneo en temps polynomial, ave® (|o| + r) requétes de correction.

Preuve : Montrons que I'opération d’échange de lettres est corréstéentw =
x1...x, € B (0) etw’ = axy...x;-1%i41...2, POUri € 1.n. S'il existe une
dérivation de réécriture — w ou la lettrex; dew est le produit d’une insertion dans
o, alors supprimer; et faire I'insertion d’'una en téte deo conduit a un motw’ qui
satisfaito < v’ et|w’| = |w|. Par laProp. 1, ond(o, w’) = |w'| —|c| = |w| — |¢| = 7,
donc par la Prop. 20" € B***(0) et CQ(w') = oul. Par contre, s'il n’existe aucune
dérivation de réécriture oul; est le produit d’'une insertion, alons est une “vraie”
lettre deo. Dans ce cas, supprimef et ajouter uru en téte de» conduit a un mot’
tel queo £ w’. Par la Prop. 1, on d(o,w’) > |w'| — |o| et commelw’| = |w|, on a
d(o,w") > r. Doncw’ & B**(0) etCQ(w’) # Oul. O

Bref, nous sommes maintenant en mesure de déduire le certsttd boule,.(0) si
on dispose de son rayon et d'un mot de sa frontiére extérieademme suivant donne
des pistes (sachant qu’on ne connait,mi |o| pour l'instant) :

Lemme 2
Supposons que l'alphabet contiennéettres ;> = {aq, ..., a,}. Alors toute correc-
tionw du motm = (ay . ..a,)* aveck > |o| + r est un mot d&B™* (o).
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Preuve : Soit Z I'ensemble des corrections possiblesideMontrons queZ = B (o).
Commem = (ai...a,)* aveck > |o| + r, on ao =< m, donc par la Prop. 1,
d(o,m) = |m| — |o|. Par ailleurs, soitv € B™**(0). Par la Prop. 2, on a < w
etd(o,w) = |w| — |o| = r. De plus, commen = (a; ...a,)* aveck > |o| +r, on a
w = m, donc par la Prop. (w,m) = |m| — |w| = |m| — |o| — r = d(o,m) — r.
Commed(o,w) = r etd(w,m) = d(o,m) — r, on en déduitB/*** (o) C Z par le
Théo. 3. Soit maintenant € Z. Par le Théo. 3, on d(0,2) = r. Sio < z, alors
z € B™*(o) par le Théo. 2. Sb A z, alors par la Prop. (o, z) > |z| — |o], i.e,
|z] < |o| + r. Mais alorsd(z,m) > |m| — |z| > |m| — |o| —r = d(w, m) pour tout
w € B (o), ce qui contredit € Z. DoncZ C B™**(o). O

En soumettant le mdt; . .. a,,)* avec un entiet suffisamment grand, on peut trou-
ver un mot deB**(o). |l nous reste a trouver uh intéressant, et pour ce faire, on
utilise le lemme suivant. Il stipule que si on demande a ttgale corriger un mot
fait d'une grande gquantité de la correction qu’on obtient nous donne des indications
précieuses sur le rayon et le nombre d’occurrencesdins le centre :

Lemme 3
Considérons la boulB, (o), une lettren € X et un entierj € N tels quea’ & B,.(o).
Soitw = CQ(a?). Silw| < j, alors|wl|, = |o|q + 7.

Preuve : Commea’ ¢ B,.(0) etw = CQ(a’), par le Théo. 3, on d(o,w) = r
et d(w,a’) = d(o,a’) — r. Or comme|w| < |a’|, le calcul ded(w,a’) consiste
a substituer toutes les lettres dequi ne sont pas des, puis a faire des insertions
de a, doncd(w,a’) = j — |w|,. De mémed(o,a’) = j — |o|,. Par conséquent,
Jj—|wle =j —lo|la — r, C'est-a-direjw|, = |o|, + 7. O

Supposons maintenant que l'alphabet &bt {a,, ..., a,} etsoientj,...,j, € N
des grands entiers. Posahs= """, |CQ(al"),,. Alors, par le Lemme 3, on A =
Yo i(lola; +7) = |o| + |Z] - 7 > |o| + r. On peut donc utilisek dans le Lemme 2
pour obtenir un motv = CQ ((a1 ...a,)*) € B (o). De plus, compte tenu de la
Prop. 2, on dw| = |o| + r. Aussi,

{k = Jo|+[¥|-r :>{r = (k—|w)/(|Z]-1)

lw| =Jo[+r o] (%] - fwl = k)/(1%] = 1)

Autrement dit, on trouve le rayon (et la longueur du centre).

Pour résumer, en supposant due= {a,,...,a,} et qu'on cherche a apprendre la
boule B,.(0). (1) Pour chaque lettre;, on demande la correction du me} avec
suffisamment grand pour que la longueur de la correction<sgit, (2) on posek =
>, 1CQ(al")|a, et on demande une correctiandu motm = (a; ...a,)"; (3) &
partir dek et |w|, on en déduit-; (4) on utiliSeEXTRAIT_CENTRE Surw et r pour
construirec. Autrement dit, il est possible d’apprendre les boules alecrequétes de
correction (voir Algo 2).

Théoreme 5
Les boulesB,.(0), définies a 'aide de la distance d’édition standard, scentifiables
en temps polynomial ave@ (|X| + |o| + r) requétes de correction.
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Algorithm 2 Identification des boules avec des requétes de correction
Require: l'alphabet® = {aq,...,a,}
Ensure: la représentatiofo, r) d’'une bouleB,.(0)

1. j—1Lk<—0
2: fori =1tondo
3. while |CQ(al)| > jdoj < 2- j end while
4 ke—k+10Q(al)|a,
5. end for
6
7
8
9

W — CQ((alag .. .an)k)
b= (k= wl)/(12] - 1)

. 0 — EXTRAIT_CENTREw,T)
. return (o,r)

Preuve : On a l'apprenabilité comme conséquence des lemmes présed@amncer-
nant la complexité, trouver les corrections des nagtsécessit& (|| + log(|o| + 7))
requétes de correction (lignes 2-5). L'utilisation ded@fithmeEXTRAIT _CENTRENEé-
cessiteO (|o| 4 r) requétes de correction (ligne 8). D’ou le résultat. |

Exemple : Considérons la boul®,(bb) sur l'alphabet: = {a, b}. Notre algorithme
commence par chercher des corrections’det b’ avec; suffisamment grand. On peut
par exemple observerCQ(a) = oul,CQ(a?) = oul,CQ(a*) = aabb, CQ(a®) =
abba, CQ(b®) = bbbb. D'l k = |abbal, +|bbbb|, = 2+4 = 6. Ensuite CQ ((ab)®) =
CQ(abababababab) = baba, par exemple, et donec = (6 — 4)/(2 — 1) = 2. Enfin
EXTRAIT_CENTREbaba, 2) retournebb. Donc I'Algo. 2 retourngbb, 2). O

5 Critique et expérimentation

Nous avons montré que les boulBs(o) ne sont pas identifiables dans le modéle
d’Angluin (Théo. 2) mais qu’elles le sont &l (]3| + |o| + r) avec des requétes de
corrections uniquement (Théo. 5). En conséquence, ceétesygont novatrices, et nous
pensons qu’elles méritent d’'étre étudiées. Pourtantenmésultat est décevant.

En effet, si on reprend I'exemple de l'identification desygiss déR? de la Section 3,
on s’apercoit qu'il fautO(log r) requétes de correction pour apprendre. En comparai-
son,O (|o| + r) estun nombre excessif. En outre, la preuve du Théo. 5 monére’'gst
I'utilisation de I'algorithmeEXTRAIT_CENTREQqui codte vraiment cher. Sans I'utiliser,
on pourrait espérer une complexité logarithmidué | 4 log(|o| + r)).

Cette complexité linéaire correspond toutefois au pire Nasis avons voulu vérifier
gu’elle n’était pas atteinte en pratique. D’apres le Théée Bombre de CQ nécessaires
pour identifierB,. (o) estO (|| + |o| + ). Donc si on fixglo| + r = 1000, le nombre
de CQ nécessaires devrait étre globalement constant.,Ausprend® = {a, b}, on
fait varierr (donc|o| = 1000 — r) entre0 et 1000 ; pour chaque valeur de on tire 10
centresy € X.(1090-7) et on fait la moyenne. On obtient la courbe de la Fig. 2.
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FIG. 2 — Nombre moyen de CQ nécessaires pour identifier des bBules tirées au
hasard. On fixgo| 4+ » = 1000 et on fait varier- (donc|o|). Pour chaque, on tire 10
centres de longueurd00 — r et on fait la moyenne. Le nombre théorique de CQ est
lo| + = 1000. Le nombre effectif est clairement inférieur.

Clairement, on constate que le nombre de CQ n’est pas comsta qu'il croit
entre 500 et 1000 avec le rayon. Certains points de cettdemant faciles a justifier.
Rappelons que pour trouveron utilise la fonctiorEXTRAIT_CENTREQui parcourt un
motw € B"**(o) ; de plus, parla Prop. 2w| = |o|+r = 1000 eto < w. Quandr ~ 1
et |o| ~ 999, EXTRAIT_CENTRE doit parcourir en moyenne la moitié du motpour
trouver 'unique caractére inséré dasmsd’ot un nombre de CQ@- 500. A l'inverse,
quandr ~ 999 et|o| ~ 1, commeEXTRAIT_CENTREdoit fairer échanges de lettres
pour trouvero, il utilise un nombre de C@- 1000.

Maintenant, la linéarité de la courbe, ainsi que le changehe pente qu’on observe
lorsquer ~ |o| ~ 500, sont bien plus difficiles & justifier. Si on avait travailiéea
un grand alphabet, alorseXTRAIT_CENTREferait en moyenn&000 - /(r + 1) CQ
pour obteniro. Mais ici, avedX| = 2, o est un sous-mot de de trés nombreuses ma-
niéres. Aussi, estimer de maniéere théorique le nombre dede@ssaires pour extraire
o, nombre qui justifierait formellement la courbe obtenue,uesprobleme combina-
toire d’une extreme complexité. On peut juste constatercguemmbre est souvent bien
plus petit quel000 - r/(r + 1) ~ 1000 dés quel00 < r < 900.

Nous avons voulu vérifier que le comportement précéderditédentique pour des
tailles différentes de représentations de boules. Ausss mwons reproduit la méme
expérience, mais en fixapg| + r = ¢ avect variant entre 0 et 1000 (voir Fig. 3). La
surface obtenue confirme les conclusions précédentes nibreode CQ moyens est
largement inférieur a la théorie pour des grands centregspdtits rayons, et notre
algorithme est efficace dans ces conditions.
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#CQ

1100 / ’

1000

FiG. 3 — Nombre moyen de CQ nécessaires pour identifier 10 bdgjlés) lorsque
lo| + r = t, en fonction de- ett.

6 Extension

Dans les parties précédentes, nous avons utilisé la distdigdition non pondérée
de Levenshtein (1965). Toutefois, en pratique, ses vasgmindérées sont souvent uti-
lisées. Or nous pensons que les CQ restent pertinentes eamiexte, ce que nous
souhaitons montrer ici. On suppose que les poids des opdsatiinsertion et d'ef-
facement restent a 1, mais que celui des substitutions g&steldent inférieur, disons
1 — e avecO < ¢ < 1. De plus, on suppose que 'alphabet contient au moins &ettr
¥ ={a,...,a,}avecn > 3.

Sous ces conditions, on peut établir une version plus fartéemme 3. Celui-ci
établissait qu’en demandant a I'oracle de corriger un nadttdfune grande quantité de
a, N"appartenant pas B, (o), la correctionw obtenue vérifiaifw|, = |o|, + r. Ceci
permettait ensuite de construire un motBE** (o) (Lemme 2). Cette propriété reste
vraie, mais en plus, le mat lui-méme appartient 8% (o) :

Lemme 4
Considérons la boulB, (o), une lettren € X et un entierj € N tels quen’ ¢ B,.(o).
Soitw = CQ(a’). Si|w| < j, alors|w|, = |o|, + r etw € B (o).

Preuve : La premiére partie résulte du Lemme 3 qui reste vrai. Maantérsi on consi-

deére une dérivation de réécriture de poids minima w Ll a’, cette dérivation fait
intervenirj — |o|, insertions dex, et|o| — |o|, substitutions de lettres depar des:. Or
comme le poids des substitutions est plus faible que cehiirgeertions, celles-ci ont

toute lieu le long de la dérivation ~—"+ a/ pour quew soit le plus proche possibtg
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(par définition des CQ). Du coup, il n'y a que des insertions elong de la dérivation
o = w. Doncw € B (o). O

En conséquence du Lemme 4, il n'est plus utile de construirenat de B]*** (o)
puisqu’on I'obtient directement. Mais il y a mieux...Nogow, = CQ(a’) avec
|lwe| < j. Compte tenu du Lemme 4y, est obtenue a partir de laen faisantr
insertions dex danso. Aussi, les autres lettres de, sont les mémes que celles de
et elles interviennent dans le méme ordre. Plus formellénmemoduisons la fonction
E, qui efface toutes les occurrences de la leitrdans un mot : (1F,(A) = A, (2)
E.(a.u) = Eq(u) et (3) E,(b.u) = b.E,(u) pour toute lettré # a. Alors, pour tout
a € X,0nakE,(w,) = E,(0).

Exemple :SoitY = {a, b, c}. On considére le boulB; (o) aveco = baac. SUPpOSONS
qu’en corrigeant les mot#, v/ etc¢’ avec; suffisamment grand, on obtienne, comme
correctionsw,, = baaca, w, = babac etw, = bacac. On a bienE, (w,) = E.(0) =

be, Ey(wy) = Ep(0) = aac et E.(w.) = E.(0) = baa. O

Maintenant, sil'on dispose d’un alphabet avec au moins tatiress, b, ¢, la connais-
sance d&/, (o), Ey(0) et E.(0) permet facilement de construiwell suffit d’aligner les
trois mots précédents :

E,(0) | b
Ey(o) | - a a
E. (o) |b a a

) b a a c

La procédurenLIGNE qui réalise cette construction n'utilise pas de CQ et s'at&en
tempsO (|o|). Elle est donc clairement plus efficace BMTRAIT_CENTRE On obtient
finalement I'Algo. 3 et le Théo. 6.

Algorithm 3 Identification des boules définies avec la distance d'édpiendérée

Require: l'alphabet® = {a4,...,a,} avecn >3
Ensure: la représentatiofo, r) d’une bouleB,.(o)
15«1
2: fori =1to3do
3. while |CQ(al)| > jdoj « j-2end while
4 w; — CQ(dl);e; — E,, (w;)
5: end for
6: 0 <+ ALIGNE(eq, €3, €3)
71— |Jwy| — |0
8: return (o,r)

Théoréme 6
Quand|X| > 3, les boulesB, (o), définies a l'aide de la distance d'édition pondérée,
sont identifiables ave® (log(|o| + r)) requétes de correction, en temfpg|o| + ).
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7 Conclusion

Dans ce travail, nous avons introduit un nouveau type detequdites de correction
(CQ). Des oracles capables de répondre a celles-ci exidéggntde maniere naturelle
sur le web et sont faciles & implémenter. Nous nous sommesteristéressés aux
boules de mots définies avec la distance d’édition. Bienligs'semblent élémentaires,
ces boules sont extrémement complexes d’un point de vueinatobe. Les étudier
nous a permis de toucher du doigtgdométriede X*, treés différente de la géométrie
euclidienne. Enfin, nous avons montré qu’elles n'étaiestg@prenables avec les MQ
et EQ d’Angluin, mais qu’elles I'étaient avec un nombre &imé, voire logarithmique
de CQ. Nous continuons de travailler dans ce domaine, eitypléet pour développer
une application.
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