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Résumé : Il existe un grand nombre de paradigmes permettant d’étudier l’appre-
nabilité de classes de langages : identification à la limite,apprentissage à partir
de requêtes, apprentissage probablement approximativement correct. La compa-
raison entre ces cadres est difficile. Pour en montrer toute la richesse, nous nous
concentrons sur deux classes : les AFD et les boules de mots (au sens de la dis-
tance d’édition).
Mots-clés: Identification à la limite, apprentissage actif, apprentissage PAC, bou-
les de mots, AFD, inférence grammaticale.

1 Introduction

L’étude des propriétés des algorithmes d’apprentissage, et particulièrement de ceux
d’apprentissage de langages, peut être ou bien empirique (basée sur des expérimenta-
tions avec des ensembles de données), ou bien théoriques. Dans ce second cas, il s’agit
d’étudier la capacité de l’algorithme à retrouver (exactement ou approximativement)
un langage cible. Il s’agit également de mesurer les ressources (temps, données) néces-
saires à cette tâche. Différents paradigmes ont été proposés pour rendre compte de cette
notion de convergence avec ressources bornées, mais aucun ne s’est réellement imposé,
et il existe bien peu de comparaisons entre ces définitions.

Dans cet article nous visitons une grande partie des critères d’apprentissage poly-
nomialà travers deux classes de langages très différentes : les langages réguliers (re-
présentés par les automates finis déterministes) et les boules de mots pour la distance
d’édition (Levenshtein, 1965). Ces dernières sont apprenables à partir de données brui-
tées (Tantiniet al., 2006), et de requêtes de correction (Becerra-Bonacheet al., 2007).

Lorsque l’on souhaite prouver qu’une classe de langages estapprenable, il existe
trois paradigmes standards. Le premier, l’identification àla limite (Gold, 1967), mime
le processus cognitif d’un enfant qui apprendrait sa languematernelle en écoutant les
phrases qui circulent dans son environnement. Plus formellement, l’apprenant reçoit
des informations à propos du langage cible qui arrivent sansdiscontinuer, et il émet
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sans cesse des hypothèses. On dit qu’il y a convergence s’il arrive un moment où le
processus est stationnaire et que l’hypothèse est correcte.

Le second, l’apprentissage à partir de requêtes (Angluin, 1987b), aussi appelé ap-
prentissage actif en inférence grammaticale, s’inspire plutôt d’un jeu de devinettes où
l’apprenant (élève) pose des questions à un oracle (professeur) à propos du langage
cible. Le jeu s’arrête lorsque l’apprenant trouve la cible.Bien entendu, les résultats
d’apprentissage dépendent fortement du type de questions que peut poser l’apprenant.

Les deux paradigmes précédents sont au moins aussi intéressants pour les résultats
positifs que pour les résultats négatifs qu’ils permettentd’établir. Dans le cadre de l’ap-
prentissage actif par exemple, si un apprenant ne peut pas deviner un langage cible en
choisissant ses exemples, comment pourrait-il réussir à apprendre à partir d’exemples
qui lui sont imposés par le contexte ?

Le troisième paradigme, l’apprentissage PAC (Valiant, 1984) (Probablement Approxi-
mativement Correct), est beaucoup plus pragmatique. Il formalise une situation où on
cherche à construire automatiquement un modèle prédictif àpartir de données. Dans
ce cadre, on suppose qu’il existe une distributionD sur les mots du langage cible, qui
est utilisée pour obtenir des exemples d’apprentissage et de test. Deux paramètres sont
fixés : le premier,ǫ, est lié à l’erreur du modèle, c’est-à-dire la probabilité qu’un mot
tiré selonD soit mal classé : le second,δ, est lié à la probabilité que les exemples tirés
selonD ne soient pas représentatifs du langage cible.

Ces trois cadres sont habituellement difficiles à comparer,en particulier lorsque des
contraintes d’efficacité entrent en jeu. Quelques exceptions sont à noter comme (Pitt,
1989; Angluin, 1990; Kearns & Valiant, 1989; Haussleret al., 1991; de la Higuera,
1997; Parekh & Honavar, 2000). Si l’approche habituelle estd’introduire un paradigme
d’apprentissage et d’étudier différentes classes de langages pour ce paradigme, nous
choisissons ici de fixer les classes de langages et de faire une étude transversale de leur
apprenabilité selon les paradigmes.

Concernant les AFD, nous complétons la liste des résultats qui pour la plupart sont
connus. Concernant les boules de mots, nos résultats sont généralement négatifs : l’iden-
tification à la limite à partir d’exemples et de contre-exemples est impossible pour la
plupart des définitions, ainsi que l’apprentissage à partirde requêtes d’équivalence et
d’appartenance. L’apprentissage PAC est lui aussi impossible en temps polynomial,
sauf siRP = NP . D’un autre côté, les erreurs sont généralement dues aux contre-
exemples. Ainsi, on montre qu’il est parfois plus facile d’apprendre à partir d’exemples
positifs seulement que d’exemples et de contre-exemples.

La section 2 rassemble un certain nombre de définitions préliminaires. Dans les sec-
tions 3, 4 et 5, nous nous concentrons sur lesbonnes bouleset sur les automates, et nous
présentons les résultats concernant respectivement l’apprentissage PAC, l’apprentissage
actif et l’identification à la limite. Nous envisageons ensuite le cas général des boules
en section 6, avant de conclure en section 7.

2 Définitions

Un alphabetΣ est un ensemble fini non vide de symboles appeléslettres. On suppo-
sera par la suite que|Σ| ≥ 2. Unmotw = a1 · · · an est une séquence finie de lettres. On
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écriraλ le mot vide et|w| la longueur dew. On dit queu est unsous-motdev, dénoté
u � v, si u = a1 . . . an et il existeu0, . . . , un ∈ Σ⋆ tels quev = u0a1u1 . . . anun. On
notelcs(u, v) l’ensemble des plus longs sous-mots communs àu etv.

SoitΣ⋆ l’ensemble des mots deΣ. Un langageest un sous-ensembleL ⊆ Σ⋆. SoitN
l’ensemble des entiers positifs. Pour toutk ∈ N, soientΣ≤k = {w ∈ Σ⋆ : |w| ≤ k} et
Σ>k = {w ∈ Σ⋆ : |w| > k}. On poseA⊕B = (A \B) ∪ (B \A).

L’inférence grammaticale a pour but d’apprendre les langages d’une classeL re-
présentée par les grammaires d’une classeG. L et G sont reliées par une fonction de
nommageL : G → L qui est totale (∀G ∈ G, L(G) ∈ L) et surjective (∀L ∈ L, ∃G ∈
G tel queL(G) = L). Pour n’importe quels motw ∈ Σ⋆ et langageL ∈ L, nous écri-
ronsL |= w si w ∈ L. Concernant les grammaires, elles peuvent être vues comme un
ensemble d’informations permettant à un analyseur (parser) de reconnaître des mots.
Pour n’importe quels motw ∈ Σ⋆ et grammaireG ∈ G, nous écrironsG ⊢ w si
l’analyseur reconnaîtw. Syntaxe et sémantique sont liées :G ⊢ w⇐⇒ L(G) |= w.

Dans la suite, nous considérerons essentiellement les paradigmes d’apprentissage su-
jets à des contraintes d’efficacité. Pour les définir, nous utiliserons‖G‖ pour noter la
taille de la grammaireG (par exemple, le nombre d’états dans le cas des AFD). De plus,
étant donné un ensemble de motsX , nous noterons‖X‖ la somme des longueurs des
mots deX . La notation| · | sera utilisée pour la cardinalité des ensembles.

La distance d’éditiond(w, w′) est le plus petit nombre d’opérations d’éditionné-
cessaire pour transformerw enw′ (Levenshtein, 1965; Crochemoreet al., 2001). Une
opération est soit (1) unesuppression: w = uav et w′ = uv, soit (2) uneinsertion
w = uv et w′ = uav, soit (3) unesubstitution: w = uav et w′ = ubv, oùu, v ∈ Σ⋆,
a, b ∈ Σ eta 6= b. Par exemple,d(abaa, aab) = 2 puisqueabaa −→ aaa −→ aab et la ré-
écriture deabaa enaab ne peut se faire en moins de 2 étapes.d(w, w′) peut être calculé
en tempsO (|w| · |w′|) par programmation dynamique (Wagner & Fisher, 1974).

La distance d’édition est unemétrique. Il est donc naturel d’introduire les boules de
Σ⋆. La boule de centreo ∈ Σ⋆ et de rayonr ∈ N, dénotée parBr(o), est l’ensemble
des mots à distance au plusr deo : Br(o) = {w ∈ Σ⋆ : d(o, w) ≤ r}. Par exemple,
si Σ = {a, b}, B1(ba) = {a,b,aa,ba,bb,aba,baa,bab,bba} et Br(λ) = Σ≤r pour tout
r ∈ N. On noteraBALL(Σ) la famille de toutes les boules.

Du point de vue de l’apprentissage, on représentera la bouleBr(o) par la paire(o, r)
qui servira de grammaire. En effet, sa taille est|o|+log r (ce qui correspond au nombre
de bits nécessaire pour encoder la représentation1). De plus, l’analyseur qui permet de
décider siw ∈ Br(o) est simple : il (1) calculed(o, w) et (2) vérifie que cette distance
est≤ r, ce qui est réalisable en tempsO (|o| · |w|+ log r). Enfin, comme|Σ| ≥ 2,
on peut montrer que(o, r) est une représentation unique, et donccanonique, deBr(o)
(Becerra-Bonacheet al., 2007). Du coup, nous noterons aussiBALL(Σ) la classe des
grammaires associées aux boules.

Unebonne bouleest une boule dont le rayon est au plus égal à la longueur du centre.
L’avantage d’utiliser les bonnes boules est qu’il existe une relation polynomiale entre
la taille du centre et la taille des plus longs mots de la boule. On noteraGB(Σ) la classe
de toutes les bonnes boules (et des grammaires correspondantes).

1Notons que|o| + r n’est pasune mesure correcte de taille : cela correspondrait à un encodage en base 1
du rayonr, ce qui n’est pas considéré comme raisonnable (Garey & Johnson, 1979).
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Un automate fini déterministeest un quintupletA = 〈Σ, Q, q0, F, δ〉 tel queQ est un
ensemble fini d’états,q0 ∈ Q est un état dit initial,δ : Q × Σ → Q est une fonction
de transition etF ⊆ Q est un ensemble d’états dits finaux. On étendδ àΣ⋆. On définit
le langage reconnu parA en posantL(A) = {w ∈ Σ⋆ : δ(q0, w) ∈ F}. La taille d’un
AFD désigne son nombre d’états. On noteAFD(Σ) la classe de tous les AFD sur un
alphabetΣ donné.

Si l’inférence des AFD est un problème étudié depuis 40 ans (Gold, 1967; Pitt,
1989; Angluin, 1987a), apprendre des boules de mots est un problème récent (Becerra-
Bonacheet al., 2007) motivé par la question d’apprendre des classes de langages en
milieu bruité. Une question préliminaire se pose cependant: si toute boule codable enn
bits était représentable par un AFD àp(n) états (oùp() est un polynôme fixé), il suffirait
de réduire l’apprenabilité d’une classe à celle de l’autre.Cependant, ce changement de
représentation n’existe pas, et l’on ignore encore si toute(bonne) boule est représen-
table ou non par un automate de taille polynomiale. Cela implique donc que l’étude
séparée des deux classes (boules et AFD) est utile.

3 Résultats de PAC apprenabilité

Introduit par (Valiant, 1984), le paradigme PAC a été largement utilisé en appren-
tissage automatique. Intuitivement, il vise à construire,avec une grande confiance, de
bonnes approximations d’un concept cible inconnu.

Définition 1 (Hypothèseǫ-bonne)
SoientG la grammaire cible etH une grammaire hypothèse. SoientD une distribu-
tion sur Σ⋆ et ǫ > 0. On dit queH est unehypothèseǫ-bonnepar rapport àG si
PrD(x ∈L(G)⊕ L(H)) < ǫ.

L’apprenabilité PAC des grammaires à partir de mots (de longueur variable) a toujours
été compliquée à définir (Warmuth, 1989; Kearns & Valiant, 1989; Kearns & Vazirani,
1994). En effet, dans la définition standard de l’apprentissage PAC, l’algorithme peut
demander à un oracle des exemples tirés aléatoirement selonla distributionD. Or dans
le cas des mots, il existe toujours un risque de tirer un mot trop long pour être simple-
ment lu en temps polynomial. Pour éviter ce problème, on tiredes exemples à partir
d’une distribution restreinte à des mots plus petits qu’unecertaine valeur donnée par le
lemme suivant :

Lemme 1
SoitD une distribution surΣ⋆. Alors ∀ǫ, δ > 0, avec probabilité> 1− δ, si on tire un
échantillonX d’au moins1

ǫ
ln 1

δ
mots suivantD, la probabilité qu’un nouveau motx

soit plus long que n’importe quel autre mot deX est< ǫ. Formellement, si on définit
µX = max{|y| : y ∈ X}, alorsPrD(|x| > µX) < ǫ.

Preuve : Soit ℓ le plus petit entier tel quePr(Σ>ℓ) < ǫ. Une condition suffisante pour
quePrD(|x| > µX) < ǫ est que l’on prenne un échantillonX suffisamment grand
pour être pratiquement sûr (avec probabilité> 1 − δ) d’avoir au moins un mot plus
long queℓ. Clairement, la probabilité quen mots tirés selonD soient tous de longueur
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< ℓ est≤ (1 − ǫ)n. Donc la probabilité qu’il y ait au moins un mot de longueur≥ ℓ
parmin mots est> 1− (1− ǫ)n. Pour construireX , on veut donc1− (1− ǫ)n > 1− δ,
c’est-à-dire(1−ǫ)n < δ. Comme(1−ǫ)n ≤ e−nǫ, il suffit quen ≥ 1

ǫ
ln 1

δ
pour obtenir

une valeur convenable deµX . �

On demande maintenant à un algorithme d’apprendre une grammaire étant donnés
les paramètres d’erreurǫ et de confianceδ. En outre, on doit lui fournir une borne
n sur la taille de la grammaire cible et une bornem sur la longueur des exemples
d’apprentissage (calculée grâce au lemme 1). L’algorithmepeut demander des exemples
à un oracle. On notera EX() la requête d’un exemple ou d’un contre-exemple et POS-
EX() la requête d’un exemple positif uniquement. Si, en outre,on souhaite un mot de
longueur≤ m, on utilisera EX(m) et POS-EX(m). Formellement, l’oracle retournera
alors un mot tiré selonD,D(L(G)),D(Σ≤m) ouD(L(G)∩Σ≤m) selon la requête, où
D(L) est la restriction deD aux mots deL : PrD(L)(x) = PrD(x)/PrD(L) si x ∈ L,
0 sinon.PrD(L)(x) n’est pas défini siL = ∅.

Définition 2 (Polynomialement PAC apprenable)
Soit G une classe de grammaires.G estPAC apprenable s’il existe un algorithmeA tel
que∀ǫ, δ > 0, pour toute distributionD surΣ⋆, ∀n ∈ N, ∀G ∈ G de taille≤ n, si A
a accès àEX(), ǫ, δ, n etm, alors avec probabilité> 1 − δ, A retourne une hypothèse
ǫ-bonne par rapport àG. Si A s’exécute en temps polynomial en1

ǫ
, 1

δ
, |Σ|, m et n, on

dit queG estpolynomialement PAC apprenable.

Notons que pour pouvoir traiter la longueur non bornée des exemples on peut utiliser
ǫ′ = ǫ

2 et une fraction deδ pour calculerm et accepter de faire une erreur d’au plusǫ′

sur tous les mots de longueur supérieure àm, et utiliser ainsi EX(m) au lieu de EX().
Les techniques typiques prouvant la non apprenabilité PAC reposent souvent sur des

hypothèses de complexité (Pitt & Valiant, 1988). Rappelonsici queRP (‘Randomised
Polynomial Time’) est la classe de complexité des problèmes de décisions pourlesquels
une machine de Turing probabiliste existe et (1) elle fonctionne en temps polynomial en
la taille des données d’entrée, (2) sur une instance négative, elle retourne toujours NON

et (3) sur une instance positive, elle retourne OUI avec une probabilité> 1
2 (sinon,

elle retourne NON). Un tel algorithme est randomisé puisqu’il a le droit de tirer une
pièce à pile ou face pendant son exécution. L’algorithme ne fait des erreurs que dans
le cas positif, et il est important de noter que puisque cetteerreur est< 1

2 , en répétant
l’exécution de l’algorithme autant de fois que nécessaire,on peut la rendre aussi petite
que l’on veut. Nous utiliserons l’hypothèse communément admise queRP 6= NP .
Pour une étude plus approfondie, voir par exemple (Papadimitriou, 1994).

Nous allons montrer que les bonnes boules ne sont pas polynomialement PAC appre-
nables. La preuve suit les lignes classiques de ce genre de résultats : nous montrons
d’abord que le problème de consistance associé estNP-difficile, par réduction à un
problèmeNP-complet (plus long sous-mot commun). Alors, s’il existait un algorithme
polynomial PAC-apprenant les boules, cet algorithme nous fournirait une preuve que ce
problèmeNP-complet est dansRP .
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Lemme 2
Les problèmes suivants sontNP-complets :

1. Plus long sous-mot commun(PLSC) : étant donnésn motsx1 . . . xn et un entier
k, existe-t-il un motw de longueurk et sous-mot de chaquexi ?

2. Plus long sous-mot communs à des mots d’une longueur donnée(PLSCMLD) :
étant donnésn motsx1 . . . xn de longueurs2k, existe-t-il un motw de longueur
k sous-mot de chaquexi ?

3. Boule consistante(BC) : étant donnés deux ensemblesX+ et X− de mots sur
un alphabetΣ, existe-t-il une bonne boule contenantX+ et aucun mot deX− ?

Preuve : (1) Voir (Maier, 1977; Garey & Johnson, 1979). (2) Voir (de laHiguera &
Casacuberta, 2000), problème LCS0, page 42. (3) Nous utilisons une réduction du pro-
blème PLSCMLD. DansX+, nous mettonsλ et les mots de longueurs2k. Nous construi-
sonsX− en prenant chaque mot de longueur2k deX+, et en leur insérant chaque lettre
possible, une fois seulement (ainsi on construit au plusn(2k + 1)|Σ| mots de taille
2k + 1). Une boule qui contientX+ et aucun mot deX− a nécessairement un centre
de longueurk et un rayon dek (puisque nous nous concentrons sur les bonnes boules).
Le centre est alors un sous-mot commun à tous les mots de longueurs2k. Inversement,
si une boule est construite avec un sous-mot de longueurk comme centre, cette boule
est de rayonk, contient aussiλ, et à cause du rayon, ne contient pas d’éléments deX−.
Finalement, le problème est dansNP , puisqu’étant donné un centreu, il est facile de
vérifier simaxx∈X+

d(u, x) < minx∈X−
d(u, x). �

Théorème 1
GB(Σ) n’est pas polynomialementPAC apprenable.

Preuve : Supposons queGB(Σ) soit polynomialement PAC apprenable avecA et pre-
nons l’instance〈X+, X−〉 du problème BC. On poseh = |X+| + |X−| et on définit
surΣ⋆ la distributionPr(x) = 1

h
si x ∈ X+ ∪X−, 0 sinon. Soientǫ = 1

h+1 , δ < 1
2 ,

m = n = max{|w| : w ∈ X+}. Soit Br(o) la boule retournée par une exécution de
A(ǫ, δ, m, n). On teste siX+ ⊆ Br(o) et X− ∩ Br(o) = ∅. S’il n’existe pas de boule
consistante, alorsBr(o) est nécessairement inconsistante avec les données, donc letest
ci-dessus est faux. S’il existe une boule consistante, alors Br(o) est une hypothèseǫ-
bonne, avecǫ < 1

h
. Donc, avec probabilité au moins1− δ > 1

2 , il n’y a pas d’erreur du
tout et le test sera vrai. Clairement, cette procédure s’exécute en temps polynomial en
1
ǫ
, 1

δ
, |Σ|, m et n. Ainsi, si les bonnes boules étaient PAC apprenables, il existerait un

algorithme randomisé pour le problème BC, qui estNP-complet par le lemme 2. �

L’apprentissage PAC des AFD a, lui, fait l’objet de plusieurs études (Pitt, 1989). C’est
un problème difficile (Pitt & Warmuth, 1993) : un algorithme efficace pour les ap-
prendre permettrait la résolution de problèmesNP-difficiles comme le décodage de
clés RSA ou la factorisation des entiers de Blum :

Théorème 2 (Kearns & Vazirani (1994))
AFD(Σ) n’est pas polynomialementPAC apprenable.
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Dans certains cas, il est également intéressant de PAC apprendre à partir de données
positives seulement. Dans ce contexte, durant la phase d’apprentissage, les exemples
sont tirés suivant POS-EX() tandis que durant la phase de test, l’échantillonnage se fait
suivant EX(). Une fois encore, on peut utiliser POS-EX(m), oùm est obtenu grâce au
lemme 1 et à un coût supplémentaire. Il est facile de voir que si dans une classe il y
a deux langagesL1 et L2 tels queL1 ∩ L2 n’est pas vide, alors la classe n’est pas
polynomialement PAC apprenable à partir d’exemples positifs seulement :

Lemme 3
Si L contient deux langagesL1 etL2 tels queL1∩L2 6= ∅, L1 6⊂ L2 etL2 6⊂ L1, alors
L n’est pas polynomialementPAC apprenable à partir d’exemples positifs seulement.

Preuve : Soientw1 ∈ L1−L2, w2 ∈ L2−L1 etw3 ∈ L1∩L2. Ces trois mots existent
par définition. Considérons maintenant la distributionD1 oùPrD1

(w1) = PrD1
(w3) =

1
2 et la distributionD2 où PrD2

(w2) = PrD2
(w3) = 1

2 . Il est facile de voir que lors
de l’apprentissage deL1 à partir deD2 ou deL2 à partir deD1, les exemples tirés ne
seront que des répétitions du motw3. Mais lors du test, l’erreur sera forcément≥ 1

2 . �

Théorème 3
(1) GB(Σ) et (2) AFD(Σ) ne sont pas polynomialementPAC apprenable à partir
d’exemples positifs seulement.

Preuve : (1) SoientL1 = B1(a) et L2 = B1(b). On posew1 = aa, w2 = bb et
w3 = ab. Le résultat découle alors du lemme 3. (2) On considère les AFD reconnais-
santL1 etL2 et les mêmes trois exemples. �

4 Résultats en apprentissage actif

Apprendre à partir de requêtes met en jeu unapprenantcapable d’interroger unoracle
en utilisant des requêtes d’un ensemble donné (Angluin, 1987b). Le but de l’apprenant
est d’identifier la représentation d’un langage inconnu. L’oracle connaît le langage cible
L et répond correctement aux requêtes. Nous utiliserons ici trois types de requêtes :

– les requêtes d’appartenance (MQ) : l’apprenant soumet un motw à l’oracle qui
répond OUI si w ∈ L, NON sinon.

– les requêtes d’équivalence (EQ) : l’apprenant soumet (la représentation d’) un lan-
gageK à l’oracle qui répond OUI si K = L, et sinon retourne un motK ⊕ L.

– les requêtes de correction basées sur la distance d’édition (CQEDIT ) : l’apprenant
soumet un motw à l’oracle qui répond OUI si w ∈ L, et retourne une correction
z ∈ L à distance d’édition minimum dew sinon.

On appelle REQ la classe des requêtes. Par exemple, si l’apprenant a seulement le droit
de faire des requêtes d’appartenance, on aura REQ = {MQ}.

Définition 3
Une classeG estpolynomialement identifiable à partir de REQ s’il existe un algorithme
A capable d’identifier chaqueG ∈ G et tel que, à chaque appel de requêtes, le nombre
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total de requêtes ainsi que le temps utilisé jusqu’à cet appel par A est polynomial en
‖G‖ et en la taille de l’information présentée par l’oracle jusqu’à ce point.

Dans le cas des bonnes boules, nous avons établi :

Théorème 4 (Becerra-Bonacheet al. (2007))
(1) GB(Σ) n’est pas polynomialement identifiable à partir deMQ etEQ. (2)GB(Σ) est
polynomialement identifiable à partir deCQEDIT .

Notons cependant que si l’on donne à l’apprenant un mot de la bonne boule, il peut
alors utiliser un nombre polynomial de MQ seulement.

Dans le cas des AFD, on a :

Théorème 5
(1) AFD(Σ) est polynomialement identifiable à partir deMQ et EQ (Angluin, 1987a)
mais ne l’est pas à partir (2) deMQ uniquement (Angluin, 1987b), (3) deEQ unique-
ment (Angluin, 1990), ni (4) deCQEDIT .

Preuve : (4) SoientAw l’A FD reconnaissantΣ⋆ \{w}, n ∈ N et AFD≤n = {Aw :
w ∈ Σ≤n}. Suivant (Angluin, 1990), nous décrivons un adversaire quimaintient un
ensembleX des AFD possibles. Au début,X = AFD≤n. À chaque requête de cor-
rectionw, l’adversaire répond OUI, éliminant de ce fait un unique AFD : Aw et n’ap-
portant aucune autre information sur les autres AFD. Comme il y aΩ(|Σ|n) AFD dans
AFD≤n, les identifier nécessiteΩ(|Σ|n) requêtes. �

5 Résultats d’identification à la limite

Dans le paradigme standard d’identification à la limite de Gold, un apprenant reçoit
une séquence infinie d’informations (présentation) qui devrait l’aider à trouver la re-
présentationG ∈ G d’un langage cible inconnuL ∈ L. L’ensemble des présentations
admissibles est notéPres, chaque présentation étant une fonctionN → X oùX est un
ensemble. Étant donnéf ∈ Pres, on noterafm lesm+1 premiers éléments def, etf(n)
sonn-ième élément. Par la suite, on utilisera deux sortes de présentations :

– Pres= TEXTE : tous les mots deL sont présentés :f(N) = L(G) ;
– Pres = INFORMATEUR : la présentation est composée de paires étiquetées(w, l)

où(w ∈ L⇒ l = +) et(w 6∈ L⇒ l = −) : f(N) = L(G)×{+}∪L(G)×{−} ;
On noteraPres = PRESENTATION lorsqu’un résultat concernera indifféremment les
TEXTE et les INFORMATEUR.

Définition 4
On dit queG est identifiable à la limite à partir dePress’il existe un algorithmeA tel
que pour toutG ∈ G et pour toute présentationf deL(G), il existe un rangn tel que
pour toutm ≥ n, A(fm) = A(fn) etL(A(fm)) = L(G).

On peut obtenir un grand nombre de résultats d’apprenabilité grâce à cette définition.
Cependant, l’absence de contraintes peut conduire à des algorithmes inutilisables. C’est
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pourquoi plusieurs auteurs ont essayé de définir une identification à la limitepolyno-
miale, en introduisant différents critères d’efficacité et en lescombinant.

5.1 Critères d’identification polynomiale

Premièrement, il est raisonnable de penser que la polynomialité doit concerner la
quantité de temps dont l’algorithme dispose pour apprendre:

Définition 5 (Temps de mise à jour polynomial)
On dit qu’un algorithmeA a untemps de mise à jour polynomials’il existe un polynôme
p() tel que, pour chaque présentationf et chaque entiern, construireA(fn) nécessite un
temps enO(p(‖fn‖)).

Cependant, il est connu que le temps de mise à jour polynomialn’est pas suffisant (Pitt,
1989). En effet, un apprenant pourrait recevoir un nombre exponentiel d’exemples sans
rien faire d’autre qu’attendre, puis utiliser la grande quantité de temps qu’il a accumulé
pour résoudre un problèmeNP-difficile. . .

Deuxièmement, la polynomialité doit aussi concerner la quantité minimum de don-
nées qu’un algorithme doit recevoir pour apprendre :

Définition 6 (Ensemble caractéristique polynomial)
Une classe de grammairesG admet unensemble caractéristique polynomials’il existe
un algorithmeA et un polynômep() tels que pour toute grammaireG ∈ G, il existe
CS ⊆ X avec (1)‖CS‖ ≤ p(‖G‖), (2) L(A(CS)) = L(G) et (3) pour toutf ∈ Pres,
pour toutn ≥ 0, si CS ⊆ fn alorsA(fn) = A(CS). Un tel ensembleCS est appelé
ensemble caractéristiquedeG pourA, et siA existe, on dit queG est identifiable à la
limite en temps CS polynomial.

Notons que si une classe de grammaires admet seulement des ensembles caractéris-
tiques dont la taille est exponentielle, alors aucun algorithme ne pourra converger sans
recevoir une quantité déraisonnable de données ! L’existence d’un ensemble caractéris-
tique polynomial est donc nécessaire mais pas suffisant. Desdéfinitions plus contrai-
gnantes d’ensembles caractéristiques polynomiaux existent (de la Higuera, 1997).

Troisièmement, la polynomialité peut concerner le nombre d’erreurs implicites de
prédiction (Pitt, 1989) que commet l’algorithme durant sonapprentissage :

Définition 7 (Erreur implicite de prédiction)
Étant donnés un algorithme d’apprentissageA et une présentationf, on dit queA

fait une erreur implicite de prédiction(Implicit Prediction Error,IPE) au tempsn si
A(fn−1) 6⊢ f(n). On dit queA est consistants’il change d’avis chaque fois qu’une
erreur de prédiction est détectée avec le nouvel élément.

Définition 8 (Identification I PE polynomiale)
Un algorithmeA identifie une classeG à la limite en tempsIPE polynomial si (1)A
identifie G à la limite, (2)A a un temps de mise à jour polynomial et (3)A fait un
nombre polynomial d’erreurs implicites de prédiction : Soit #IPE(f) = |{k ∈ N :
A(fk) 6⊢ f(k + 1)}| ; il existe un polynômep() tel que, pour chaque grammaireG et
chaque présentationf deL(G), #IPE(f) ≤ p(‖G‖).
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Notons que la première condition n’implique pas les deux autres.
Quatrièmement, on peut borner le nombre de changement d’avis (Mind Changes,

MC) plutôt que le nombre d’IPE (Angluin & Smith, 1983) :

Définition 9 (Changement d’avis)
Étant donnés un algorithmeA et une présentationf, on dit queA change d’avis au temps
n si A(fn) 6= A(fn−1). On dit queA estconservatifs’il ne change jamais d’avis lorsque
son hypothèse courante est consistante avec le nouvel élément présenté.

Définition 10 (Identification M C polynomiale)
Un algorithmeA identifie une classeG à la limite en tempsMC polynomial si (1)A
identifieG à la limite, (2)A a un temps de mise à jour polynomial et (3)A fait un nombre
polynomial de changement d’avis : Soit#MC(f) = |{k ∈ N : A(fk) 6= A(fk+1)}| ; il
existe un polynômep() tel que, pour chaque grammaireG et chaque présentationf de
L(G), #MC(f) ≤ p(‖G‖).

Concernant les deux dernières notions, on peut noter que si un algorithmeA est
consistant alors#IPE(f) ≤ #MC(f) pour chaque présentationf. De la même façon,
si A est conservatif alors#MC(f) ≤ #IPE(f). Aussi, on en déduit le lemme suivant :

Lemme 4
Si A identifie la classeG à la limite en tempsMC polynomial et qu’il est consistant,
alorsA identifieG en tempsIPE polynomial. De même, siA identifieG en tempsIPE

polynomial et qu’il est conservatif, alorsA identifieG en tempsMC polynomial.

5.2 Identification à partir de T EXTE

L’objectif de cette section est de montrer que :

Théorème 6
GB(Σ) est identifiable à la limite à partir deTEXTE (1) en tempsMC polynomial, (2)
en tempsIPE polynomial et (3) en tempsCS polynomial.

Remarquons que comme les AFD reconnaissent une classesuperfiniede langages
(i.e, contenant tous les langages finis et au moins un langage infini), on ne peut pas les
identifier à la limite à partir d’exemples positifs seulement :

Théorème 7 (Gold (1967))
AFD(Σ) n’est pas identifiable à la limite à partir deTEXTE.

Pour montrer le théorème 6, nous introduisons la notion detémoin de minimalitéqui
nous servira aussi pour le théorème 9.

Définition 11 (Témoin de minimalité)
Un témoin de minimalité pourG ∈ G est un ensembleX compatible avecG tel que
∀G′ ∈ G, si X est aussi compatible avecG′, alors‖G′‖>‖G‖ ou bienG′ = G. Il peut
exister 0, 1 ou plusieurs témoins pourG ; on dira queG admetun témoin s’il en existe
au moins un.
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Étant donné un ensembleX = {x1, . . . xn} de mots (ensemble d’apprentissage), on
noteXmax etXmin les mots de longueur maximum et minimum dansX .

Dans le cas des boules,X est un témoin pourBr(o) s’il contient les motsu, v, w tels
que (1)u, v ∈ Xmax, (2) w ∈ Xmin, (3) |u| − |w| = 2r, (4) lcs(u, v) = {o}, (5)
|o| = |u| − r et (6)X ⊆ Br(o). En effet, on peut alors montrer queBr(o) est l’unique
plus petite boule contenantX . Plus précisément, siX ⊆ Br′(o′) alors soitr′ > r,
soit (r′ = r et o′ = o). Cette propriété, assez technique, repose uniquement surles
contraintes (fortes) imposées par les points précédents, et les propriétés élémentaires de
la distance d’édition.

D’autre part, il existe un algorithme polynomial (en‖X‖) pour vérifier siX est le
témoin de minimalité pour une boule, et qui calcule cette bouleBr(o). Il suffit d’extraire
Xmax etXmin, de vérifier si la différence des longueurs entre ces deux ensembles est
paire, ce qui permet de trouverr ; ensuite, on chercheu, v ∈ Xmax admettant un plus
petit sous-mot commun unique, ce qui permet de trouvero. C’est un point délicat car
le cardinal delcs(u, v) peut être> 1.442n (Greenberg, 2003) (oùn = |u| = |v|).
Néanmoins, une structure de données comme le LCS-graphe (Greenberg, 2002) permet
de conclure en temps polynomial ; enfin, on teste les conditions (5) et (6).

Algorithm 1 : Identification des bonnes boules à partir de texte.

Data: Un textef = {x1, x2, . . .}
read(x1) ; c← x1 ; output (x1, 0);
while true do

read(xi);
if fi est un témoin de minimalité pourBr(o) then

output (o, r) (* boule valide *)
else

if c 6∈ Xmax then c← un mot deXmax;
output (c, |c|) (* boule poubelle *)

end
end

On peut maintenant envisager l’algorithme 1. Cet algorithme identifie bienGB(Σ) à
la limite car siBr(o) dénote la boule cible, alors l’algorithme verra un jour les mots
u = aro, v = bro et w de longueur|o| − r qui répondent aux exigences du témoin
de minimalité pourBr(o). De plus, il commet un nombre de MC polynomial. En effet,
il ne change d’hypothèse en faveur d’une boule valide que si celle-ci à un rayon plus
grand que la boule valide précédente, ce qui arrive au plusr fois. De plus, il ne change
d’hypothèse en faveur d’une boule poubelle que lorsqu’il abandonne une boule valide
ou une boule poubelle ne contenant manifestement pas tous les exemples, ce qui arrive
au plusr + 2r fois. Le nombre total de MC est donc≤ 4r, d’où le point (1).

Concernant le point (2), on peut noter de l’Algo. 1 est consistant (c’est l’intérêt d’uti-
liser des boules poubelles). Aussi, le point (2) découle du point (1) et du lemme 4.
Enfin, n’importe quel témoin de minimalité de la boule cible est la base d’un ensemble
caractéristique qui fait converger l’Algo. 1 vers la cible,d’où le point (3).
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5.3 Identification à partir d’I NFORMATEUR

Théorème 8
(1) GB(Σ) n’est pas identifiable à la limite à partir d’INFORMATEUR en tempsIPE

polynomial mais elle l’est (2) en tempsMC polynomial et (3) en tempsCS polynomial.

Preuve : (1) Preuve similaire à celle de (Pitt, 1989) pour les AFD : si GB(Σ) était
identifiable en temps IPEpolynomial à partir d’INFORMATEUR, alorsGB(Σ) serait po-
lynomialement identifiable à partir de EQ, ce qui contredirait le théorème 4. (2) Comme
les hypothèses n’ont pas besoin d’être consistantes avec les données, on peut utiliser
l’algorithme identifiantGB(Σ) à partir de TEXTE en ignorant les exemples négatifs.
(3) Mêmes ensembles caractéristiques que pour le théorème 6(3). �

Concernant les AFD, on obtient :

Théorème 9
(1) AFD(Σ) n’est pas identifiable à la limite en tempsIPE polynomial à partir d’IN-
FORMATEUR (Pitt, 1989) mais elle l’est (2) en tempsMC polynomial et (3) en temps
CS polynomial (Gold, 1978; Oncina & García, 1992).

Pour montrer le deuxième point, nous réutilisons la notion de témoin de minimalité.
On dit queX = 〈X+, X−〉 est un témoin pour l’AFD A = 〈Σ, Q, q0, F, δ〉 si (1) tous les
états et toutes les transitions sont exercés par au moins unechaîne deX , (2) il existe un
mot deX pour chaque état indiquant si celui-ci est final ou non, (3) pour chaque lettre
a, pour chaque transitionδ(q, a) = q′ 6= q′′, il existe des motsw, w′, f tels quew (resp.
w′) soit le plus petit mot (deΣ⋆, au sens de l’ordre hiérarchique) tel queδ(q0, w) = q
(resp.δ(q0, w

′) = q′) etwaf ∈ X+, w′af ∈ X− ouwaf ∈ X−, w′af ∈ X+ rendant
la fusion deq etq′′ impossible.

Si X est un témoin pourA, alors il n’existe pas d’autres AFD de taille inférieure
ou égale à‖A‖ compatible avec cet ensemble. En effet, toute transition absente est
rendue impossible par le témoin et chaque état est rendu nécessaire par les couples
de mots incompatibles deux à deux. De plus,X est un ensemble caractéristique deA
pour l’algorithme RPNI (Oncina & García, 1992; Dupont & Miclet, 1998). Aussi,A est
l’uniqueAFD de taille minimale compatible avecX .

On définit maintenant un algorithme identifiantAFD(Σ) en temps MC polynomial.
Soit A l’algorithme qui comme première hypothèse émet l’hypothèse vide.A change
ensuite d’avis uniquement sifi est un témoin de minimalité pour l’AFD Ai retourné
par RPNI surfi. Clairement, cette vérification se fait en temps polynomialen‖fi‖. Si fi
n’est pas un témoin pourAi, A retourne l’hypothèse précédente (qui n’est pas forcément
consistante).

Chaque fois queA change d’avis, le nombre d’états de l’AFD retourné augmente
strictement (grâce au témoin de minimalité). Comme il est borné par le nombre d’états
de l’AFD cible, le nombre de changement d’avis est polynomial en la taille de l’A FD

cible. Enfin, il arrivera forcément un moment où le témoin de minimalité de l’AFD cible
apparaîtra, et alorsA convergera.A identifie donc bienAFD(Σ) à la limite en temps
MC polynomial.
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6 Le cas des mauvaises boules

Dans cette section dont la justification est essentiellement technique, nous étudions
l’apprenabilité des boules générales. Rappelons qu’une bouleBr(o) est bonne lorsque
r ≤ |o|. Aussi, lorsqu’une boule n’est pas bonne, il est possible que r ≫ 2|o|. Mais
alors, les plus longs mots deBr(o), de taille|o| + r, qui délimitent la frontière exté-
rieure deBr(o), ne sont plus liés polynomialement à la taille des boules (|o| + log r).
Nous nous trouvons donc dans une situation similaire à celles desautomates non déter-
ministes, où il faut parfois considérer des mots de taille exponentielle pour distinguer
deux états (de la Higuera, 1997; Deniset al., 2004). Dans cette section, nous nous inté-
ressons donc aux limites des paradigmes d’apprentissage, quand un algorithme ne peut
plus échapper aux données de longueur exponentielle.

Sans surprise, la plupart des résultats sont négatifs :

Théorème 10
La classeBALL(Σ) n’est pas (1) polynomialementPAC apprenable à partir dePRÉ-
SENTATION, (2) polynomialement identifiable à partir deMQ et EQ, (3) polynomiale-
ment identifiable à partir deCQEDIT , (4) identifiable à la limite en tempsMC polyno-
mial à partir deTEXTE, (5) identifiable à la limite en tempsIPE polynomial à partir de
PRÉSENTATION, (6) identifiable à la limite en tempsCS polynomial à partir dePRÉ-
SENTATION.

Preuve : (1) et (2) viennent des résultats surGB(Σ), de même que (5) dans le cas
des INFORMATEUR. (3) On ne peut pas apprendreBn(λ) sans faire une requête hors
de la boule, ce qui impliquerait un mot de longueur exponentielle (enlog(n)). (6) Les
ensembles caractéristiques deBn(λ) etBn+1(λ) ne sont pas différents sur les mots de
longueur polynomiale (enlog n).

Concernant (4), supposons que nous ayons un apprenantA et un polynômep() tels
que∀G ∈ G, ∀f ∈ Pres, #MC(f) ≤ p(‖G‖). Soit n un entier suffisamment grand, et
considérons la sous-classe cibleBk(λ) aveck ≤ n. Pour chaque cible, on construit
une présentationfk en utilisantA de façon interactive. À chaque étapei, A produit
une hypothèseHi, et nous devons calculer un nouveau motfk(i + 1). Pour cela, si
i = 0 on retourneλ. Sinon, il y a deux cas. (i) SiHi−1 = Bk(λ), alors on retourne
min(Bk(λ) − fki−1) si Bk(λ) − fki−1 6= ∅, et λ sinon. (ii) SiHi−1 6= Bk(λ), alors on
retourneaj+1 si Hi−1 = Bj(λ) avecj = max{|u| : u ∈ fki−1}, etλ sinon.

Chaque présentationfk est alors une présentation (TEXTE) correcte de la cibleBk(λ),
i.e., fk(N) = Bk(λ). Posonsm(k) = min{i ∈ N : fk(i) = ak}. Pour chaquek, fk

et fk+1 coïncident sur les mêmesm(k) valeurs initiales. Alorsfn peut être réécrit en :
λ, . . . , λ, a, . . . , aj, . . . , an,. . . avec :∀0 < j ≤ n, ∀i ∈ {m(j − 1), .., m(j) −
1}, fn(i) = fj(m(j − 1)) = fj(i) = aj−1, et A change d’avis juste avant de rece-
voir le nouvel exempleai. Cela prouve que pour tout polynômep(), ∃n ∈ N tel que
#MC(fn)>p(log n). De la même façon, on peut montrer que#IPE(fn)> p(log n). �

On peut malgré tout montrer le résultat positif suivant :
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TAB . 1 – Vue générale des différents théorèmes présentés.† signale les théorèmes prou-
vés dans le papier et‡ indique les corollaires.

Critères GB(Σ) AFD(Σ) BALL(Σ)

PAC INFORM. NON† Theo. 1 NON Theo. 2 NON‡ Theo. 10 (1)
PAC TEXTE NON† Theo. 3 (1) NON† Theo. 3 (2) NON‡ Theo. 10 (1)

IPE INFORM. NON† Theo. 8 (1) NON Theo. 9 (1) NON‡ Theo. 10 (5)
IPE TEXTE OUI† Theo. 6 (2) NON Theo. 7 NON† Theo. 10 (5)

MC INFORM. OUI† Theo. 8 (2) OUI† Theo. 9 (2) OUI† Theo. 11
MC TEXTE OUI† Theo. 6 (1) NON Theo. 7 NON† Theo. 10 (4)
CS INFORM. OUI† Theo. 8 (3) OUI Theo. 9 (3) NON† Theo. 10 (6)
CS TEXTE OUI† Theo. 6 (3) NON Theo. 7 NON† Theo. 10 (6)

MQ (ou EQ) NON Theo. 4 (1) NON Theo. 5 (2,3) NON‡ Theo. 10 (2)
MQ et EQ NON Theo. 4 (1) OUI Theo. 5 (1) NON‡ Theo. 10 (2)

CQEDIT OUI Theo. 4 (2) NON Theo. 5 (4) NON‡ Theo. 10 (3)

Théorème 11
La classeBALL(Σ) est identifiable en tempsMC polynomial à partir d’INFORMATEUR.

Preuve : Nous montrons qu’il existe un apprenant qui vérifie les données jusqu’à être
sûr qu’il n’existe qu’une boule consistante avec les données et fait donc un unique chan-
gement d’avis. SoientBr(o) la boule cible et〈X+, X−〉 des exemples tels qu’il existe
un motu pour lequel (1)aku, bku ∈ X+, (2) tous les sur-mots deaku et debku de
longueur|u| + 1 + k sont dansX− et (3) siu 6= λ, pour chaque sous-motv deu de
longueur|u|−1, il existe un sur-mot dev de longueur|u|+k dansX−. Notons que (1)
étant donné une bouleBr(o), ces exemples existent toujours ; (2) vérifier si un tel mot
est dansX est enO(‖X‖) ; (3) toutes les opérations d’édition dans un chemin minimal
pour transformero enaku et bku sont des insertions : sinon en changeant l’opération
qui ne serait pas une insertion par une insertion, on peut construire un motw tel que
d(o, w) = d(o, aku)∧w ∈ X− ; Ainsi, o � u ; (4) puisque pour chaque sous-motw de
u il existe un sur-mot de longueur|u|+ k dansX−, aucun sous-mot propre deu n’est
le centre. On en déduit queu = o etk = r. Évidemment, les conditions requises seront
vraies à un certain moment de la présentation. �

7 Conclusion

Nous résumons l’ensemble de nos résultats dans le tableau 1.
Dans un paysage plutôt confus, nous avons fait l’étude systématique de deux classes

de langages dont les définitions reposent sur des principes très différents. Clairement,
le propos de l’article n’était pas de montrer qu’un paradigme est équivalent ou meilleur
qu’un autre : comparer deux classes ne suffit pas.

En revanche, nous avons montré qu’un certain nombre de croyances ne tenaient pas.
Par exemple, il est faux de penser que l’identification en temps MC polynomial im-
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plique celle en temps IPE polynomial. Il est également faux de penser qu’il est plus
simple d’apprendre avec des exemples positifs et négatifs,qu’avec des exemples posi-
tifs seulement. Au delà des raisons techniques propres aux paradigmes d’apprentissage,
c’est d’abord parce que le complémentaire d’une boule n’estpas une boule (de même
que le complémentaire d’un langage hors-contexte n’est pashors-contexte).

Concernant le paradigme PAC, nous n’obtenons aucun résultat positif pour les boules,
résultats déjà connus pour les AFD. Cette difficulté est en fait liée aux distributions utili-
sées. Sous certaines restrictions, on peut obtenir des résultats positifs. Ainsi,AFD(Σ)
est polynomialement PAC apprenable à partir d’exemples simples(Denis, 2001).

Pour finir, il est remarquable de noter que les boules de mots ne sont pas apprenables
avec un nombre polynomial de MQ et EQ, alors que les AFD le sont. Or comme ce
sont des langages finis, les boules sont reconnaissables avec des AFD. Ainsi, une sous
classe d’une classe apprenable pourrait ne pas être apprenable ( !) À celà, il y a deux
explications possibles. D’une part, on peut penser que l’AFD minimal reconnaissant
une boule est de taille exponentielle en la taille de la boule; cette question divise les
auteurs. . . D’autre part, il est possible qu’à partir d’un AFD reconnaissant une boule,
extraire le centre et le rayon de cette dernière ne puisse passe faire en temps polyno-
mial en la taille de l’AFD. Cette question divise également les auteurs. . .

Remerciements :Les auteurs remercient les reviewers pour les problèmes qu’ils ont
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