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Résumé : Il existe un grand nombre de paradigmes permettant détlidppre-
nabilité de classes de langages : identification a la limjp@rentissage a partir
de requétes, apprentissage probablement approximativerogect. La compa-
raison entre ces cadres est difficile. Pour en montrer tautehesse, nous nous
concentrons sur deux classes : lesDfet les boules de mots (au sens de la dis-
tance d’édition).

Mots-clés: Identification a la limite, apprentissage actif, appresdage Rc, bou-

les de mots, AD, inférence grammaticale.

1 Introduction

L'étude des propriétés des algorithmes d’apprentissagmréculierement de ceux
d’'apprentissage de langages, peut étre ou bien empiriqsedbsur des expérimenta-
tions avec des ensembles de données), ou bien théoriquescBaecond cas, il s'agit
d’'étudier la capacité de I'algorithme a retrouver (exa@atrou approximativement)
un langage cible. Il s'agit également de mesurer les resssiftemps, données) néces-
saires a cette tache. Différents paradigmes ont été preposi rendre compte de cette
notion de convergence avec ressources bornées, mais aaisi@stiréellement imposé,
et il existe bien peu de comparaisons entre ces définitions.

Dans cet article nous visitons une grande partie des ci@epprentissage poly-
nomiala travers deux classes de langages trés différentes : lgagas réguliers (re-
présentés par les automates finis déterministes) et leeddalmots pour la distance
d’édition (Levenshtein, 1965). Ces derniéres sont apjmlesa partir de données brui-
tées (Tantinet al,, 2006), et de requétes de correction (Becerra-Bonechk 2007).

Lorsque I'on souhaite prouver qu’'une classe de langageapgsenable, il existe
trois paradigmes standards. Le premier, I'identificatida Bmite (Gold, 1967), mime
le processus cognitif d’un enfant qui apprendrait sa langaternelle en écoutant les
phrases qui circulent dans son environnement. Plus foemelht, I'apprenant recoit
des informations a propos du langage cible qui arrivent siistontinuer, et il émet
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sans cesse des hypothéses. On dit qu’il y a convergencears/ié an moment ou le
processus est stationnaire et que I'’hypothése est carrecte

Le second, I'apprentissage a partir de requétes (Angl@87h), aussi appelé ap-
prentissage actif en inférence grammaticale, s'inspugdpd’un jeu de devinettes ou
I'apprenant (éléve) pose des questions a un oracle (peafgsa propos du langage
cible. Le jeu s'arréte lorsque I'apprenant trouve la citdéen entendu, les résultats
d’apprentissage dépendent fortement du type de questimngayt poser I'apprenant.

Les deux paradigmes précédents sont au moins aussi ir@regour les résultats
positifs que pour les résultats négatifs qu’ils permettiétablir. Dans le cadre de I'ap-
prentissage actif par exemple, si un apprenant ne peut pageden langage cible en
choisissant ses exemples, comment pourrait-il réussipéeagre a partir d’exemples
qui lui sont imposés par le contexte ?

Le troisieme paradigme, I'apprentissageRValiant, 1984) (Probablement Approxi-
mativement Correct), est beaucoup plus pragmatique. thdtise une situation ot on
cherche a construire automatiquement un modele prédigiErér de données. Dans
ce cadre, on suppose qu'il existe une distributidsur les mots du langage cible, qui
est utilisée pour obtenir des exemples d’apprentissage st Deux parameétres sont
fixés : le premierg, est lié a I'erreur du modeéle, c’est-a-dire la probabilitBuspp mot
tiré selonD soit mal classé : le secondl,est li¢ a la probabilité que les exemples tirés
selonD ne soient pas représentatifs du langage cible.

Ces trois cadres sont habituellement difficiles a compareparticulier lorsque des
contraintes d’efficacité entrent en jeu. Quelques excaptsmnt a noter comme (Pitt,
1989; Angluin, 1990; Kearns & Valiant, 1989; Hausségtral., 1991; de la Higuera,
1997; Parekh & Honavar, 2000). Si I'approche habituellelgdstroduire un paradigme
d’'apprentissage et d'étudier différentes classes de gegypour ce paradigme, nous
choisissons ici de fixer les classes de langages et de farétude transversale de leur
apprenabilité selon les paradigmes.

Concernant les AD, nous complétons la liste des résultats qui pour la plumant s
connus. Concernant les boules de mots, nos résultats soiredgment négatifs : I'iden-
tification a la limite a partir d'exemples et de contre-exésmest impossible pour la
plupart des définitions, ainsi que I'apprentissage a paetirequétes d’'équivalence et
d’appartenance. L'apprentissagadPest lui aussi impossible en temps polynomial,
sauf siRP = N'P. D'un autre c6té, les erreurs sont généralement dues auxeeon
exemples. Ainsi, on montre qu’il est parfois plus facilegpjeendre a partir d’exemples
positifs seulement que d’exemples et de contre-exemples.

La section 2 rassemble un certain nombre de définitionsnpirédires. Dans les sec-
tions 3, 4 et 5, nous nous concentrons subl@snes boulest sur les automates, et nous
présentons les résultats concernant respectivementéafigsage K, I'apprentissage
actif et l'identification a la limite. Nous envisageons eitesle cas général des boules
en section 6, avant de conclure en section 7.

2 Définitions

Un alphabet>® est un ensemble fini non vide de symboles appelfgs On suppo-
sera par la suite q&| > 2. Unmotw = a; - - - a,, €St une séquence finie de lettres. On
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écrira) le mot vide effw| la longueur dev. On dit queu est unsous-motlev, dénoté
u = v,Slu=aj...a, etilexisteuy, ...,u, € 3* tels quev = ugaiug ... apu,. ON
notelcs(u, v) 'ensemble des plus longs sous-mots commua®ty.

SoitX* I'ensemble des mots de. Un langageest un sous-ensemhbleC ¥*. SoitN
I'ensemble des entiers positifs. Pour téut N, soientS<* = {w € ¥* : |w| < k} et
Yk ={we ¥ :|w >k}.Onposed® B = (A\ B)U(B\ A).

L'inférence grammaticale a pour but d’apprendre les lapgagjune class& re-
présentée par les grammaires d’'une clags€ et G sont reliées par une fonction de
nommagéd. : G — L quiesttotaleG € G,L(G) € L) et surjective{L € £,3G €
G tel quell(G) = L). Pour n’importe quels mat € ¥* et langagd. € £, nous écri-
ronsL = w siw € L. Concernant les grammaires, elles peuvent étre vues comme u
ensemble d’informations permettant a un analyspargen de reconnaitre des mots.
Pour n'importe quels moty € ¥* et grammaireG € G, nous écrirongy + w si
I'analyseur reconnatt. Syntaxe et sémantique sont liées - w < L(G) | w.

Dans la suite, nous considérerons essentiellement ledigaras d’apprentissage su-
jets a des contraintes d’efficacité. Pour les définir, nollisertons||G|| pour noter la
taille de la grammairé (par exemple, le nombre d’états dans le cas des)ADe plus,
étant donné un ensemble de métsnous noteron§ X || la somme des longueurs des
mots deX . La notation| - | sera utilisée pour la cardinalité des ensembles.

La distance d’'éditiond(w, w’) est le plus petit nombre dpérations d’éditiomé-
cessaire pour transformerenw’ (Levenshtein, 1965; Crochemoeéal, 2001). Une
opération est soit (1) unsuppression w = uav etw’ = wuw, soit (2) uneinsertion
w = uv etw’ = uaw, soit (3) unesubstitution: w = uav etw’ = ubv, oUu,v € ¥*,
a,b € ¥ eta # b. Par exemple](abaa, aab) = 2 puisquezbaa — aaa — aab et laré-
écriture dexbaa enaab ne peut se faire en moins de 2 étapEs:, w') peut étre calculé
en tempO (|w| - |w'|) par programmation dynamique (Wagner & Fisher, 1974).

La distance d’édition est urmaétrique Il est donc naturel d’introduire les boules de
¥*. Laboule de centre € ¥* et de rayorr € N, dénotée paB, (o), est 'ensemble
des mots a distance au plusleo : B,.(0) = {w € ¥* : d(o,w) < r}. Par exemple,
si¥ = {a,b}, By(ba) = {a,b,aa,ba,bb,aba,baa,bab,bba} et B,.(\) = L=" pour tout
r € N. On noteraBALL(X) la famille de toutes les boules.

Du point de vue de I'apprentissage, on représentera la liule par la pairgo, r)
qui servira de grammaire. En effet, sa taille|est-log r (ce qui correspond au nombre
de bits nécessaire pour encoder la représentatibe plus, 'analyseur qui permet de
décider siw € B,.(0) est simple : il (1) calculé(o, w) et (2) vérifie que cette distance
est< r, ce qui est réalisable en tem@x(|o| - |w| + log ). Enfin, commeX| > 2,
on peut montrer quép, r) est une représentation unique, et doanoniquede B, (o)
(Becerra-Bonachet al,, 2007). Du coup, nous noterons auBsit.L L (Y) la classe des
grammaires associées aux boules.

Unebonne boulest une boule dont le rayon est au plus égal a la longueur drecen
L'avantage d'utiliser les bonnes boules est qu’il existe uelation polynomiale entre
la taille du centre et la taille des plus longs mots de la hdDfenoteragg B(X) la classe
de toutes les bonnes boules (et des grammaires correspiesdan

INotons qugo| 4 r n'est pasune mesure correcte de taille : cela correspondrait & urdageoen base 1
du rayonr, ce qui n'est pas considéré comme raisonnable (Garey & doht979).
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Un automate fini déterministest un quintuplefl = (3, Q, qo, F, §) tel queQ est un
ensemble fini d’étatsy, € Q est un état dit initialy : Q x ¥ — @ est une fonction
de transition ef” C @ est un ensemble d’états dits finaux. On étéid-*. On définit
le langage reconnu pat en posani.(A) = {w € ¥* : §(go, w) € F'}. La taille d’'un
AFD désigne son nombre d’'états. On noAeF D (X)) la classe de tous lesmb sur un
alphabet: donné.

Si l'inférence des A&D est un probléme étudié depuis 40 ans (Gold, 1967; Pitt,
1989; Angluin, 1987a), apprendre des boules de mots estolngone récent (Becerra-
Bonacheet al, 2007) motivé par la question d’apprendre des classes dadms en
milieu bruité. Une question préliminaire se pose cependsinibute boule codable en
bits était représentable par urBap(n) états (oip() est un polyndme fixé), il suffirait
de réduire I'apprenabilité d’une classe a celle de 'a®ependant, ce changement de
représentation n’existe pas, et I'on ignore encore si t@m@ne) boule est représen-
table ou non par un automate de taille polynomiale. Celaigupldonc que I'étude
séparée des deux classes (boulesrat)Aest utile.

3 Résultats de RRc apprenabilité

Introduit par (Valiant, 1984), le paradigmea® a été largement utilisé en appren-
tissage automatique. Intuitivement, il vise a construakec une grande confiance, de
bonnes approximations d’'un concept cible inconnu.

Définition 1 (Hypothésee-bonne)

SoientG la grammaire cible el une grammaire hypothése. Soiéntune distribu-
tion sur>* ete > 0. On dit queH est unehypothése:-bonnepar rapport & si
Prp(z eL(G) @ L(H)) < e.

L'apprenabilité Rc des grammaires a partir de mots (de longueur variable) ados]
été compliquée a définir (Warmuth, 1989; Kearns & Valian89;Xearns & Vazirani,
1994). En effet, dans la définition standard de I'appreatjesAc, I'algorithme peut
demander a un oracle des exemples tirés aléatoirementlaal@tributionD. Or dans
le cas des mots, il existe toujours un risque de tirer un nogtlong pour étre simple-
ment lu en temps polynomial. Pour éviter ce probléme, ondizg exemples a partir
d’une distribution restreinte a des mots plus petits quzeréaine valeur donnée par le
lemme suivant :

Lemme 1

SoitD une distribution suE*. Alors¥e,§ > 0, avec probabilité> 1 — §, si on tire un
échantillonX d’au moins% In % mots suivanD, la probabilité qu’'un nouveau mat
soit plus long que n’importe quel autre mot Heest< e. Formellement, si on définit
px = max{|y| : y € X}, alorsPrp(|z| > px) < €.

Preuve : Soit/ le plus petit entier tel qué&r(X>*) < e. Une condition suffisante pour
que Prp(|z| > ux) < € est que I'on prenne un échantillo¥ suffisamment grand
pour étre pratiquement sdr (avec probabilitél — §) d’avoir au moins un mot plus
long quel. Clairement, la probabilité que mots tirés selorD soient tous de longueur
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< Lest< (1 — €)™ Donc la probabilité gu'il y ait au moins un mot de longueur’
parmin mots est> 1 — (1 —¢)™. Pour construiré(, on veutdond — (1 —¢)™ > 1 -,
c'est-a-dirg1—¢)" < 5. Comme(1—e¢)" < e~ "<, il suffitquen > < In 1 pour obtenir
une valeur convenable gex. O

On demande maintenant a un algorithme d’apprendre une gaamgtant donnés
les paramétres d’erreuret de confiancé. En outre, on doit lui fournir une borne
n sur la taille de la grammaire cible et une bomnesur la longueur des exemples
d’apprentissage (calculée grace au lemme 1). L'algoritheut demander des exemples
a un oracle. On noterax) la requéte d’'un exemple ou d'un contre-exemple @sP
Ex() la requéte d’un exemple positif uniguement. Si, en owresouhaite un mot de
longueur< m, on utilisera & (m) et Pos-Ex(m). Formellement, I'oracle retournera
alors un mottiré selo®, D(L(G)), D(X=™) ouD(L(G) N X=") selon la requéte, ou
D(L) est la restriction d@® aux mots de. : Prp(x) = Prp(z)/Prp(L)siz € L,

0 sinon.Prp (1) () n'est pas défini s = §.

Définition 2 (Polynomialement FAC apprenable)

SoitG une classe de grammair€bsestPAC apprenable s'il existe un algorithrietel
queve, o > 0, pour toute distributio® sur¥*,vn € N, VG € G de taille< n, si2

a accés &x(), ¢, , n etm, alors avec probabilité 1 — ¢, 2 retourne une hypothese
e-bonne par rapport@. Si®l s'exécute en temps polynomial én% |2|, m etn, on
dit quegG estpolynomialement Rc apprenable

Notons que pour pouvoir traiter la longueur non bornée demeles on peut utiliser
¢ = § etune fraction dé pour calculen et accepter de faire une erreur d’au ptls
sur tous les mots de longueur supérieure, &t utiliser ainsi & (m) au lieu de K ().

Les techniques typiques prouvant la non apprenabikté il@posent souvent sur des
hypothéses de complexité (Pitt & Valiant, 1988). Rappelongue RP (‘Randomised
Polynomial Time) est la classe de complexité des problémes de décisionsgsouels
une machine de Turing probabiliste existe et (1) elle fameie en temps polynomial en
la taille des données d’entrée, (2) sur une instance négatie retourne toujours BN
et (3) sur une instance positive, elle retournel @vec une probabilité- % (sinon,
elle retourne MN). Un tel algorithme est randomisé puisqu'il a le droit dertiune
piéce a pile ou face pendant son exécution. L'algorithmeaitedes erreurs que dans
le cas positif, et il est important de noter que puisque aatieur esk % en répétant
I'exécution de 'algorithme autant de fois que nécessaingpeut la rendre aussi petite
que I'on veut. Nous utiliserons I'hypothése communémemtiad queRP # NP.
Pour une étude plus approfondie, voir par exemple (Paptthoni1994).

Nous allons montrer que les bonnes boules ne sont pas poigieonent Rc appre-
nables. La preuve suit les lignes classiques de ce genresdiaté : nous montrons
d’abord que le probléeme de consistance associdvgaidifficile, par réduction a un
problemeNP-complet plus long sous-mot commumlors, s'il existait un algorithme
polynomial Ac-apprenant les boules, cet algorithme nous fournirait ueeye que ce
problémeN P-complet est dan®P.
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Lemme 2
Les problemes suivants sakitP-complets :

1. Plus long sous-mot commurfPLsC) : étant donnés motsz; . . . z,, etun entier
k, existe-t-il un motw de longueuk: et sous-mot de chaque ?

2. Plus long sous-mot communs a des mots d’une longueur donn@@.scMLD) :
étant donnés motsz; . ..x, de longueur8k, existe-t-il un motw de longueur
k sous-mot de chaque ?

3. Boule consistantg(Bc) : étant donnés deux ensemblgs et X _ de mots sur
un alphabek, existe-t-il une bonne boule contenat et aucun mot d&_ ?

Preuve : (1) Voir (Maier, 1977; Garey & Johnson, 1979). (2) Voir (deH&uera &
Casacuberta, 2000), probléeme40, page 42. (3) Nous utilisons une réduction du pro-
bléme RscMLD. DansX ., nous mettons et les mots de longueu2&. Nous construi-
sonsX_ en prenant chague mot de longueirde X ., et en leur insérant chaque lettre
possible, une fois seulement (ainsi on construit au pi{&k + 1)|2| mots de taille
2k 4 1). Une boule qui contienk ;. et aucun mot deX_ a nécessairement un centre
de longueuk et un rayon de& (puisque nous nous concentrons sur les bonnes boules).
Le centre est alors un sous-mot commun & tous les mots dedargpk. Inversement,

si une boule est construite avec un sous-mot de longtieomme centre, cette boule
est de rayork, contient aussh, et a cause du rayon, ne contient pas d’élémenfs de
Finalement, le probléme est dah&P, puisqu’étant donné un centig il est facile de
vérifier simax,ex, d(u,r) < mingex_ d(u, ). O

Théoréme 1
GB(X) n’est pas polynomialemeRAC apprenable.

Preuve : Supposons quéB(X) soit polynomialementAT apprenable avedf et pre-
nons linstance/ X, X_) du probléme B. On poseh = | X | + | X_| et on définit
sur¥* la distributionPr(z) = 4 siz € X, U X_, 0 sinon. Soient = ;=5,0 < 3,
m =n = max{|w| : w € X;}. Soit B,.(0) la boule retournée par une exécution de
A(e, 6, m,n). On teste siX; C B,.(0) et X_ N B, (o) = 0. S'il n’existe pas de boule
consistante, alorB,.(0) est nécessairement inconsistante avec les données, dest le
ci-dessus est faux. S'il existe une boule consistantes &pfo) est une hypothése
bonne, avee < % Donc, avec probabilité au moins- § > % iln'y a pas d’erreur du
tout et le test sera vrai. Clairement, cette procédure sigeéen temps polynomial en
1, 3, %], m etn. Ainsi, si les bonnes boules étaientdPapprenables, il existerait un

algorithme randomisé pour le probléme,Rjui est\P-complet par le lemme 2. O

L'apprentissage & des AFD a, lui, fait 'objet de plusieurs études (Pitt, 1989). C'est
un probleme difficile (Pitt & Warmuth, 1993) : un algorithméieace pour les ap-
prendre permettrait la résolution de problemé®-difficiles comme le décodage de
clés RsA ou la factorisation des entiers de Blum :

Théoréme 2 (Kearns & Vazirani (1994))
AFD(X) n'est pas polynomialemeRAC apprenable.
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Dans certains cas, il est également intéressantdeaPprendre a partir de données
positives seulement. Dans ce contexte, durant la phaserdiajissage, les exemples
sont tirés suivant 8s-Ex() tandis que durant la phase de test, I'échantillonnagaite f
suivant Ex(). Une fois encore, on peut utiliseloB-Ex(m), oum est obtenu grace au
lemme 1 et a un codt supplémentaire. Il est facile de voir guuss une classe il y
a deux langage& et Lo tels queL; N Ly, n'est pas vide, alors la classe n’est pas
polynomialement Rc apprenable a partir d’exemples positifs seulement :

Lemme 3
Si L contient deux langagds, etL, tels queLy N Ly # 0, L1 ¢ Lo etLy ¢ Ly, alors
L n’est pas polynomialemeRAC apprenable a partir d’exemples positifs seulement.

Preuve : Soientw; € L1 — Lo, ws € Lo — L1 €tws € L1 N Lo. Ces trois mots existent
par définition. Considérons maintenant la distribuidnou Prp, (w;) = Prp, (w3) =
3 et la distributionD; ot Prp, (w2) = Prp,(ws) = 3. Il est facile de voir que lors
de I'apprentissage dB; a partir deD, ou deL, a partir deD, les exemples tirés ne
seront que des répétitions du mat. Mais lors du test, I'erreur sera fOI’Cémeljlt%. O

Théoréme 3
(1) GB(X) et (2) AFD(X) ne sont pas polynomialemeRAC apprenable a partir
d’exemples positifs seulement.

Preuve : (1) SoientL; = Bj(a) et Ly = Bj(b). On posew; = aa, we = bb et
ws = ab. Le résultat découle alors du lemme 3. (2) On considére ks r&connais-
santl; et L, et les mémes trois exemples. O

4 Résultats en apprentissage actif

Apprendre a partir de requétes met en je@pprenantapable d’interroger uoracle
en utilisant des requétes d’un ensemble donné (Angluin/iP&e but de I'apprenant
est d'identifier la représentation d’un langage inconnaracle connait le langage cible
L et répond correctement aux requétes. Nous utiliseronisityypes de requétes :

— les requétes d'appartenance@M l'apprenant soumet un mat a I'oracle qui

répond QUi siw € L, NON sinon.

— les requétes d'équivalencedf: I'apprenant soumet (la représentation d’) un lan-

gageK aloracle quirépond O1 si K = L, et sinon retourne un mat & L.
— les requétes de correction basées sur la distance di&@@io-, ;) : 'apprenant
soumet un motv & l'oracle qui répond OI siw € L, et retourne une correction
z € L a distance d’édition minimum de sinon.
On appelle RQ la classe des requétes. Par exemple, si 'apprenant a sntléadroit
de faire des requétes d’appartenance, on ag@-R {MQ}.

Définition 3
Une class& estpolynomialementidentifiable a partir deER s'il existe un algorithme
2A capable d’identifier chaqué € G et tel que, & chaque appel de requétes, le nombre
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total de requétes ainsi que le temps utilisé jusqu’a cetlgmoél est polynomial en
IIG|| et en la taille de I'information présentée par I'oracle u'sgece point.

Dans le cas des bonnes boules, nous avons établi :

Théoréme 4 (Becerra-Bonachet al. (2007))
(1) GB(X) n'est pas polynomialement identifiable a partinde etEQ. (2)GB(X) est
polynomialement identifiable a partir @Qg,,; .

Notons cependant que si I'on donne a I'apprenant un mot denad boule, il peut
alors utiliser un nombre polynomial ded/seulement.
Dans le cas des#p,ona:

Théoréme 5

(1) AFD(X) est polynomialement identifiable a partirwe) etEQ (Angluin, 1987a)
mais ne I'est pas a partir (2) d¢Q uniquement (Angluin, 1987b), (3) d& unique-
ment (Angluin, 1990), ni (4) dEQg,; -

Preuve : (4) SoientA4,, I'A FD reconnaissart* \{w}, n € Net AFD<,, = {A, :

w € ¥<"}. Suivant (Angluin, 1990), nous décrivons un adversairengaintient un
ensembleX des AFD possibles. Au débuty = AFD-,,. A chaque requéte de cor-
rectionw, I'adversaire répond @, éliminant de ce fait un unique® : A, et n'ap-
portant aucune autre information sur les autre® AComme il y aQ2(|X|™) AFD dans
AFD<,, les identifier nécessite(|X|™) requétes.

5 Résultats d’identification a la limite

Dans le paradigme standard d’identification a la limite dédGan apprenant regoit
une séquence infinie d’informations (présentation) quraieéVaider a trouver la re-
présentatior? € G d'un langage cible inconnl € L. L'ensemble des présentations
admissibles est notéres chaque présentation étant une foncfibr- X ou X estun
ensemble. Etant donfiéc Pres on noterd,, lesm -+ 1 premiers éléments deetf(n)
sonn-iéme élément. Par la suite, on utilisera deux sortes deptaons :

— Pres= TEXTE : tous les mots dé& sont présentésf(N) = L(G) ;

— Pres = INFORMATEUR : la présentation est composée de paires étiquéteds

ol(weL=l=+)etwgd L=1=—):fN)=L(G) x {+}UL(G) x {—};
On noteraPres = PRESENTATION lorsqu’un résultat concernera indifféremment les
TEXTE et les NFORMATEUR.

Définition 4

On dit quegG est identifiable a la limite a partir deres s'il existe un algorithmé! tel
que pour tout? € G et pour toute présentatidrdelL(G), il existe un rang tel que
pour toutm > n, A(f,,) = A(f,,) etL(A(f,,)) = L(G).

On peut obtenir un grand nombre de résultats d’apprenabiiéice a cette définition.
Cependant, I'absence de contraintes peut conduire a da#thiges inutilisables. C'est
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pourquoi plusieurs auteurs ont essayé de définir une ideatidn a la limitepolyno-
miale en introduisant différents critéres d’efficacité et endembinant.

5.1 Critéres d’'identification polynomiale

Premiérement, il est raisonnable de penser que la polytitdnitit concerner la
quantité de temps dont I'algorithme dispose pour apprendre

Définition 5 (Temps de mise a jour polynomial)

On dit qu’un algorithmé@l a untemps de mise a jour polynomigil existe un polynéme
p() tel que, pour chaque présentatfaet chaque entier, construirel(f,,) nécessite un
temps erO(p(||f,[|))-

Cependant, il est connu que le temps de mise & jour polynareisi pas suffisant (Pitt,
1989). En effet, un apprenant pourrait recevoir un nombp@e&ntiel d’exemples sans
rien faire d'autre qu’attendre, puis utiliser la grandemjité de temps qu'’il a accumulé
pour résoudre un problertéP-difficile. . .

Deuxiemement, la polynomialité doit aussi concerner lantjttaminimum de don-
nées qu’un algorithme doit recevoir pour apprendre :

Définition 6 (Ensemble caractéristique polynomial)

Une classe de grammair@sadmet urensemble caractéristique polynonsal existe
un algorithmel et un polynéme() tels que pour toute grammaité € G, il existe
Cs C X avec (1)|Cs| < p(||G]l), @)L(2(Cs)) = L(G) et (3) pour touf € Pres
pour toutn > 0, siCs C f,, alors(f,,)) = 4(Cs). Un tel ensembl&€s est appelé
ensemble caractéristique G pour?l, et si2l existe, on dit quég est identifiable a la
limite en temps G polynomial

Notons que si une classe de grammaires admet seulement slrsldeas caractéris-
tiques dont la taille est exponentielle, alors aucun algoré ne pourra converger sans
recevoir une quantité déraisonnable de données! L'existdiun ensemble caractéris-
tique polynomial est donc nécessaire mais pas suffisantdBfasitions plus contrai-
gnantes d’ensembles caractéristiques polynomiaux exigte la Higuera, 1997).

Troisiemement, la polynomialité peut concerner le nombegreurs implicites de
prédiction (Pitt, 1989) que commet I'algorithme durant apprentissage :

Définition 7 (Erreur implicite de prédiction)

Etant donnés un algorithme d’apprentiss@get une présentatiofy on dit que2l
fait une erreur implicite de prédictiofimplicit Prediction Error PE) au tempsn Si
A(f,,_,) ¥ f(n). On dit quel est consistants’il change d’avis chaque fois qu’une
erreur de prédiction est détectée avec le nouvel élément.

Définition 8 (Identification | PE polynomiale)

Un algorithmel identifie une classg a la limite en temp$PE polynomial si (1)1
identifie G a la limite, (2)2 a un temps de mise a jour polynomial et @B)fait un
nombre polynomial d’erreurs implicites de prédiction : tSBIPE(f) = |{k € N :
A(f,) 7 f(k + 1)}, il existe un polynéme() tel que, pour chaque grammaiteet
chaque présentatidrdelL(G), #1PE(f) < p(||G]|)-
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Notons que la premiére condition n'implique pas les deuxesut
Quatriemement, on peut borner le nombre de changemensdldvind Changes
Mc) plutdt que le nombre dHE (Angluin & Smith, 1983) :

Définition 9 (Changement d’avis)

Etant donnés un algorithreet une présentatidnon dit que change d’avis au temps
n siA(f,) # A(f,,_,). Ondit quel estconservatifs'il ne change jamais d’avis lorsque
son hypothése courante est consistante avec le nouvelrdignésenté.

Définition 10 (Identification M ¢ polynomiale)

Un algorithme( identifie une classg a la limite en temp$Ac polynomial si (1)1

identifieG a la limite, (221 a un temps de mise a jour polynomial etgBfait un nombre
polynomial de changement d’avis : SgiMc(f) = [{k € N : A(f,) # A(f, )} il

existe un polynéme() tel que, pour chaque grammalreet chaque présentatibrde
L(G), #Mc(f) < p(|G)-

Concernant les deux derniéres notions, on peut noter qua algorithme2l est
consistant alorgt1Pe(f) < #Mc(f) pour chaque présentatiénDe la méme fagon,
si 2 est conservatif alorgMc(f) < #1pPg(f). Aussi, on en déduit le lemme suivant :

Lemme 4

Si 2l identifie la class& a la limite en temp$1c polynomial et qu’il est consistant,
alors2l identifieG en temp4 PE polynomial. De méme, S identifieG en tempd PE
polynomial et qu'il est conservatif, alogs identifieG en tempac polynomial.

5.2 ldentification a partir de T EXTE

L'objectif de cette section est de montrer que :

Théoréme 6
GB(X) est identifiable a la limite a partir FEEXTE (1) en temp3Vic polynomial, (2)
en tempd4PE polynomial et (3) en temp8s polynomial.

Remarquons que comme les B reconnaissent une classaperfiniede langages
(i.e, contenant tous les langages finis et au moins un langagé iefinne peut pas les
identifier a la limite a partir d’exemples positifs seulernen

Théoréme 7 (Gold (1967))
AFD(X) n'est pas identifiable & la limite & partir deXTE.

Pour montrer le théoréme 6, nous introduisons la notiotéah®in de minimalit@ui
nous servira aussi pour le théoreme 9.

Définition 11 (Témoin de minimalité)

Un témoin de minimalité pou € G est un ensembl& compatible avec: tel que
VG’ € G, si X estaussi compatible avét, alors||G’||>||G|| ou bienG' = G. Il peut
exister 0, 1 ou plusieurs témoins pdsir on dira ques admetun témoin s’il en existe
au moins un.
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Etant donné un ensemblé = {xz,,...z,} de mots (ensemble d’apprentissage), on
note X ™ et X" les mots de longueur maximum et minimum dans

Dans le cas des bouleX, est un témoin pouB,. (o) s'il contient les mots:, v, w tels
que (Lu,v € X™@ (2)w € X™", (3) |u| — |w| = 27, (4)les(u,v) = {o}, (5)
lo| = |u| — r et (6) X C B,(0). En effet, on peut alors montrer qiit (o) est I'unique
plus petite boule contenaX. Plus précisément, s C B,. (o) alors soitr’ > r,
soit (' = r eto’ = o). Cette propriété, assez technique, repose uniquemeigssur
contraintes (fortes) imposées par les points précéderi¢s, propriétés élémentaires de
la distance d’édition.

D’autre part, il existe un algorithme polynomial (8X||) pour vérifier siX est le
témoin de minimalité pour une boule, et qui calcule cettdd®u (o). Il suffit d’extraire
Xmer et X™" de vérifier si la différence des longueurs entre ces dewrehies est
paire, ce qui permet de trouver ensuite, on cherche, v € X™%* admettant un plus
petit sous-mot commun unique, ce qui permet de trouv€r'est un point délicat car
le cardinal delcs(u, v) peut étre> 1.442™ (Greenberg, 2003) (ott = |u| = |v|).
Néanmoins, une structure de données commeskedraphe (Greenberg, 2002) permet
de conclure en temps polynomial ; enfin, on teste les comdit{b) et (6).

Algorithm 1 : Identification des bonnes boules a partir de texte.

Data: Un textef = {z1,29,...}

read(x1); ¢ < x1; output (z1,0);

while true do

read(x;);

if f, est un témoin de minimalité poi#, (o) then

| output (o,r) (* boule valide *)

else
if c ¢ X™ then ¢ «+ un mot deX™*%;
output (¢, |c|) (* boule poubelle *)

end

end

On peut maintenant envisager I'algorithme 1. Cet algoréhaentifie bienGB(%) a
la limite car siB,.(0o) dénote la boule cible, alors I'algorithme verra un jour lestsn
u = a"o,v = b"o etw de longueuro| — r qui répondent aux exigences du témoin
de minimalité pouiB, (o). De plus, il commet un nombre dedwpolynomial. En effet,

il ne change d’hypothése en faveur d’'une boule valide quelk-ci a un rayon plus

grand que la boule valide précédente, ce qui arrive aurplais. De plus, il ne change
d’hypothése en faveur d’'une boule poubelle que lorsquédlratonne une boule valide
ou une boule poubelle ne contenant manifestement pas egdemples, ce qui arrive
au plusr + 2r fois. Le nombre total de M est donc< 4r, d’ou le point (1).

Concernant le point (2), on peut noter de I'Algo. 1 est cdasis(c’est I'intérét d'uti-
liser des boules poubelles). Aussi, le point (2) découle dintp(1) et du lemme 4.
Enfin, n'importe quel t¢émoin de minimalité de la boule cibét la base d’'un ensemble
caractéristique qui fait converger I'Algo. 1 vers la cildégu le point (3).
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5.3 Identification & partir d'l NFORMATEUR

Théoréme 8
(1) GB(X) n'est pas identifiable a la limite & partir l\FORMATEUR en tempsd PE
polynomial mais elle I'est (2) en tempsc polynomial et (3) en tempSs polynomial.

Preuve : (1) Preuve similaire a celle de (Pitt, 1989) pour lesDA si GB(X) était
identifiable en tempsPlE polynomial & partir d’NFORMATEUR, alorsGB(X) serait po-
lynomialementidentifiable a partir dedzce qui contredirait le théoréme 4. (2) Comme
les hypothéses n’ont pas besoin d’'étre consistantes avaiblaées, on peut utiliser
I'algorithme identifiantGB(X) a partir de EXTE en ignorant les exemples négatifs.
(3) Mémes ensembles caractéristiques que pour le théoré®)e 6 O

Concernant les AD, on obtient :

Théoréme 9

(1) AFD(X) n’est pas identifiable a la limite en temjg=e polynomial a partir dN-
FORMATEUR (Pitt, 1989) mais elle I'est (2) en tempkc polynomial et (3) en temps
Cs polynomial (Gold, 1978; Oncina & Garcia, 1992).

Pour montrer le deuxiéme point, nous réutilisons la notieméinoin de minimalité.
OnditqueX = (X, X_) estuntémoin pour'AD A = (2, Q, qo, F, 6) si (1) tous les
états et toutes les transitions sont exercés par au moirchaiiee deX, (2) il existe un
mot deX pour chaque état indiquant si celui-ci est final ou non, (jrphaque lettre
a, pour chaque transitiof(q, a) = ¢’ # ¢”, il existe des mots), w’, f tels quew (resp.
w') soit le plus petit mot (d&*, au sens de I'ordre hiérarchique) tel gi(gy, w) = ¢
(resp.d(qo,w') = ¢') etwaf € X, w'af € X_ouwaf € X_,w'af € X, rendant
la fusion deg etq” impossible.

Si X est un témoin pour, alors il n'existe pas d’autres # de taille inférieure
ou égale d|A|| compatible avec cet ensemble. En effet, toute transiticerte est
rendue impossible par le témoin et chaque état est rendwsseioe par les couples
de mots incompatibles deux a deux. De plisest un ensemble caractéristiquele
pour I'algorithme RPNI (Oncina & Garcia, 1992; Dupont & Miclet, 1998). Ausdigest
I'unique AFD de taille minimale compatible avex.

On définit maintenant un algorithme identifisdtFD(X) en temps M polynomial.
Soit 2 I'algorithme qui comme premiére hypothése émet I'hypathéde.2l change
ensuite d’avis uniqguement & est un témoin de minimalité pour I'#0 A, retourné
par ReNI surf,. Clairement, cette vérification se fait en temps polynomf, ||. Sif,
n’est pas un témoin pout;, 2 retourne I’hypothése précédente (qui n’est pas forcément
consistante).

Chaque fois quél change d’avis, le nombre d’états de FA retourné augmente
strictement (grace au témoin de minimalité). Comme il eshé@ar le nombre d’états
de I'AFD cible, le nombre de changement d’avis est polynomial enille @e I'AFD
cible. Enfin, il arrivera forcément un moment ou le témoin deimalité de I'AFD cible
apparaitra, et alord convergera?l identifie donc biendFD(X) a la limite en temps
M c polynomial.
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6 Le cas des mauvaises boules

Dans cette section dont la justification est essentielléteahnique, nous étudions
I'apprenabilité des boules générales. Rappelons qu’unkeli?). (o) est bonne lorsque
r < |o|. Aussi, lorsqu’une boule n’est pas bonne, il est possibkeq 2/°l. Mais
alors, les plus longs mots d8, (o), de taille|o| + r, qui délimitent la frontiere exté-
rieure deB,.(0), ne sont plus liés polynomialement & la taille des boulgst log ).
Nous nous trouvons donc dans une situation similaire acéeautomates non déter-
ministes ou il faut parfois considérer des mots de taille expondatmour distinguer
deux états (de la Higuera, 1997; Deatsal, 2004). Dans cette section, nous nous inté-
ressons donc aux limites des paradigmes d’apprentissagedain algorithme ne peut
plus échapper aux données de longueur exponentielle.

Sans surprise, la plupart des résultats sont négatifs :

Théoréme 10

La classeBALL(X) n'est pas (1) polynomialemeRAC apprenable a partir dere-
SENTATION, (2) polynomialement identifiable a partir #qQ et EQ, (3) polynomiale-
ment identifiable a partir dEQg,,, (4) identifiable a la limite en temgd c polyno-
mial a partir deTEXTE, (5) identifiable a la limite en tempgE polynomial a partir de
PRESENTATION, (6) identifiable a la limite en temp3s polynomial a partir dePRE-
SENTATION.

Preuve : (1) et (2) viennent des résultats sGi3(X), de méme que (5) dans le cas
des NFORMATEUR. (3) On ne peut pas apprendBg, (\) sans faire une requéte hors
de la boule, ce qui impliquerait un mot de longueur expordint{enlog(n)). (6) Les
ensembles caractéristiquesBg()\) et B,,.1(\) ne sont pas différents sur les mots de
longueur polynomiale (etog n).

Concernant (4), supposons gque nous ayons un apprainainan polyndme() tels
quevG € G,vf € Pres #Mc(f) < p(||G]|). Soitn un entier suffisamment grand, et
considérons la sous-classe cililg(\) aveck < n. Pour chaque cible, on construit
une présentatiof en utilisant2 de facon interactive. A chaque étape produit
une hypothéséi;, et nous devons calculer un nouveau rffat + 1). Pour cela, si
i = 0 on retourne\. Sinon, il y a deux cas. (i) Sif;_; = By()), alors on retourne
min(By(\) — ¥ ) si BL(\) — f¥ | # 0, et X sinon. (ii) SiH;_; # B()\), alors on
retournes’ ! si H; 1 = B;()\) avecj = max{|u| : u € f¥ |}, et\ sinon.

Chagque présentatidfi est alors une présentationgXTE) correcte de la cibl@;, (A,
i.e, f*(N) = By()\). Posonsn(k) = min{i € N : f*(i) = a*}. Pour chaqué;, f*
etf*! coincident sur les mémes(k) valeurs initiales. Alors™ peut étre réécrit en :
A A a, ., al, o, a.. avec V0 < § < n, Vi € {m(j —1),...,m(j) —
1},f"(i) = ff(m(j — 1)) = (i) = o/~', et A change d’avis juste avant de rece-
voir le nouvel exemple®. Cela prouve que pour tout polynémé), 3n € N tel que
#Mc(f")>p(logn). De la méme fagon, on peut montrer qePE(f")> p(logn). O

On peut malgré tout montrer le résultat positif suivant :
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TAB. 1 —Vue générale des différents théorémes présemsigmale les théorémes prou-

vés dans le papier étindique les corollaires.

| Criteres | GB(Y) | AFD(Y) | BALL(Y) |

Pac INFORM. || NoNT | Theo. 1 NoN | Theo. 2 NoN*® | Theo. 10 (1)
Pac TEXTE || NoNT | Theo.3 (1)|| NoNT | Theo. 3 (2) || Non* | Theo. 10 (1)

IPEINFORM. || NoNT | Theo.8 (1)[| NoN | Theo.9 (1) || Non® | Theo. 10 (5)

IPETEXTE Oul™ | Theo.6 (2)|| NoN | Theo. 7 NoN' | Theo. 10 (5)
Mc INFORM. || Oui’ | Theo.8(2)]| OuiT | Theo.9(2) || Oul™ | Theo. 11
Mc TEXTE Oul™ | Theo.6 (1)|| NoN | Theo. 7 NoN' | Theo. 10 (4)
CsINFORM. || OulT | Theo.8(3)| Oul | Theo.9(3) || NoNT | Theo. 10 (6)

CS TEXTE Oul™ | Theo.6 (3)|| NoN | Theo.7 NoNT | Theo. 10 (6)

MQ (ou EQ) NoN | Theo.4 (1)[] NoN | Theo.5 (2,3)]] Non* | Theo. 10 (2)
MQ et EQ NON | Theo.4 (1)[| Oul | Theo.5(1) || Non* | Theo. 10 (2)
CQepir Oul | Theo.4 (2)|| NoN | Theo.5(4) || Non* | Theo. 10 (3)

Théoréme 11
LaclassBALL(Y) estidentifiable en tempdc polynomial a partir A" NFORMATEUR.

Preuve : Nous montrons qu’il existe un apprenant qui vérifie les desnésqu’a étre
sOr qu’il n’existe qu’une boule consistante avec les doaeé&ait donc un unique chan-
gement d’avis. SoienB,.(0) la boule cible e{ X, X_) des exemples tels qu'il existe
un motu pour lequel (1)a*u, b*u € X, (2) tous les sur-mots dé‘u et deb*u de
longueur|u| + 1 + & sont dansX _ et (3) siu # A, pour chaque sous-motde v de
longueuru| — 1, il existe un sur-mot de de longueufu| + k dansX_. Notons que (1)
étant donné une boulB, (o), ces exemples existent toujours; (2) vérifier si un tel mot
estdansX estenO(|| X]||); (3) toutes les opérations d’édition dans un chemin minimal
pour transformep en a*u et b*u sont des insertions : sinon en changeant I'opération
qui ne serait pas une insertion par une insertion, on pegtagre un motw tel que
d(o,w) = d(o,a*u) Aw € X_; Ainsi, o < u; (4) puisque pour chaque sous-motle

u il existe un sur-mot de longueli| + k£ dansX _, aucun sous-mot propre den’est

le centre. On en déduit que= o etk = r. Evidemment, les conditions requises seront
vraies a un certain moment de la présentation. O

7 Conclusion

Nous résumons I'ensemble de nos résultats dans le tableau 1.

Dans un paysage plutdt confus, nous avons fait I'étude isptéue de deux classes
de langages dont les définitions reposent sur des prinaigeslifférents. Clairement,
le propos de I'article n’était pas de montrer qu’'un paradigrst équivalent ou meilleur
qu’un autre ; comparer deux classes ne suffit pas.

En revanche, nous avons montré qu’un certain nombre demcegae tenaient pas.
Par exemple, il est faux de penser que lidentification enpetdc polynomial im-
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plique celle en tempsPE polynomial. Il est également faux de penser qu'il est plus
simple d’apprendre avec des exemples positifs et négqtifayec des exemples posi-
tifs seulement. Au dela des raisons techniques propresamadigmes d’apprentissage,
c’est d’abord parce que le complémentaire d’'une boule pastune boule (de méme
que le complémentaire d’'un langage hors-contexte n’esh@@scontexte).

Concernant le paradigme®, nous n’obtenons aucun résultat positif pour les boules,
résultats déja connus pour les B\ Cette difficulté est en fait liée aux distributions utili-
sées. Sous certaines restrictions, on peut obtenir ddsatésuositifs. Ainsi,AFD(X)
est polynomialement4Z apprenable a partir dkemples simplg®enis, 2001).

Pour finir, il est remarquable de noter que les boules de next®nt pas apprenables
avec un nombre polynomial de et EQ, alors que les AD le sont. Or comme ce
sont des langages finis, les boules sont reconnaissablesles&¥D. Ainsi, une sous
classe d’'une classe apprenable pourrait ne pas étre apfEdmpA cela, il y a deux
explications possibles. D’une part, on peut penser qued inimal reconnaissant
une boule est de taille exponentielle en la taille de la bpoégte question divise les
auteurs. .. D’autre part, il est possible qu’a partir d’'urDAreconnaissant une boule,
extraire le centre et le rayon de cette derniére ne puisseepfsre en temps polyno-
mial en la taille de I'AD. Cette question divise également les auteurs. ..
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