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A Emmanuelle.

“Trois allumettes une à une allumées dans la nuit,

la première pour voir ton visage tout entier,

la seconde pour voir tes yeux,

la dernière pour voir ta bouche,

et l’obscurité toute entière

pour me rappeler tout cela,

en te serrant dans mes bras.”

Paris at night, Yves Montant & Jacques Prévert.
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m’ont ouvert, je crois, sur de nouvelles perspectives.

Je remercie M. Philippe Jorrand et M. Didier Bert qui ont été mes directeurs de thèse of-
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Je remercie plus généralement toutes les personnes qui ont contribué à la réalisation de
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5 Surréduction de graphes admissibles 83
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Chapitre 1

Introduction

Généralités sur les langages logico-fonctionnels

Les langages logico-fonctionnels [dGL86, Han94] sont des langages de programmation de
très haut niveau permettant de définir dans un formalisme unifié des types de données, des
fonctions et des prédicats (relations). Ces langages, résultants de l’intégration des langages
logiques et des langages fonctionnels, ont de nombreux avantages. Pour illustrer nos dires, nous
considérons un exemple simple de programme utilisant les entiers naturels définis à partir des
constructeurs 0 et s désignants respectivement la constante zéro et la fonction successeur.
Notre programme définit une opération et deux prédicats : l’opération d’addition + sur les
entiers et les prédicats Pair et Impair qui réussissent si leurs arguments sont des naturels
pairs ou impairs. Si nous écrivons ce programme dans un langage logico-fonctionnel comme
LPG [BE86, BER94] ou EQLOG [GM86], nous obtenons ceci :

0 + x == x

s(x) + y == s(x + y)

Pair(x + x)

Impair(s(x)) <== Pair(x)

Par rapport aux langages logiques, on constate que les langages logico-fonctionnels offrent
la possibilité de définir des opérations, comme l’addition, alors qu’il faut les coder avec des
prédicats, comme Add, dans un langage logique pur [SS86] :

Add(0,x,x)

Add(s(x),y,s(z)) <== Add(x,y,z)

De plus, la possibilité de définir des fonctions permet d’éviter l’utilisation de primitives de
contrôle, comme le cut, qui font de Prolog un langage logique impur [GM86]. Enfin, du point
de vue de la sémantique opérationnelle (c’est-à-dire le mode d’exécution des programmes),
les langages logico-fonctionnels sont plus efficaces que les langages logiques : l’usage de fonc-
tions dans les programmes permet des évaluations déterministes d’expressions alors que ces
évaluations sont indéterministes (donc coûteuses) dans les langages logiques purs.

Par rapport aux langages fonctionnels, les langages logico-fonctionnels sont, là aussi, plus
faciles à utiliser. Dans notre exemple de programme, les prédicats Pair et Impair sont définis
à l’aide de clauses de Horn alors qu’il faudrait les coder avec des fonctions dans un langage
fonctionnel pur comme OBJ3 [GKK+87] :

9
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pair(0) == true

impair(0) == false

pair(s(x)) == impair(x)

impair(s(x)) == pair(x)

De plus, les langages logico-fonctionnels permettent de résoudre des buts, comme par exemple
i + j == s(s(0)) & Pair(i), en autorisant l’usage de variables logiques permettant l’in-
version de fonctions1 et l’utilisation de structures de données partielles [Red85]. Ces ca-
ractéristiques n’existent pas dans les langages fonctionnels purs.

En outre, les langages logico-fonctionnels jouissent des avantages qui découlent de
l’intégration de la programmation logique et fonctionnelle. Dans notre exemple, on constate
que la définition de Pair se fait à l’aide d’une opération, +, que nous avons nous-même définie.
De même, on pourrait imaginer une opération définie à l’aide d’un prédicat :

pair(x) == true <== Pair(x)

pair(x) == false <== Impair(x)

Les langages logico-fonctionnels permettent donc des définitions mutuellement récursives de
fonctions et de prédicats. Cette caractéristique leur confère une grande souplesse.

Plusieurs langages logico-fonctionnels ont été proposés durant les vingt dernières années.
[dGL86] et [Han94] présentent une compilation significative des propositions faites. Parmi
les plus célèbres, citons LogLisp [RS82] (le tout premier d’entre eux), SLOG [Fri85],
LPG [BE86, BE95], EQLOG [GM86], Life [AN86, AN89], ALF [Han90], K-LEAF [GLMP91],
Babel [MR92], Escher [Llo94] et Curry [HAK+99]. A cela, il faut ajouter les langages lo-
giques avec contraintes, comme Prolog3 [Col90], et les langages qui tentent d’intégrer tous les
paradigmes de programmation, comme Oz [Smo95].

Objectifs de la thèse

L’étude de la mise en œuvre des langages logico-fonctionnels fait encore partie du domaine
de la recherche. Mais des progrès importants ont été réalisés ces dernières années. En effet,
une sémantique opérationnelle très efficace a été proposée [AEH94a, AEH97a] et plusieurs
machines abstraites ont été inventées pour la compilation de ces langages comme par
exemple [LK99] (voir le catalogue établi dans [Han94]). Cependant, toutes les propositions
faites se restreignent à des calculs basés sur les termes de premier ordre. Cette restriction
importante permet de manipuler les types abstraits algébriques [EM85] mais elle rend difficile
la définition de certaines structures de données modélisées sous la forme de graphes cycliques.

Dans cette thèse, nous introduisons les graphes cycliques comme structure
de données de base des langages logico-fonctionnels puis nous étudions les
conséquences qui en découlent sur la sémantique opérationnelle de ces langages.

L’utilisation de graphes cycliques dans un langage logico-fonctionnel a trois avantages
majeurs. Tout d’abord, la syntaxe du langage considéré est plus expressive que celles des
langages logico-fonctionnels actuels car les graphes cycliques permettent de représenter les
types de données du monde réel. Pour s’en convaincre, nous considérons le graphe de la
Figure 1.1. Ce graphe représente une famille composée de deux adultes, Adam et Eve, et de

1On parle de bidirectionalité dans l’évaluation des arguments d’une fonction ou d’un prédicat.
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adult

"Adam"

adult

"Eve"

child

"Cain"

child

"Abel" 1412

Fig. 1.1:

deux enfants, Cäın, qui a 12 ans, et Abel, qui a 14 ans. Adam et Eve sont mariés ensemble,
comme le montrent les deuxièmes flèches qui partent des nœuds adult et qui s’entrecroisent.
Les troisièmes flèches partant des nœuds child indiquent que Adam est le père de Cäın et
de Abel. L’ensemble de ces informations peut être codé dans un langage logico-fonctionnel
actuel ; notre proposition vise à éliminer cette phase de codage en permettant de manipuler
les graphes directement dans un langage logico-fonctionnel.

Ensuite, l’utilisation de graphes améliore la représentation interne des données. En ef-
fet, s’ils respectent les sémantiques opérationnelles classiques, les langages logico-fonctionnels
existants doivent représenter les données sous la forme de termes du premier ordre dans leurs
implantations. Or un graphe permet de gagner en place mémoire. Dans la Figure 1.2, le terme
(arbre) représentant l’expression (0 + 0) + (0 + 0) est un graphe composé de sept nœuds.
Le graphe équivalent à ce terme n’est composé que de trois nœuds.

+

+

0

+

00 0 0

+

+

Fig. 1.2:

Enfin, la sémantique opérationnelle des langages logico-fonctionnels modernes [Han94] est
souvent basée sur des calculs de réécriture et de surréduction2. Leur utilisation engendre des
calculs (des dérivations) qui peuvent être de longueurs exponentielles sur les termes alors
qu’elles sont linéaires sur les graphes. Les graphes permettent donc de gagner énormément
en temps de calcul. Dans la Figure 1.3, l’évaluation d’une expression nécessite 2p − 1 pas de
calcul lorsqu’on la représente sous forme de terme et seulement p pas de calcul lorsqu’on la
représente sous forme de graphe.

L’usage de graphes dans un langage logico-fonctionnel permet donc de gagner en expres-
sivité, en place mémoire et en temps de calcul. Les langages impératifs ont été les premiers à
permettre de représenter les graphes grâce à la notion de pointeurs. Dans les langages fondés
sur le λ-calcul, l’utilisation d’un symbole d’affectation (le setq de Lisp ou le := d’Objective
Caml) permet aussi de représenter les graphes mais elle fait perdre la déclarativité du langage.
D’autres langages fonctionnels plus récents comme CLEAN [PvE93] ou HOPS [Kah94] sont
directement implantés à l’aide de graphes ce qui permet de les utiliser dans le langage. Quant
aux langages logiques, la manipulation de graphes est rendue possible par l’utilisation de

2La résiduation [ALN87] constitue un autre pilier de la sémantique opérationnelle de ces langages.
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p + 1

+

++

+

0

+ + +. . .

+ +

0 0 0 0 0 0 0

+

+

+

0

Fig. 1.3:

termes infinis rationnels [Cou83] comme dans le langage Prolog2 [CKvC83] (voir aussi [Llo87,
Chapter 6]). Citons enfin le cas de LIFE [AP92] qui utilise les Ψ-termes, des types de graphes
souvent utilisés en Intelligence Artificielle [AL88, HdBA93].

De manière plus générale, les systèmes de transformations de graphes connaissent un
véritable essor actuellement. Cet engouement s’explique de deux manières. D’une part, la
puissance actuelle des ordinateurs nous permet d’utiliser les graphes avec des performances rai-
sonnables [Dör95]. D’autre part, les systèmes de transformations de graphes ont énormément
d’applications, que ce soit en génie logiciel (avec le système PROGRESS [ELN+92, Nag96,
PRO99] en particulier), dans les langages de programmation de tout type (visuels [BMST99],
concurrents [Cor96] et distribués, fonctionnels [PvE93, Pey87], logiques . . . ), en bases de
données, dans les systèmes d’informations, dans les réseaux neuronaux et même en biolo-
gie [CER79]. Le lecteur peut se faire une idée plus précise des applications possibles en feuille-
tant les récapitulatifs classiques des travaux sur le domaine [ET96, EEKR99, KP98, KP99]
ainsi que l’ensemble des actes des différents ateliers intitulés “Graph Grammars and Their
Applications to Computer Science” [CER79, ENR83, ENRR87, EKR91, ER94].

Notre approche

Dans cette thèse, nous voyons un programme logico-fonctionnel comme un système de
réécriture de graphes avec constructeurs. Un tel système comporte deux parties :

– une signature qui regroupe les déclarations des types de données, des constructeurs de
ces types et des opérations permettant de calculer sur ces types.

– un ensemble de règles de réécriture de graphes permettant de définir (c’est-à-dire d’im-
planter) les opérations.

Décrivons le programme permettant de travailler avec la famille de Adam, Eve, Cäın et
Abel (cf. Figure 1.4). La signature décrit le type human défini à l’aide des constructeurs adult
et child. Un adulte a un nom de type string et une épouse de type human. Un enfant a un
nom de type string, un age de type nat et un père de type human.

Nous spécifions ensuite trois opérations : spouse, father et mother. spouse permet de
calculer l’époux d’un adulte. father et mother permettent de retrouver les parents d’un
enfant. Ces opérations sont décrites (“implantées”) avec des règles de réécriture de graphes
(cf. Figure 1.4). La première règle signifie que l’époux d’un adulte marié avec m est m. La
seconde règle signifie que le père d’un enfant de père f est f . Enfin, la troisième règle signifie
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que la mère d’un enfant est l’épouse du père de cet enfant3.

Signature People

Sorts
human

Constructors
adult : string human → human

child : string nat human → human

Operations
spouse : human → human

father : human → human

mother : human → human

Rules People

spouse

n

adult

m

father

n

child

fa n fa

mother

child

spouse

father

=⇒=⇒ =⇒

Fig. 1.4:

Concernant l’exécution (sémantique opérationnelle) des langages logico-fonctionnels, elle
consiste en la résolution de buts. Un tel calcul [Han94, Ech90] repose, entre autre, sur les
relations de réécriture et de surréduction de termes du premier ordre. Dans cette étude, nous
remplaçons les termes par des graphes cycliques. Nous nous proposons donc d’étudier les re-
lations de réécriture et de surréduction de graphes cycliques engendrées par les systèmes de
réécriture de graphes décrits ci-dessus. La réécriture (ou la surréduction) de graphes cycliques
permettent de calculer la “valeur” d’une expression. Dans la Figure 1.5, nous utilisons le pro-
gramme de la Figure 1.4 pour calculer l’époux de la mère de Abel. L’évaluation par réécriture
du graphe cyclique représentant cette expression nous permet de déduire qu’il s’agit d’Adam.

La réécriture des termes du premier ordre fait l’objet de nombreux travaux dont les
principaux résultats sont regroupés dans [DJ90, Klo92]. Quant à la réécriture de graphes,
plusieurs définitions de ce calcul existent : [SPvE93, ET96, Roz97] constitue une compi-
lation significative des formalismes utilisés. Nos travaux appartiennent à un domaine de
recherche connu sous le nom de “Term Graph Rewriting” dans la littérature. En ce qui
concerne la réécriture et la surréduction des graphes acycliques, les résultats des études dans
ce domaine sont regroupés dans [Plu98a]. La réécriture des graphes cycliques, celle qui nous

3Les règles de la Figure 1.4 et, plus généralement, les graphes de nos exemples sont souvent représentées
avec des dessins. Néanmoins, il existe des syntaxes permettant de décrire les règles et les graphes de manière
textuelle (par exemple [BvEG+87]). De plus, un éditeur de graphes comme daVinci [FW99] permet de dessiner
nos graphes puis d’en obtenir automatiquement une expression sous la forme d’un texte (voir aussi l’interface
graphique du système PROGRESS [PRO99]).
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adult

"Adam"

adult

"Eve" "Abel" 14

spouse

child

mother ⊗

adult

"Adam"

adult

"Eve"

spouse ⊗

spouse

adult

"Adam"

adult

"Eve" "Abel" 14

child

spouse

father ⊗

spouse

adult

"Adam"

adult

"Eve"

adult

"Adam"

adult

"Eve"

spouse ⊗

Fig. 1.5:

concerne dans cette étude, fait l’objet de travaux indépendants dont les principales références
sont [BvEG+87, FRW89, Cor93, KKSV94, KKSV95]. Quant à la surréduction des graphes
cycliques, les seuls travaux que nous connaissions sur ce sujet sont [EJ98a, EJ98b, EJ99c].

Nos résultats

Pour introduire les graphes dans les langages logico-fonctionnels, nous modélisons les pro-
grammes sous la forme de systèmes de réécriture de graphes cycliques avec constructeurs
(cGRS4) et nous étudions les relations de réécriture et de surréduction qu’ils induisent. Ces
résultats sont théoriques. Néanmoins, les performances des implantations des langages fonc-
tionnels à base de graphes, comme celles de CLEAN [PvE93], nous laissent penser qu’une
implantation d’un langage logico-fonctionnel avec des graphes sera plus performante que les
implantations avec des termes.

Résultats sur la réécriture de graphes cycliques

Une propriété importante de la réécriture concerne la confluence : elle exprime le
déterminisme des calculs effectués, l’unicité du résultat d’un calcul lorsqu’il termine. Dans
le cadre des termes du premier ordre, ce problème a fait l’objet de nombreuses études (par
exemple [CR36, New42, KB70, Hue80]). Malheureusement, les résultats de confluence concer-
nant la réécriture des termes ne s’étendent généralement pas à la réécriture des graphes

4Constructor-based Graph Rewriting Systems en anglais.
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cycliques (voir par exemple [KKSV94]). Nous mettons en évidence une classe de graphes cy-
cliques particuliers, les graphes admissibles, qui est stable par réécriture. Puis nous montrons
que la relation de réécriture engendrée par les systèmes de réécriture faiblement admissibles
de graphes (WAGRS5) est confluente sur la classe des graphes admissibles.

D’autre part, il est important que deux graphes représentant la même information (graphes
bisimilaires [AK96]) conduisent aux mêmes résultats après une évaluation par réécriture. Nous
montrons que la relation de réécriture engendrée par les WAGRS (et par les bWAGRS6) est
confluente modulo la bisimilarité sur la classe des graphes admissibles. Un résultat similaire
est établi dans [AKP97, Theorem 6.4] pour le cas des systèmes de réécriture orthogonaux de
graphes acycliques.

Ces premiers résultats sur la réécriture font l’objet du Chapitre 3.

Une fois la confluence établie, nous proposons une stratégie optimale de réécriture de
graphes admissibles, c’est-à-dire un algorithme permettant d’éviter de faire des pas de calcul
inutiles ou redondants pendant l’évaluation d’un graphe par réécriture. Les stratégies de
réécriture de termes ont fait l’objet de plusieurs études [Klo92, Mid90] ; les plus célèbres sont
définies dans [HL91, O’D77, SR93]. Notre stratégie de réécriture de graphes admissibles étend
deux stratégies définies sur les termes du premier ordre dans [Ant92].

Lorsque le WAGRS considéré est inductivement séquentiel [Ant92], notre stratégie induit
des pas de réécriture qui sont nécessaires7 à l’évaluation d’un graphe par réécriture. En
conséquence, on calcule effectivement la valeur d’un graphe en utilisant les pas par réécriture
calculés par notre stratégie (propriété de C-hyper-normalisation). De plus, notre stratégie
engendre des dérivations de réécriture qui sont plus courtes que toute autre dérivation de
réécriture. Notre stratégie est donc optimale.

Lorsque le WAGRS considéré n’est pas inductivement séquentiel, notre stratégie re-
tourne un ensemble suffisant de rédex8, ce qui nous permet de montrer qu’elle est C-hyper-
normalisante, comme dans le cas précédent. Pour traiter ces rédex de manière efficace, nous
définissons la relation de réécriture parallèle de graphes. Cette relation étend la réécriture pa-
rallèle de termes [Hue80, O’D77], mais sa définition pose plus de problèmes dans le cadre des
graphes que dans le cadre des termes, du fait du partage de sous-structures dans les graphes.
Une définition différente de la réécriture parallèle de graphes existe dans [PvE93, Chap. 14] ;
elle est étudiée du point de vue de l’implantation.

Enfin, comme l’ensemble des rédex que notre stratégie calcule est un sous-ensemble des
plus hauts rédex dans un graphe, nous obtenons comme corollaire que la stratégie qui consiste
en la réécriture parallèle de tous les plus hauts rédex d’un graphe9 est elle aussi C-hyper-
normalisante. Nous retrouvons donc, dans le cadre des graphes admissibles, un résultat clas-
sique établi pour les termes du premier ordre dans [O’D77].

Nous présentons nos travaux sur notre stratégie de réécriture dans le Chapitre 4.
L’ensemble de nos résultats sur la réécriture des graphes admissibles ont été publiés
dans [EJ99b, EJ97c]. Les preuves se trouvent dans [EJ98c, EJ97b].

5Weakly Admissible Graph Rewriting Systems en anglais.
6Bisimilar Weakly Admissible Graph Rewriting Systems en anglais.
7needed en anglais [HL91].
8necessary set of redexes en anglais [SR93].
9parallel-outermost strategy en anglais.
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Résultats sur la surréduction de graphes cycliques

La surréduction des termes du premier ordre est une relation qui a été introduite
pour la première fois dans [Sla74]. Son utilisation pour résoudre des équations a été
illustrée dans [Fay79] et [Hul80a]. Une première étude de la surréduction de graphes
a été faite dans [Yam93, Kri96, HP96, HP99] dans le cadre des graphes acycliques et
dans [EJ99c, EJ98a, EJ99a] dans le cadre des graphes cycliques admissibles.

Pour la définir, nous utilisons des stratégies de compression de graphes10 permettant d’uti-
liser judicieusement les propriétés de partage de sous-structures dans les graphes afin d’optimi-
ser les calculs [Kri96, HP99, EJ99a]. La relation qu’on obtient, la surréduction compressante,
préserve l’admissibilité des graphes. Nous définissons la cohérence et la complétude de cette
relation par rapport à la réécriture. Nous montrons que la surréduction compressante est
cohérente dans le cas des cGRS. Puis nous montrons que la surréduction compressante la plus
générale est complète dans le cas des WAGRS mais qu’elle ne l’est pas dans le cas des cGRS.
Enfin, nous proposons un contre-exemple montrant que la surréduction décompressante de
graphes n’est pas complète.

La surréduction compressante des graphes admissibles est traitée dans le Chapitre 5.

Nous développons enfin deux stratégies de surréduction compressante de graphes admis-
sibles. De nombreuses stratégies de surréduction existent dans le cadre des termes du pre-
mier ordre, par exemple, la surréduction basique [Hul80a, MH92], innermost [Fri85], outer-
most [Ech88, Ech92], outer [You89], paresseuse [DG89, MKLR90, Red85] ou avec des tests de
redondance [BKW92, KB91]. Nous nous intéressons plus particulièrement à la surréduction
nécessaire11 [AEH94a], à la surréduction faiblement nécessaire12 [AEH97a] et à la surréduction
parallèle13 [AEH97a]. Récemment étudiées, ces stratégies de surréduction de termes sont op-
timales selon de nombreux critères. Elles peuvent être facilement programmées et sont donc
couramment utilisées dans l’implantation des langages logico-fonctionnels.

Notre première stratégie étend la surréduction nécessaire [AEH94a] et la surréduction fai-
blement nécessaire [AEH97a] de termes aux graphes admissibles. La relation de surréduction
compressante qu’elle engendre est cohérente et complète dans le cas des WAGRS. De plus,
elle a d’intéressantes propriétés d’optimalités. En effet, les dérivations de surréduction com-
pressante qu’elle engendre sont plus courtes que n’importe quelle dérivation de surréduction
non compressante. De plus, nous montrons qu’en nous restreignant à des WAGRS inducti-
vement séquentiels, les substitutions qu’elle calcule sont disjointes [AEH94b, EJ98a] et les
pas de surréduction qu’elle induit sont nécessaires14. La seconde stratégie que nous étudions
étend la surréduction parallèle [AEH97a] de termes aux graphes admissibles. De même que
pour notre première stratégie, la relation de surréduction compressante qu’elle engendre est
cohérente et complète.

Une autre stratégie de surréduction de graphes existe dans la littérature, la surréduction
basique de graphes acycliques15 [Kri96, HP99]. La surréduction basique de termes est la
première stratégie de surréduction à avoir été étudiée [Hul80a]. Elle ne possède pas les pro-
priétés d’optimalité des trois stratégies qui nous intéressent.

10graph collapsing strategies en anglais.
11needed narrowing en anglais.
12weakly needed narrowing en anglais.
13parallel narrowing en anglais.
14needed narrowing steps en anglais [AEH94a].
15basic graph narrowing en anglais.



17

Ces résultats sur les stratégies de surréduction compressante de graphes admissibles sont
développés dans le Chapitre 6. L’ensemble de nos travaux sur la surréduction des graphes
admissibles ont été publiés dans [EJ99c, EJ98a, EJ98b]. Les versions longues de ces papiers
sont [EJ99a, EJ97a].

Plan de la thèse

Le Chapitre 2 regroupe l’ensemble des notions de bases qui sont utiles pour définir la
réécriture et la surréduction de graphes.

Le reste de cette thèse est divisée en deux. Nous attaquons d’abord l’étude de la relation
de réécriture. Sa définition et les résultats de confluence que nous obtenons sont développés
dans le Chapitre 3. Nous consacrons le Chapitre 4 aux stratégies de réécriture.

Nous développons dans un deuxième temps notre étude de la surréduction compressante.
La définition de cette relation, sa cohérence et sa complétude font l’objet du Chapitre 5. Nous
abordons les stratégies de surréduction dans le Chapitre 6.

Pour finir, le Chapitre 7 présente un résumé de notre contribution ainsi que les perspectives
de ces travaux.
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Chapitre 2

Définitions et préliminaires

Comme mentionné en introduction, nous modélisons les structures de données des langages
logico-fonctionnels à l’aide de graphes cycliques. La sémantique opérationnelle de ces langages
est basée sur la réécriture et la surréduction de graphes. L’étude de ces calculs fait l’objet des
autres parties de cette thèse mais leurs définitions nécessitent plusieurs notions de base qui
sont développées dans ce chapitre de préliminaires.

Nous commençons par donner une définition formelle des graphes dans la section suivante.
Puis nous explicitons le calcul du remplacement, dans un graphe, d’un sous-graphe par un
autre, à l’aide de la notion de redirection de pointeurs (Section 2.2) ; la notion de remplacement
pose plus de problème dans le cadre des graphes que dans le cadre des termes du fait du
partage de sous-graphes. Dans la Section 2.3, nous développons la notion d’homomorphisme de
graphes. Les homomorphismes permettent d’exprimer le filtrage et l’unification des graphes.
Nous verrons dans la Section 2.4 comment se calcule l’application d’un homomorphisme sur un
graphe. Toutes les notions précédentes sont nécessaires aussi bien pour la réécriture que pour
la surréduction de graphes. La relation de surréduction nécessite en plus des substitutions que
nous étudions brièvement dans la Section 2.5. Pour finir ce chapitre, nous faisons une liste des
préordres et des relations d’égalité (en particulier la bisimilarité [AK96]) que nous utiliserons
sur les graphes et les substitutions (Section 2.6). Ces préliminaires sont issus de [EJ97b] ; ils
nous ont servi pour écrire toutes nos publications.

Toutes les sections de ce chapitre sont importantes pour lire la thèse. Toutefois, la Sec-
tion 2.5 n’est utile que dans les Chapitres 5 et 6.

2.1 Définition des graphes

Plusieurs notations de graphes existent dans la littérature pour traiter de la réécriture et de
la surréduction, par exemple, les systèmes d’équations [AK96], les hypergraphes [Plu98a], les
graphes de données1 [PvE93] ou les formalismes à base de catégories [ET96]. Nos définitions
sont proches de celles de [BvEG+87, KKSV94].

Définition 2.1.1 (Signature multi-sortée)
Une signature multi-sortée Σ = 〈S, Ω〉 consiste en un ensemble de sortes S et une famille
S-indicée d’ensembles de symboles de fonctions Ω = ]s∈SΩs avec Ωs = ]w∈S∗Ωw,s. On note

1data graph en anglais.
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f : s1 . . . sn → s tout symbole f ∈ Ωs1...sn,s et on dit que f est de sorte s, d’arité s1 . . . sn, et
de profil s1 . . . sn → s. 3

Exemple 2.1.2 Soit Σ = 〈S, Ω〉 la signature multi-sortée telle que S = {ζ1, ζ2} et
Ω = {c : ζ1ζ2 → ζ2, s : ζ1 → ζ1, a : ε → ζ1, f : ζ1ζ1 → ζ2, g : ζ1ζ1 → ζ1, h : ζ1ζ1 → ζ1}. 2

Nous considérons qu’un graphe est composé de nœuds et de flèches entre ses nœuds.
Chaque nœud est étiqueté par un symbole de fonction ou par une variable. Les flèches
désignent les successeurs d’un nœud. Ces flèches sont ordonnées car elles représentent les
arguments de la fonction qui étiquette le nœud. Soient N = ]s∈SNs une famille S-indicée
d’ensembles de nœuds et X = ]s∈SXs une famille S-indicée d’ensembles de variables. Nous
supposons que X et N sont fixés dans toute la suite.

Un graphe g est alors un quadruplet 〈Ng,Lg,Sg,Rootsg〉 tel que Ng soit un sous-ensemble
fini de nœuds de N , Lg : Ng → Ω ∪ X soit une fonction d’étiquetage qui associe à chaque
nœud un symbole de fonction ou une variable, Sg : Ng → N ∗

g soit une fonction de successeur
qui associe à chaque nœud une châıne éventuellement vide de nœuds et Rootsg soit une châıne
non vide de nœuds distingués qu’on appelle les racines de g. On suppose, de plus, que tous les
nœuds de g sont accessibles depuis au moins une racine (condition de connexité). On suppose
enfin qu’une variable étiquette au plus un nœud de g. Un terme-graphe est un graphe avec
une seule racine.

Exemple 2.1.3 Dans la Figure 2.1, nous montrons deux exemples de graphes G et T . Leurs
racines sont désignées par des flèches sans antécédent. Le terme-graphe G est le quadruplet
tel que (1) NG = {n1, . . . , n5}, (2) RootG = n1, (3) LG est définie par LG(n1) = LG(n5) = c,
LG(n2) = g, LG(n3) = s et LG(n4) = a et (4) SG est définie par SG(n1) = n2.n5 , SG(n2) =
n3.n3 , SG(n3) = n4, SG(n4) = ε et SG(n5) = n3.n1. A droite de la figure, T est un graphe
avec deux racines l1.r1 ; il représente une règle de réécriture (cf. Définition 3.1.9). 2

n1 :c n5 :c

n2 :g

n3 :s

n4 :a l3 :x

r1 :s

r2 :g

l5 :y

l2 :s

l1 :g

l4 :s

G T

Fig. 2.1:

La définition suivante tient compte du typage :

Définition 2.1.4 (Graphe)
Un graphe (enraciné) g sur 〈Σ,N ,X〉 est un quadruplet g = 〈Ng,Lg,Sg,Rootsg〉 tel que :

– Ng soit l’ensemble des nœuds de g, i.e., Ng = ]s∈S(Ng)s avec (Ng)s ⊆ Ns.

– La fonction d’étiquetage des nœuds de g, Lg, soit une famille S-indicée de fonctions
qui associent un symbole de fonction ou une variable à tous les nœuds de g, i.e., Lg =
]s∈S(Lg)s avec (Lg)s : (Ng)s → Ωs ∪ Xs.
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– La fonction de successeur des nœuds de g, Sg, soit une famille S-indicée de fonctions
qui associent une châıne éventuellement vide de nœuds à tous les nœuds de g, i.e.,
Sg = ]s∈S(Sg)s avec (Sg)s : (Ng)s → N ∗

g .

– Rootsg soit une châıne non vide de nœuds distingués de g qu’on appelle ses racines :
Rootsg ∈ Ng

+.

En outre, nous imposons trois conditions de bonne définition des graphes :

1. Les graphes sont bien typés, c’est-à-dire (1) un nœud n est de même sorte que son
étiquette Lg(n) et (2) ses successeurs Sg(n) sont compatibles avec l’arité de Lg(n).
Formellement, pour tout nœud n ∈ Ng :

– si (Lg)s(n) = f avec f : s1 . . . sk → s, alors n ∈ (Ng)s et il existe n1, . . . , nk ∈ Ng

tels que (Sg)s(n) = n1 . . . nk et ni ∈ (Ng)si
pour tout i ∈ 1..k.

– si (Lg)s(n) = c avec c ∈ Ωε,s (c est une constante), alors n ∈ (Ng)s et (Sg)s(n) = ε
(i.e., n n’a pas de successeur).

– si (Lg)s(n) = x avec x ∈ Xs (x est une variable), alors n ∈ (Ng)s et (Sg)s(n) = ε.

2. On désigne par Vg l’ensemble des variables de g. Une variable de g n’étiquette qu’un seul
nœud de g : pour tout nœud n1, n2 ∈ Ng, pour toute variable x1, x2 ∈ Vg, si Lg(n1) = x1

et Lg(n2) = x2, alors x1 = x2 =⇒ n1 = n2.

3. Condition de connexité : Chaque nœud de g est une racine ou bien est accessible depuis
une racine (cf. Définition 2.1.5).

Un terme-graphe g est un graphe (éventuellement cyclique) avec une seule racine que l’on
note Rootg. 3

Nous donnons ci-dessous la définition de chemin dans un graphe [Ken95] ce qui permet
de préciser la condition de connexité des graphes. De plus, nous introduisons des notations
permettant de comparer les positions relatives de deux nœuds dans un graphe.

Définition 2.1.5 (Chemins)
Soient g un graphe et p et q deux nœuds de g.

On dit que q est le jème successeur de p dans g, noté q = Sg(p)j ou simplement q ∈ Sg(p), si
Sg(p) = v1 . . . vk et vj = q.
Un chemin C d’un nœud p vers un nœud q dans un graphe g est une séquence non vide
C = [u0, i0, u1, i1, . . . , ik−1, uk] alternant des nœuds et des entiers telle que :

1. u0 = p, uk = q et k ≥ 1.

2. up ∈ Ng pour tout p ∈ 0..k.

3. up+1 est le ip
ème successeur de up dans g, pour tout p ∈ 0..k − 1 (i.e., up+1 = Sg(up)ip

).

On note Pathsg(p, q) l’ensemble éventuellement vide des chemins de p vers q dans g.
On dit que le nœud q est accessible depuis le nœud p dans g, noté p ≺ q, ssi il existe un chemin
de p vers q dans g : p ≺ q ⇐⇒ Pathsg(p, q) 6= ∅. Nous écrirons p ¹ q ssi p ≺ q ou p = q.
On dit que les nœuds p et q sont disjoints dans g, noté p‖q, ssi il n’existe pas de chemin de p
vers q ni de q vers p : p‖q ⇐⇒ ¬(p ¹ q ∨ q ¹ p) ⇐⇒ Pathsg(p, q) = Pathsg(q, p) = ∅. 3

Exemple 2.1.6 Dans le graphe T de la Figure 2.1, il est clair que l1 ‖ r1. Par contre,
dans le graphe G de la Figure 2.1, nous avons n1 ≺ n3. En effet, il existe un ensemble
infini de chemins du nœud n1 vers le nœud n3, par exemple, [n1,1,n2,1,n3], [n1,1,n2,2,n3],
[n1,2,n5,1,n3], [n1,2,n5,2,n1,1,n2,1,n3], . . .
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On remarque que ¹ n’est pas un ordre partiel, mais juste un pré-ordre : dans un graphe
cyclique, il est possible qu’un nœud soit accessible depuis un autre nœud et réciproquement.
C’est le cas des nœuds n1 et n5 dans le graphe G de la Figure 2.1 : on constate que n1 ¹ n5,
n5 ¹ n1 et n1 6= n5.
Pour finir, revenons sur la condition de connexité des graphes. Compte tenu de la définition
d’accessibilité, elle s’exprime ainsi : ∀n ∈ Ng,∃r ∈ Rootsg tel que r ¹ n. 2

La définition formelle des graphes n’est pas pratique pour traiter les exemples. Aussi, nous
utilisons une notation linéaire pour décrire les graphes, qui est à peu près la même que celle
de [BvEG+87].

Définition 2.1.7 (Notation linéaire des graphes)
Dans la grammaire suivante, la variable A (resp. n) parcourt l’ensemble Ω ∪ X (resp. N ).
L’expression linéaire d’un graphe est définie par :
Graph : := Node | Node + Graph

Node : := n :A(Node,. . . ,Node) | n
La châıne des racines d’un graphe décrit avec une telle expression est composée du premier
nœud apparaissant dans l’expression et de tous les nœuds apparaissant juste après un +. 3

Exemple 2.1.8 Dans la Figure 2.1, G = n1 :c(n2 :g(n3 :s(n4 :a),n3),n5 :c(n3,n1))

et T = l1 :g(l2 :s(l3 :x),l4 :s(l5 :y)) + r1 :s(r2 :g(l3,l4)). 2

Nous terminons cette section avec la notion de sous-graphe :

Définition 2.1.9 (Sous-graphe)
Soient g un graphe et P une châıne de nœuds de g. On définit le sous-graphe de racines P ,
noté g|P , comme le graphe tel que :

– N(g|P ) soit l’ensemble des nœuds accessibles depuis les nœuds de P dans g, i.e.,

N(g|P ) = P ∪ {n ∈ Ng | ∃r ∈ P,Pathsg(r, n) 6= ∅}.

– L(g|P ) (resp. S(g|P )) soit la restriction de Lg (resp. Sg) à N(g|P ), i.e.,

pour tout n ∈ N(g|P ), L(g|P )(n) = Lg(n) et S(g|P )(n) = Sg(n).

– Roots(g|P ) = P .

En d’autres termes, le sous-graphe de racines P d’un graphe g se construit en considérant P
comme la châıne des racines de g et en effaçant tous les nœuds de g qui ne sont pas accessibles
depuis ceux de P . 3

Exemple 2.1.10 Dans la Figure 2.1, G|n2 = n2 :g(n3 :s(n4 :a),n3) et T|l3.l4 = l3 :x

+ l4 :s(l5 :y). 2

2.2 Remplacement

La notion de remplacement d’un sous-graphe (avec une racine) par un autre terme-graphe
dans un graphe est essentielle pour la réécriture et la surréduction. Cette notion, classique
dans le cadre des termes du premier ordre, pose des problèmes dans le cadre des graphes,
du fait du partage de sous-graphes. Nous commençons par expliquer le processus de calcul
sur un exemple. Puis nous définissons les notions de somme de graphes et de redirection de
pointeurs permettant d’écrire une définition formelle du calcul de remplacement.

La Figure 2.2 montre les différentes étapes du remplacement par D du sous-graphe de G
au nœud n2. Comme G et D partage les nœuds n3 et n4, nous ne devons pas considérer G
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r1 :s

r2 :g

n3 :s

n4 :a

n1 :c n5 :c

n2 :g

n3 :s

n4 :a

GD

H2

n1 :c n5 :c

n2 :g

n3 :s

n4 :a

r1 :s

r2 :g

n1 :c n5 :c

n2 :g

n3 :s

n4 :a

r1 :s

r2 :g

G[n2 ← D]

n1 :c n5 :c

n2 :g

n3 :s

n4 :a

r1 :s

r2 :g

H1
(a) (b)

(d)(c)

Fig. 2.2:
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et D séparément, comme deux graphes indépendants, mais comme un seul graphe avec deux
racines (cf. H1 dans la Figure 2.2). Nous appelons ce calcul somme des graphes G et D et nous
le notons G⊕D (i.e., H1 = G⊕D). Une fois que G⊕D a été calculé, nous redirigeons toutes les
flèches pointant sur n2 vers le nœud r1 (cf. H2 dans la Figure 2.2). Cette opération s’appelle
une redirection de pointeurs. On remarque que n2 est devenu une racine : si ce n’était pas le
cas, le graphe obtenu après la redirection de pointeurs ne serait pas connexe (il ne satisferait
pas la troisième condition de la Définition 2.1.4). Pour finir, on ignore les nœuds, les flèches et
les racines “inintéressants” (ramasse-miette, garbage collection). Le résultat du remplacement
par D du sous-graphe de G au nœud n2 se note G[n2 ← D] (cf. Figure 2.2).

Nous donnons maintenant toutes les définitions formelles d’un pas de remplacement. Nous
commençons par définir la somme de graphes qui formalise le fait qu’on peut considérer deux
graphes comme un seul en faisant l’union de leurs nœuds et la concaténation de leurs racines.
Sans précaution, le résultat de ce calcul n’est pas toujours un graphe. C’est la raison pour
laquelle nous posons la définition technique suivante :

Définition 2.2.1 (Compatibilité de deux graphes)
Soient g1 et g2 deux graphes. On dit que g1 et g2 sont compatibles ssi :

1. Tous les nœuds qui apparaissent à la fois dans g1 et dans g2 ont la même étiquette et
les mêmes successeurs : Pour tout n ∈ (Ng1 ∩Ng2), Lg1(n) = Lg2(n) et Sg1(n) = Sg2(n).

2. Toute variable apparaissant à la fois dans g1 et dans g2 étiquette le même nœud :
Pour tout x ∈ (Vg1 ∩ Vg2), si Lg1(n) = x et Lg2(m) = x, alors n = m.

3

Exemple 2.2.2 Dans la Figure 2.3, les graphes g1 et g2 ne sont pas compatibles car le nœud
n1 est étiqueté avec B dans g1 alors qu’il est étiqueté avec A dans g2. Les graphes g1 et g3

ne sont pas non plus compatibles car le nœud n1 n’a pas le même successeur dans g1 et g3.
Enfin, les graphes g3 et g4 ne sont pas compatibles car la variable X étiquette deux nœuds
distincts dans g3 et g4 (i.e., n3 et n5). On remarque que les graphes G et D de la Figure 2.2
sont compatibles. 2

n1 :B

n2 :A

n2 :B

n1 :A

n1 :B

n3 :X

n4 :B

n5 :X

g1 g2 g3 g4

Fig. 2.3:

Définition 2.2.3 (Somme de graphes compatibles)
Étant donnés deux graphes compatibles g1 et g2, nous définissons la somme g1 ⊕ g2 comme
le graphe tel que N(g1⊕g2) = Ng1 ∪ Ng2 , L(g1⊕g2) = Lg1 ∪2 Lg2 , S(g1⊕g2) = Sg1 ∪2 Sg2 et
Roots(g1⊕g2) = Rootsg1 .Rootsg2 . 3

Exemple 2.2.4 Dans la Figure 2.2, G ⊕ D = H1 =
n1 :c(n2 :g(n3 :s(n4 :a),n3),n5 :c(n3,n1)) + r1 :s(r2 :g(n4,n3)). 2

2L’union f ∪ g des fonctions f et g est l’union des relations qui définissent ces fonctions. Dans notre cas,
f ∪ g reste une fonction (par compatibilité des graphes).
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Nous abordons ci-dessous la notion de redirection de pointeurs qui consiste en la substi-
tution d’un nœud par un autre nœud dans un graphe.

Définition 2.2.5 (Redirection de pointeurs)
Soient p et q deux nœuds de même sorte non nécessairement distincts. La redirection de
pointeurs ρ de p vers q est la fonction ρ : N → N telle que ρ(p) = q et ρ(n) = n pour tout
nœud n 6= p.

Plus généralement, si p1, . . . , pn et q1, . . . , qn sont des nœuds de mêmes sortes deux à deux,
on définit la redirection de pointeurs (multiple) ρ de p1 vers q1, . . . , pn vers qn, comme la
fonction ρ : N → N telle que ρ(pi) = qi pour tout i ∈ 1..n et ρ(p) = p pour tout nœud p tel
que p 6= p1, p 6= p2, . . . et p 6= pn.

Soient g un graphe et ρ = {p1 7→ q1, . . . , pn 7→ qn} une redirection de pointeurs telle que
p1, . . . , pn, q1, . . . , qn soient des nœuds de g. On définit le graphe ρ(g) obtenu par application
de la redirection de pointeurs ρ sur le graphe g comme le graphe tel que tout nœud de g ayant
pi comme successeur soit un nœud de ρ(g) ayant qi comme successeur :

– Nρ(g) = Ng et Lρ(g) = Lg.

– Pour tout n ∈ Ng, si Sg(n) = n1 . . . nk, (k ≥ 0), alors Sρ(g)(n) = ρ(n1) . . . ρ(nk).

– Si Rootsg = n1 . . . nk, alors Rootsρ(g) = ρ(n1) . . . ρ(nk).p1.p2 . . . pn. Les nœuds p1, . . . , pn

apparaissent dans Rootsρ(g) pour que ρ(g) soit un graphe connexe (i.e., pour que ρ(g)
satisfasse la troisième condition de la Définition 2.1.4).

3

Exemple 2.2.6 Soit ρ = {n27→r1}. Dans la Figure 2.2, ρ(H1) = H2 =
n1 :c(r1 :s(r2 :g(n4 :a),n3 :s(n4)),n5 :c(n3,n1)) + r1 + n2 :g(n3,n3). Un
exemple de redirection de pointeurs multiple est donné dans la Figure 4.10 (page 75) où le
graphe H1 (resp. H2) est obtenu à partir de H en appliquant la redirection de pointeurs
ρ = {p2 7→ r1, p4 7→ p2} (resp. ρ = {p2 7→ r1, p4 7→ r1}). 2

Nous sommes maintenant prêts pour donner la définition d’un pas de remplacement.

Définition 2.2.7 (Remplacement)
Soient g un graphe, u un terme-graphe tel que g et u soient compatibles et p un nœud de
même sorte que Rootu. Si p est un nœud de g, nous définissons le remplacement par u du
sous-graphe de racine p dans g, noté g[p ← u], en trois étapes :

1. Soient H = g ⊕ u et ρ = {p 7→ Rootu} la redirection de pointeurs de p vers Rootu.

2. Soient H ′ = ρ(H) et Q = ρ(Rootsg).

3. g[p ← u] = H ′
|Q.

Si p n’est pas un nœud de g, alors nous posons g[p ← u] = g. 3

Exemple 2.2.8 Nous avons détaillé dans la Figure 2.2 le remplacement par D =
r1 :s(r2 :g(n4 :a,n3 :s(n4))) du sous-graphe de racine n2 dans le graphe G =
n1 :c(n2 :g(n3 :s(n4 :a),n3),n5 :c(n3,n1)). Le graphe résultat est G[n2 ← D] =
n1 :c(r1 :s(r2 :g(n4 :a,n3 :s(n4))),n5 :c(n3,n1)). Notons qu’avec la définition
précédente, si n est un nœud d’un graphe g, alors g[n ← g|n] = g. 2

Pour terminer cette section, nous prévenons le lecteur que le calcul de g[p ← u] peut avoir
des résultats surprenants dans certains cas :
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Exemple 2.2.9 Soient g = p1 :A et u = m1 :B(p1 :A,m2 :A). Calculons g[p1 ← u]. Tout
d’abord, g et u sont compatibles et g⊕u = p1 :A + m1 :B(p1,m2 :A). Soit ρ = {p1 7→ m1}.
Nous obtenons ρ(g⊕u) = m1 :B(m1,m2 :A) + m1 + p1 :A et ρ(p1) = m1. Nous concluons
donc que g[p1 ← u] = m1 :B(m1,m2 :A). Or p1 est la racine de g. Donc le lecteur pourrait
s’attendre à obtenir g[p1 ← u] = u. Il n’en est rien : u est modifié dans g[p1 ← u] parce que
p1 est un nœud commun à g et u. 2

2.3 Homomorphismes

Nous développons ci-dessous la notion d’homomorphisme de graphes. Les homomor-
phismes jouent, dans le cadre de la réécriture de graphes, un rôle similaire à celui des sub-
stitutions, dans le cadre de la réécriture de termes. En effet, ils permettent d’exprimer les
notions fondamentales de filtrage et d’unification.

Un homomorphisme h : g1 → g2 allant d’un graphe g1 vers un graphe g2 est une application
des nœuds de g1 vers les nœuds de g2 qui (1) préserve les racines de g1 : Rootsg2 = h(Rootsg1)
et (2) préserve l’étiquette et les successeurs des nœuds de g1 qui ne sont pas étiquetés par
des variables : Lg2(h(n)) = Lg1(n) et Sg2(h(n)) = h(Sg1(n)) pour tout n ∈ Ng1 tel que
Lg1(n) /∈ X .

Exemple 2.3.1 Considérons les graphes G et L de la Figure 2.4. Soit µ l’application allant
de NL vers N(G

|n2) telle que µ(l1) = n2, µ(l2) = µ(l4) = n3 et µ(l3) = µ(l5) = n4. µ est

un homomorphisme de L vers G|n2. 2

n1 :c n5 :c

n2 :g

n3 :s

l3 :x

r1 :s

r2 :gl2 :s

l1 :g

l4 :s

n4 :a

µ

l5 :y

G L R

Fig. 2.4:

La définition que nous donnons ci-dessous tient compte du typage :

Définition 2.3.2 (Homomorphisme)
Un homomorphisme (enraciné) h : g1 → g2 allant d’un graphe g1 vers un graphe g2 est une
application h = ]s∈Shs avec hs : (Ng1)s → (Ng2)s telle que :

1. h préserve la valeur de la fonction d’étiquetage et de la fonction successeur de tous les
nœuds de g1 qui ne sont pas étiquetés par des variables : Pour tout nœud n ∈ (Ng1)s

tel que (Lg1)s(n) /∈ Xs,

– (Lg2)s(hs(n)) = (Lg1)s(n).

– si (Sg1)s(n) = n1 . . . nk, k ≥ 0, avec ni ∈ (Ng1)si
pour tout i ∈ 1..k, alors

(Sg2)s(hs(n)) = hs1(n1) . . . hsk
(nk).
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2. h associe un sous-graphe de g2 aux nœuds de g1 qui sont étiquetés par des variables :
Pour tout nœud n ∈ (Ng1)s tel que (Lg1)s(n) ∈ Xs, hs(n) ∈ (Ng2)s.

3. Les images des racines de g1 sont les racines de g2 : si Rootsg1 = n1 . . . nk, k ≥ 0,
avec ni ∈ (Ng1)si

pour tout i ∈ 1..k, alors Rootsg2 = hs1(n1) . . . hsk
(nk).

3

Nous rappelons maintenant quelques définitions classiques sur les homomorphismes. Soient
h1 : g1 → g2 et h2 : g2 → g3 deux homomorphismes. La composition de h1 et h2, notée h2 ◦h1,
est une application h : Ng1 → Ng3 telle que h(n) = h2(h1(n)) pour tout n ∈ Ng1 . Il est clair
que h2 ◦ h1 est un homomorphisme de g1 vers g3. De plus, il est clair que la fonction identité
sur Ng est un homomorphisme de g vers lui-même, pour tout graphe g.

Un homomorphisme h : g1 → g2 est injectif au nœud n ∈ Ng1 ssi pour tout n′ ∈ Ng1 ,
n′ 6= n =⇒ h(n′) 6= h(n). h est injectif ssi h est injectif au nœud n, pour tout n ∈ Ng1 . h est
surjectif ssi pour tout q ∈ Ng2 , il existe p ∈ Ng1 tel que h(p) = q. Un isomorphisme est un
homomorphisme injectif et surjectif.

Définition 2.3.3 (Restriction et Image)
Soient g1 et g2 deux graphes, h : g1 → g2 un homomorphisme, P une châıne de nœuds de g1

et g un sous-graphe de g1.

Par restriction de h à P , notée h|P , nous entendons la restriction de h à N(g1|P ). h|P reste un
homomorphisme allant du graphe g1|P vers le graphe g2|h(P ).

Nous définissons l’image de g par h en posant h(g) = g2|h(Rootsg). 3

Exemple 2.3.4 Dans la Figure 2.4, µ|l3.l4 est l’homomorphisme allant du graphe l3 :x

+ l4 :s(l5 :y) vers le graphe n4 :a + n3 :s(n4). On a µ(l3 :x + l4 :s(l5 :y)) =
n4 :a + n3 :s(n4). 2

Nous donnons ci-dessous la définition du filtrage de graphes. Informellement, un graphe l
filtre un graphe g si on peut projeter l sur g avec un homomorphisme.

Définition 2.3.5 (Filtrage)
Etant donné un graphe g, un terme-graphe l et un nœud n de g, on dit que l filtre g au
nœud n ssi il existe un homomorphisme h : l → g|n (tel que h(l) = g|n). h est appelé filtre de l
sur g|n. 3

Exemple 2.3.6 Dans la Figure 2.4, µ est un filtre de L sur G au nœud n2. 2

Nous définissons maintenant l’unification des termes-graphes. L’unification des termes
du premier ordre est un problème classique [Rob65]. De nombreux travaux ont été faits
(voir par exemple [Kni89, JK91, BS94]) et plusieurs algorithmes ont été proposés, par
exemple [Hue76, MM82]. Le problème de l’unification des termes-graphes se ramène, en fait,
à celui de l’unification des termes infinis rationnels (puisqu’on obtient un terme rationnel
en “dépliant” un graphe (voir Figure 2.9 page 35)). Un algorithme d’unification des termes
rationnels est proposé dans [Col82]. Notons que [HP94] développe une étude du problème
de l’unification des hypergraphes d’ordre quelconque. Notre définition s’inspire de [AK96,
Definition 5.4]. Elle sera complétée dans le Chapitre 5.

Définition 2.3.7 (Unification)
Soient g1 et g2 deux termes-graphes compatibles.
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– Deux termes-graphes compatibles g1 et g2 sont unifiables ssi il existe un homomorphisme
h : L → M où L et M sont deux graphes tels que (1) g1 ⊕ g2 soit un sous-graphe de L
et (2) h(g1) = h(g2). Un tel homomorphisme h : L → M est appelé unificateur de g1 et
g2.

– On dit qu’un homomorphisme h : L → M est un unificateur le plus général de g1 et g2

ssi L et M sont deux graphes tels que (1) L = g1 ⊕ g2, (2) h(g1) = h(g2) et (3) pour
tout unificateur h′ : L′ → M ′ de g1 et g2, il existe un homomorphisme φ : h(g1 ⊕ g2) →
h′(g1 ⊕ g2).

3

Exemple 2.3.8 Soient L1 = n1 :f(n2 :a,n3 :x) et L2 = m1 :f(m2 :y,m3 :s(m4 :a))

deux termes-graphes compatibles. On constate dans la Figure 2.5 qu’il existe un graphe M =
p1 :f(p2 :a,p3 :s(p4 :a)) et deux homomorphismes h1 : L1 → M et h2 : L2 → M . Par
conséquent, il existe un graphe g = M ⊕ M = p1 :f(p2 :a,p3 :s(p4 :a)) + p1 et un
homomorphisme υ : (L1 ⊕ L2) → g tels que υ(L1) = υ(L2). Autrement dit, (1) L1 et L2 sont
unifiables et (2) υ : (L1 ⊕ L2) → g est un unificateur.

n1 :f m1 :f
h2h1

n3 :xn2 :a m2 :y m3 :s

m4 :aL1

p1 :f

p2 :a p3 :s

p4 :aM L2

ϕ

q1 :f

q3 :s

q2 :a M ′

h′
1 h′

2

Fig. 2.5:

Considérons maintenant le graphe g′ = M ′ ⊕ M ′ = q1 :f(q2 :a,q3 :s(q2)) + q1 et
l’homomorphisme υ′ : (L1 ⊕L2) → g′ (cf. Figure 2.5). Comme υ′(L1) = υ′(L2), on déduit que
υ′ est aussi un unificateur de L1 et L2. On remarque aussi qu’il existe un homomorphisme
φ : g → g′. Donc υ′ est un unificateur “moins général” que υ. En fait, M est un arbre, donc
on déduit que υ est un unificateur le plus général de L1 et L2. 2

2.4 Application d’un homomorphisme sur un graphe

Nous nous intéressons maintenant à la notion d’application d’un homomorphisme h : g1 →
g2 sur un graphe g, que l’on note h[g]. Au niveau des termes, ce calcul correspond à l’ap-
plication σ(t) de l’extension d’une substitution σ sur un terme t. Calculer h[g] consiste à
substituer, dans g, tous les sous-graphes communs entre g et g1 par les sous-graphes corres-
pondants dans g2. On réalise ceci avec une redirection de pointeurs.
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Exemple 2.4.1 Considérons les graphes G, L et R de la Figure 2.6 (a). Nous avons vu dans
l’Exemple 2.3.1 qu’il existe un homomorphisme µ : L → G|n2. Calculer µ[R] consiste à rem-

n4 :a

n1 :c n5 :c

n2 :g

n3 :s

l3 :x

r1 :s

r2 :gl2 :s

l1 :g

l4 :s

n4 :a

µ

(b) Evaluation de µ[R]

G

n1 :c n5 :c

n2 :g

n3 :s

l3 :x

r1 :s

r2 :gl2 :s

l1 :g

l4 :s

L R

µ

G

(a) Filtrage de L sur G|n2 avec l’homomorphisme µ

L µ[R]l5 :y

l5 :y

Fig. 2.6:

placer tous les sous-graphes communs entre R et L par leurs sous-graphes correspondants dans
G|n2. Ici, R et L partagent les sous-graphes l3 :x et l4 :s(l5 :y) dont les images par µ sont
respectivement n4 :a et n3 :s(n4 :a). Aussi, µ[R] = r1 :s(r2 :g(n4 :a,n3 :s(n4)))

(cf. Figure 2.6 (b)). 2

Pour donner une définition formelle de l’application d’un homomorphisme sur un graphe,
il faut prendre des précautions. Tout d’abord, il peut arriver que h[g] ne soit pas un graphe :

Exemple 2.4.2 Soient g = p1 :A(n1 :B(n2 :X),m1 :C(p2 :Y)) et h : g1 → g2 l’homo-
morphisme tel que g1 = n1 :B(n2 :X) et g2 = m1 :B(m2 :Y). Calculer h[g] consiste à
remplacer dans g le sous-graphe n1 :B(n2 :X) par m1 :B(m2 :Y). Nous obtenons h[g] =
p1 :A(m1 :B(m2 :Y),m1 :C(p2 :Y)). h[g] n’est pas un graphe puisque le nœud m1 a deux
étiquettes disctinctes B et C. De plus, la variable Y est l’étiquette de deux nœuds différents m2
et p2. 2

Ensuite, nous avons vu dans l’Exemple 2.2.9 que l’évaluation d’un remplacement pouvait
avoir des effets de bord surprenants. Il en est de même pour le calcul de h[g] :
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Exemple 2.4.3 Soient g1 = n :X et g2 = p :B(n :X) deux graphes. Il existe un homomor-
phisme h : g1 → g2. Calculons h[g1] : le seul sous-graphe que partage g1 avec lui-même est
lui-même, donc h[g1] = g1[n ← g2]. Le lecteur peut vérifier que g1[n ← g2] = p :B(p). Ici, h
est un homomorphisme allant de g1 vers g2, mais h[g1] 6= g2. 2

Enfin, la définition du calcul de h[g] avec des remplacements peut présenter un autre in-
convénient : le résultat du remplacement de plusieurs sous-graphes par d’autres peut dépendre
de l’ordre dans lequel on effectue ces remplacements.

Exemple 2.4.4 Soient g1 = n1 :X + n2 :Y, g2 = m1 :B(n2 :Y) + m2 :A et h : g1 → g2

l’homomorphisme tel que h(n1) = m1 et h(n2) = m2. Soit g = p1 :C(n1 :X,n2 :Y). Les
sous-graphes que partagent g et g1 sont n1 :X et n2 :Y. Le lecteur peut remplacer n1 :X

par m1 :B(n2 :Y) dans un premier temps, puis n2 :Y par m2 :A dans un deuxième temps.
Le graphe h[g] serait alors p1 :C(m1 :B(m2 :A),m2). Le lecteur peut aussi faire l’inverse,
c’est-à-dire remplacer n2 :Y par m2 :A dans un premier temps puis n1 :X par m1 :B(n2 :Y)

dans un deuxième temps. Le graphe h[g] serait alors p1 :C(m1 :B(n2 :Y),m2 :A). Ces deux
résultats sont clairement différents. 2

Après avoir relevé plusieurs problèmes posés par l’application d’un homomorphisme sur
un graphe, nous en donnons une définition formelle. Nous commençons avec la notion de
frontière entre deux graphes qui définit l’ensemble des nœuds où nous devrons ensuite faire
des redirections de pointeurs.

Définition 2.4.5 (Frontière)
Soient g et g1 deux graphes compatibles. On appelle frontière de g avec g1 l’ensemble

B(g, g1) = {p ∈ (Ng ∩Ng1) | p ∈ Rootsg ou ∃q ∈ (Ng −Ng1), p ∈ Sg(q)}

3

Exemple 2.4.6 Dans la Figure 2.6 (a), B(R, L) = {l3, l4}. 2

Pour éviter les problèmes présentés dans les exemples précédents, nous introduisons la
notion de compatibilité d’un graphe avec un homomorphisme :

Définition 2.4.7 (Compatibilité d’un graphe avec un homomorphisme)
Soient g un graphe et h : g1 → g2 un homomorphisme.
On dit que g est compatible avec h ssi :

1. g, g1 et g2 sont compatibles deux à deux.

2. B(g, g1) ∩Ng2 = ∅.

3

Exemple 2.4.8 Dans la Figure 2.6 (a), on constate que les graphes R, L et G|n2 sont
compatibles deux à deux. De plus, nous avons vu que B(R, L) = {l3, l4}. Il est clair que
B(R, L) ∩ N(G

|n2) = ∅. Donc nous concluons que R est compatible avec l’homomorphisme

µ : L → G|n2. Revenons maintenant sur les exemples problématiques. L’Exemple 2.4.2 est
un cas où g n’est pas compatible avec g2, ce qui viole la première condition de compatibi-
lité de g avec h : g1 → g2. Quant aux Exemples 2.4.3 et 2.4.4, ils présentent des cas où
B(g, g1)∩Ng2 6= ∅, ce qui viole la seconde condition de compatibilité de g avec h : g1 → g2. 2

Nous sommes prêts pour poser la définition suivante :
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Définition 2.4.9 (Application d’un homomorphisme sur un graphe)
Soient g un graphe et h : g1 → g2 un homomorphisme tels que g soit compatible avec h. Soit
B = {p1, . . . , pk} la frontière entre g et g1. L’application de h sur g, notée h[g], est définie
par :

h[g] = g[p1 ← g2|h(p1)] . . .[pk ← g2|h(pk)]

3

Exemple 2.4.10 Nous avons vu que le graphe R et l’homomorphisme µ : L → G|n2 de la
Figure 2.6 étaient compatibles. De plus, B(R, L) = {l3, l4}. Donc, par définition, µ[R] =
R[l3 ← G|µ(l3)][l4 ← G|µ(l4)], c’est-à-dire µ[R] = R[l3 ← n4 :a][l4 ← n3 :s(n4 :a)] =
r1 :s(r2 :g(n4 :a,n3 :s(n4))). 2

Nous donnons ci-dessous une preuve de bonne construction de h[g] :

Proposition 2.4.11 Soient g un graphe et h : g1 → g2 un homomorphisme tels que g soit
compatible avec h. Alors h[g] est un graphe défini de manière unique. 3

Preuve : Soit {p1, . . . , pk} = B(g, g1) la frontière de g par rapport à g1. Nous commençons par
montrer que l’expression g[p1 ← g2|h(p1)] . . .[pk ← g2|h(pk)] définit bien un graphe. Pour cela, nous
prouvons par induction la proposition P(i) suivante : g[p1 ← g2|h(p1)] . . .[pi ← g2|h(pi)] définit un
graphe qui est compatible avec g2.

P(1) est évidente. En effet, g et g2 sont compatibles par hypothèse, donc le remplacement g[p1 ←
g2|h(p1)] définit bien un graphe. De plus, B(g, g1) ∩ Ng2

= ∅, puisque g est compatible avec h par
hypothèse. Comme p1 ∈ B(g, g1), on en déduit que g[p1 ← g2|h(p1)] est compatible avec g2 (i.e., g2

n’est pas modifié par la redirection de pointeurs permettant de calculer g[p1 ← g2|h(p1)]).
Soit i ∈ 1..k − 1. Supposons que P(i) soit vraie. Puisque g2|h(pi+1) est un sous-graphe de g2 et que

g[p1 ← g2|h(p1)] . . .[pi ← g2|h(pi)] est un graphe compatible avec g2, g[p1 ← g2|h(p1)] . . .[pi ← g2|h(pi)]
est compatible avec g2|h(pi+1). Donc le remplacement g[p1 ← g2|h(p1)] . . .[pi+1 ← g2|h(pi+1)] est un
graphe. De plus, pi+1 n’est pas un nœud de g2 puisque pi+1 ∈ B(g, g1) et B(g, g1) ∩ Ng2

= ∅. Donc
g[p1 ← g2|h(p1)] . . .[pi+1 ← g2|h(pi+1)] est compatible avec g2.

Nous concluons donc que P(i) est vraie pour tout i ∈ 1..k. Donc l’expression
g[p1 ← g2|h(p1)] . . .[pk ← g2|h(pk)] définit bien un graphe (qui est compatible avec g2).

Nous montrons maintenant que h[g] est défini de manière unique, c’est-à-dire que l’ordre dans

lequel sont faits les remplacements dans g[p1 ← g2|h(p1)] . . .[pk ← g2|h(pk)] n’a aucune importance. pi

n’est pas un nœud de g2|h(pj) pour tout pi, pj ∈ B(g, g1) puisque B(g, g1) ∩ Ng2
= ∅. Nous verrons

(Proposition 3.4.6) qu’étant donné un graphe g, deux termes-graphes u1 et u2 et deux nœuds n1

et n2 tels que g, u1 et u2 soient compatibles, si n1 /∈ Nu2
et n2 /∈ Nu1

, alors (g[n1 ← u1])[n2 ←

u2] = (g[n2 ← u2])[n1 ← u1]. Ici, pi n’est pas un nœud de g2|h(pj) pour tout pi, pj ∈ B(g, g1) (puisque

B(g, g1) ∩ Ng2
= ∅), donc nous concluons que l’ordre dans lequel sont faits les remplacements dans

g[p1 ← g2|h(p1)] . . .[pk ← g2|h(pk)] n’a pas d’importance. 2

2.5 Substitutions

Indépendemment des homomorphismes, nous avons besoin des substitutions dans les Cha-
pitres 5 et 6 pour définir le calcul de surréduction, sa cohérence et sa complétude.

Définition 2.5.1 (Substitution)
Une substitution σ est une fonction totale d’un ensemble V ⊆ X de variables vers un en-
semble de termes-graphes compatibles deux à deux. On définit le domaine de σ, noté Dσ,
comme l’ensemble des variables x telles que σ(x) ne soit pas un graphe composé d’un seul
nœud étiqueté par la variable x. Par Id, nous désignons n’importe quelle substitution telle
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que D(Id) = ∅. Nous définissons l’image de σ, noté Iσ, comme l’ensemble des variables du
codomaine de σ : Iσ =

⋃

x∈Dσ Vσ(x). On dit que σ est idempotente ssi Dσ ∩ Iσ = ∅. Etant
donné un ensemble V ⊆ X de variables, on définit la restriction de σ à V , notée σ|V , comme
la substitution de domaine V ∩ Dσ telle que σ|V (x) = σ(x) pour tout x ∈ V ∩ Dσ. 3

Exemple 2.5.2 Soit σ la fonction telle que σ(U) = n1 :A, σ(V) = n2 :B(n1 :A), σ(W) =
n3 :C(n4 :X) et σ(Z) = n5 :Z. σ est une substitution de domaine Dσ = {U, V, W} et d’image
Iσ = {X}. La restriction de σ à {U, V} est la substitution σ|{U,V} = {U 7→ n1 :A, V 7→
n2 :B(n1 :A)}. 2

Nous nous intéressons maintenant à l’application d’une substitution sur un graphe. En
fait, une substitution est une sorte d’homomorphisme qui affecte les “variables” d’un graphe,
c’est-à-dire des sous-graphes réduits à un nœud étiqueté par une variable, avec des termes-
graphes. Aussi, nous définissons l’application d’une substitution σ sur un graphe g comme
l’application d’un homomorphisme particulier noté hσ,g, i.e., σ(g) = hσ,g[g].

Définition 2.5.3 (Homomorphisme engendré par une substitution et un graphe)
Nous définissons l’homomorphisme engendré par une substitution σ et un graphe g comme
l’homomorphisme hσ,g : lσ,g → rσ,g tel que :

1. Soit V = x1 . . . xp une châıne des variables de Vg ∩ Dσ = {x1, . . . , xp}.

2. Soit N = n1 . . . np la châıne des nœuds de g telle que Lg(ni) = xi pour tout i ∈ 1..p.

3. lσ,g est le graphe g|N .

4. rσ,g est le graphe ⊕x∈V σ(x).

5. Enfin, hσ,g(n) = Rootσ(x) pour tout n ∈ N tel que Lg(n) = x.

3

Exemple 2.5.4 Soient σ = {U 7→ n1 :A, V 7→ n2 :B(n1 :A), W 7→ n3 :C(n4 :X)} une sub-
stitution et g = p1 :D(n1 :A,p2 :U,p3 :V) un graphe. Nous voulons calculer σ(g). L’ho-

p1 :D

p2 :Un1 :A n2 :B

n1 :A

rσ,g

p3 :V

g

hσ,g
lσ,g

Fig. 2.7:

momorphisme hσ,g : lσ,g → rσ,g est représenté dans la Figure 2.7 et défini comme suit :

1. Soient V = U.V et N = p2.p3.

2. lσ,g = g|N = p2 :U + p3 :V.

3. rσ,g = ⊕x∈V σ(x) = n1 :A + n2 :B(n1).

4. hσ,g(p2) = n1 et hσ,g(p3) = n2.

2

Comme l’application d’un homomorphisme sur un graphe, l’application d’une substitution
sur un graphe est sujette à caution. Aussi, nous introduisons la notion suivante :
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Définition 2.5.5 (Compatibilité d’un graphe avec une substitution)
Soient g un graphe et σ une substitution. On dit que g est compatible avec σ ssi :

1. σ est idempotente : Dσ ∩ Iσ = ∅.

2. g est compatible avec σ(x) pour tout x ∈ Dσ.

3

Exemple 2.5.6 Considérons la substitution σ et le graphe g de l’Exemple 2.5.4. Dσ∩Iσ = ∅
et g est compatible avec σ(U), σ(V ) et σ(W ), donc g est compatible avec σ. 2

La première condition de la définition précédente peut surprendre le lecteur. En effet,
il n’est pas nécessaire qu’une substitution soit idempotente pour l’appliquer sur un terme
du premier ordre. Néanmoins, elle est nécessaire dans le cadre des graphes pour éviter les
problèmes de mauvaise définition. De plus, elle n’est pas gênante en pratique puisqu’elle est
sous-jacente à la plupart des résultats établis sur la surréduction de termes du premier ordre
(voir par exemple [MH92]).

Définition 2.5.7 (Application d’une substitution sur un graphe)
Soient g un graphe et σ une substitution tels que g soit compatible avec σ. L’application de σ
sur g, notée σ(g), est définie par σ(g) = hσ,g[g]. 3

Exemple 2.5.8 Considérons de nouveau la substitution σ et le graphe g de l’Exemple 2.5.4.
Avec la définition de l’homomorphisme hσ,g : lσ,g → rσ,g, nous déduisons que σ(g) = hσ,g[g] =
p1 :D(n1 :A,n1,n2 :B(n1)). 2

Proposition 2.5.9 Soient g un graphe et σ une substitution tels que g soit compatible avec σ.
Alors σ(g) est un graphe défini de manière unique. 3

Preuve : Nous montrons que g est compatible avec hσ,g : lσ,g → rσ,g. Premièrement, lσ,g est un

sous-graphe de g, donc lσ,g est compatible avec g. De plus, rσ,g est une somme de σ(x), et g (donc

lσ,g) est compatible avec σ(x) pour tout x ∈ Dσ par compatibilité de g avec σ. Par conséquent, g, lσ,g

et rσ,g sont compatibles deux à deux. Deuxièmement, B(g, lσ,g) est un ensemble de nœuds étiquetés

par des variables dans g et ces variables sont dans Dσ. De plus, rσ,g est une somme de σ(x). Comme

g, lσ,g et rσ,g sont compatibles deux à deux et Dσ ∩ Iσ = ∅, on en conclut que B(g, lσ,g) ∩N(rσ,g) = ∅.

Donc g est compatible avec hσ,g ce qui implique que σ(g) = hσ,g[g] est un graphe défini de manière

unique d’après la Proposition 2.4.11. 2

Nous définissons maintenant la composition de deux substitutions :

Définition 2.5.10 (Composition de substitutions)
Soient σ1 et σ2 deux substitutions telles que σ1(x) soit compatible avec σ2 pour tout x ∈ Dσ1.
La composition de σ1 avec σ2, notée σ2 ◦ σ1, est la substitution σ telle que σ(x) = σ2(σ1(x))
pour tout x ∈ Dσ1 et σ(x) = σ2(x) pour tout x ∈ (Dσ2 −Dσ1). 3

Exemple 2.5.11 Soient σ1 = {X 7→ n1 :B(n2 :U), Y 7→ n3 :B(n4 :V)} et σ2 = {U 7→
n5 :A}. Le lecteur peut vérifier que σ2 ◦ σ1 = {X 7→ n1 :B(n5 :A), Y 7→ n3 :B(n4 :V), U 7→
n5 :A}. 2

Nous avons abordé la notion d’homomorphisme engendré par une substitution et un graphe
dans la Définition 2.5.7. Nous nous intéressons ci-dessous à la notion duale de substitution
engendrée par un homomorphisme : étant donné un homomorphisme h : g1 → g2, on définit
la substitution σh qui lie les variables de g1 avec leurs valeurs dans g2 par h.
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Définition 2.5.12 (Substitution engendrée par un homomorphisme)
Soient g1 et g2 deux graphes compatibles et h : g1 → g2 un homomorphisme. Soit N l’ensemble
des nœuds étiquetés par des variables de g1 qui sont affectées avec des termes-graphes de g2

par h et soit V l’ensemble des étiquettes des nœuds de N :

N = {n ∈ Ng1 | Lg1(n) ∈ X et Lg2(h(n)) 6= Lg1(n)} et V = {Lg1(n) | n ∈ N}

Nous définissons la substitution engendrée par l’homomorphisme h, notée σh, comme la sub-
stitution de domaine V telle que σh(x) = g2|h(n) pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ V tels que
Lg1(n) = x. 3

Exemple 2.5.13 Considérons l’homomorphisme µ : L → G|n2 de l’Exemple 2.3.1.
σµ est définie par σµ(u) = σµ(v) = n4 :a. Le lecteur peut vérifier que σµ(L) =
l1 :g(l2 :s(n4 :a),l4 :s(n4)) et µ[L] = G|n2 = n2 :g(n3 :s(n4 :a),n3). Il est clair
que σµ(L) et µ[L] ne sont pas égaux. En fait, on peut montrer qu’il existe un homomorphisme
φ : σµ(L) → µ[L]. 2

2.6 Préordres et égalités sur les graphes et les substitutions

Nous finissons ce chapitre de préliminaires en faisant la liste des préordres et des égalités
définis sur les graphes et les substitutions que nous utiliserons dans la suite de cette thèse.
Concernant les relations d’égalités sur les graphes, nous avons déjà utilisé l’égalité syn-
taxique = de deux graphes. Nous donnons ci-dessous la définition de trois autres égalités :
égalité au renommage (des nœuds et des variables) près ≈ , égalité au renommage des nœuds
près ∼ et bisimilarité

.
=.

On dit que deux graphes sont égaux au renommage près si on peut obtenir l’un à partir
de l’autre en renommant ses nœuds et ses variables :

Définition 2.6.1 (Egalité au renommage près)
Deux graphes g1 et g2 sont égaux au renommage (des nœuds et des variables) près ssi il existe
un isomorphisme φ : g1 → g2. Nous écrirons alors g1 ≈φ g2 ou simplement g1 ≈ g2. 3

On dit que deux graphes sont égaux au renommage des nœuds près si on peut obtenir l’un
à partir de l’autre en renommant ses nœuds uniquement (et pas ses variables). Pour définir for-
mellement cette notion d’égalité, on introduit la notion (importante) de V-homomorphisme :

Définition 2.6.2 (V-homomorphisme)
Soient g1 et g2 deux graphes et h : g1 → g2 un homomorphisme. h est un V-homomorphisme
ssi pour tout nœud n ∈ Ng1 et toute variable x ∈ Vg1 , si Lg1(n) = x, alors Lg2(h(n)) = x. 3

Exemple 2.6.3 Dans la Figure 2.8, il existe un homomorphisme h : g1 → g2 mais h n’est pas
un V-homomorphisme parce qu’il affecte la variable X de g3 avec n4 :A. Les homomorphismes
h′ : g1 → g3 et h′′ : g2 → g4 sont, eux, des V-homomorphismes. 2

Définition 2.6.4 (Egalité au renommage des nœuds près)
Deux graphes g1 et g2 sont égaux au renommage des nœuds près ssi il existe un V-isomorphisme
φ : g1 → g2. Nous écrirons alors g1 ∼φ g2 ou simplement g1 ∼ g2. 3

Avec l’égalité ∼ , on ne peut changer que les nœuds d’un graphe mais pas ses variables
(puisque l’isomorphisme utilisé est un V-isomorphisme). L’égalité au renommage des nœuds
près ressemble à l’α-conversion dans le λ-calcul [Bar84].



2.6. PRÉORDRES ET ÉGALITÉS SUR LES GRAPHES ET LES SUBSTITUTIONS 35

n2 :X

g1

n3 :B

n4 :A

g2

n3 :B

n2 :X

g3

n1 :B

n2 :A

g4

n1 :B

Fig. 2.8:

Nous définissons maintenant la bisimilarité. Informellement, deux termes-graphes sont
bisimilaires s’ils représentent le même arbre infini quand on les déplie. La bisimilarité est
appelée tree-equivalence dans [BvEG+87]. La bisimilarité entre termes-graphes sans variable
fait l’objet d’une longue étude dans [AK96]. Notre définition est une conséquence de leur
Théorème 3.9.

Définition 2.6.5 (Bisimilarité)
Deux termes-graphes compatibles g1 et g2 sont bisimilaires, noté g1

.
= g2, ssi il existe un

graphe g avec deux racines et un V-homomorphisme h : (g1⊕g2) → g tels que h(g1) = h(g2), ou
de manière équivalente, ssi il existe un terme-graphe g et deux V-homomorphismes h1 : g1 → g
et h2 : g2 → g. 3

Exemple 2.6.6 Dans la Figure 2.9, les termes-graphes g1 et g2 sont bisimilaires puisqu’il
existe un terme-graphe g et deux V-homomorphismes h1 : g1 → g et h2 : g2 → g. On
remarque qu’on obtient le terme infini t lorsqu’on déplie les graphes g1, g2 et g. 2

m :c

q :x

p1 :c

p2 :c

q :x

h2

g1 g

h1
c

c

x c

x

x

g2 t

n1 :c

n2 :c

q :x

Fig. 2.9:

En fait, la notion de bisimilarité est la même que celle d’unification, sauf pour les variables
qui sont traitées comme des constantes dans le cas de la bisimilarité. Deux termes-graphes
avec des ensembles de variables différents ne peuvent pas être bisimilaires.

Définition 2.6.7 (Préordre sur les graphes)

Soient g1 et g2 deux graphes. On pose g1

.
≤ g2 ssi il existe une substitution θ telle que

θ(g1)
.
= g2. 3

Exemple 2.6.8 Soient g1 = n1 :B(n2 :X,n2) et g2 = m1 :B(m2 :A,m3 :A). On vérifie que
g1

.
≤ g2. En effet, si θ = {X 7→ p :A}, alors θ(g1) = n1 :B(p :A,p)

.
= g2. 2

Nous étendons maintenant les relations
.
≤ et

.
= définies sur les graphes aux substitutions.

Définition 2.6.9 (Préordre sur les substitutions)
Soient σ1 et σ2 deux substitutions et V un ensemble de variables. On dit que σ1 est plus
générale que σ2 sur V , noté σ1

.
≤ σ2 [V ], ssi il existe une substitution θ telle que θ ◦ σ1(x)

.
=

σ2(x) pour tout x ∈ V . On omettra d’écrire l’ensemble V lorsque V = Dσ1. 3
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Exemple 2.6.10 Soient σ1 = {U 7→ n1 :B(n2 :X,n2), V 7→ n3 :A} et σ2 = {U 7→

m1 :B(m2 :A,m3 :A), W 7→ m4 :A}. Il est facile de vérifier que σ1

.
≤ σ2 [{U}]. En effet, soit

θ = {X 7→ p :A}. Alors, θ ◦ σ1(U) = n1 :B(p :A,p)
.
= σ2(U). 2

Définition 2.6.11 (Relation d’équivalence sur les substitutions)
Soient σ1 et σ2 deux substitutions et V un ensemble de variables. On dit que σ1 est bisimilaire
à σ2 sur V , noté σ1

.
= σ2 [V ], ssi σ1

.
≤ σ2 [V ] et σ2

.
≤ σ1 [V ], c’est-à-dire, σ1(x)

.
= σ2(x) pour

tout x ∈ V . 3



Chapitre 3

Graphes admissibles, réécriture et
confluence

Dans les langages logico-fonctionnels que nous considérons, les données sont modélisées
à l’aide de graphes cycliques et les programmes sont vus comme des systèmes de réécriture
de graphes. L’étude de ces systèmes fait l’objet d’une importante littérature (voir [SPvE93,
ET96, Roz97, EEKR99], entre autres). Ils sont utilisés dans l’implantation des langages fonc-
tionnels [Pey87] comme par exemple CLEAN [PvE93] ou HOPS [Kah94].

Une première façon d’utiliser un langage logico-fonctionnel à base de graphes consiste en
l’évaluation par réécriture d’expressions modélisées sous la forme de graphes cycliques. Cette
sémantique opérationnelle a plusieurs propriétés remarquables. Outre les gains en terme d’ex-
pressivité, d’espace et de temps de calcul que nous avons vus dans le chapitre d’introduction,
nous nous intéressons aux “bonnes” propriétés du calcul, en particulier, la confluence de la
relation de réécriture. Elle exprime le déterminisme de l’évaluation d’une expression, l’unicité
de la valeur d’une expression lorsque cette valeur existe.

Les systèmes de réécriture de graphes que nous considérons (c’est-à-dire, les programmes)
peuvent être vus comme une extension naturelle des systèmes de réécriture faiblement orthogo-
naux de termes avec constructeurs. Ceux-ci sont confluents dans le cadre des termes [Hue80],
mais cette propriété n’est pas préservée dans le cadre des graphes cycliques. En effet, le
système orthogonal formé par les règles (R1) A(x) → x et (R2) B(x) → x induit une
relation de réécriture qui est confluente sur les termes mais pas sur les graphes, comme le
montre l’exemple suivant [KKSV94] : le graphe n :A(B(n)) peut se réécrire en deux graphes
différents u :A(u) et v :B(v).

Ce système de réécriture n’est pas confluent parce qu’il utilise des règles effondrantes1,
c’est-à-dire des règles dont les membres droits sont réduits à de simples variables. L’usage
de telles règles ne peut pas être interdit dans un langage de programmation. En effet, la
plupart des fonctions d’accès (comme car et cdr sur les listes) sont définies à l’aide de règles
effondrantes.

Dans ce chapitre, nous mettons en évidence une classe de graphes dits admissibles qui
est stable par réécriture et sur laquelle la relation de réécriture que nous considérons est
confluente. Un graphe est admissible si ses cycles ne contiennent pas d’opération définie.
Le graphe cdr(n :cons(0,n)) est un graphe admissible. Ce n’est pas le cas du graphe
n :cdr(cons(0,n)) puisque l’opération définie cdr appartient à un cycle.

1collapsing rules en anglais.

37
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Nous montrons de plus que la relation de réécriture est confluente modulo la bisimila-
rité par rapport aux graphes admissibles. Autrement dit, une expression modélisée par deux
graphes admissibles “équivalents” (bisimilaires) a une unique valeur (forme normale) lorsque
cette valeur existe. Nous aurons besoin de ce résultat dans les Chapitres 5 et 6 traitant de la
surréduction de graphes.

L’ensemble de ces résultats a fait l’objet de plusieurs publications [EJ98a, EJ98b, EJ97c].
Quant aux détails techniques, ils se trouvent dans deux rapports [EJ97b, EJ98c].

Dans la section suivante, nous définissons les graphes admissibles, les règles de réécriture
de graphes et des systèmes de réécriture de graphes que nous étudions dans cette thèse. Nous
donnons la définition du pas de réécriture dans la Section 3.2 et nous montrons la stabilité de
la classe des graphes admissibles par réécriture. Nous faisons ensuite une liste de nos résultats
concernant la confluence de la relation de réécriture dans la Section 3.3. Les preuves de ces
résultats sont données dans les Sections 3.4 et 3.5. Nous terminons ce chapitre avec une étude
succinte de la confluence dans un cas particulier de systèmes de réécriture de graphes dits
faiblement admissibles avec bisimilarité.

3.1 Graphes admissibles et systèmes de réécriture considérés

Pour des raisons aussi bien pratiques [O’D77] que théoriques [HH82], les langages
déclaratifs utilisent des signatures avec constructeurs, c’est-à-dire des signatures où des fonc-
tions qu’on appelle les constructeurs, qui sont utilisées pour construire les données, sont
distinguées des fonctions qu’on appelle les opérations définies, qui sont utilisées pour calculer
des informations sur les données et qui sont décrites à l’aide de règles de réécriture.

Définition 3.1.1 (Signature avec constructeurs)
Une signature avec constructeurs Σ est un triplet 〈S, C,D〉 tel que S soit un ensemble de
sortes, C soit une famille S-indicée d’ensembles de symboles de constructeurs et D soit une
famille S-indicée d’ensembles d’opérations définies telles que C ∩D = ∅ et 〈S, C ∪D〉 soit une
signature. 3

Exemple 3.1.2 Soit Σ = 〈S, C,D〉 la signature avec constructeurs telle que S = {ζ1, ζ2},
C = {c : ζ1ζ2 → ζ2, s : ζ1 → ζ1, a : ε → ζ1} et D = {f : ζ1ζ1 → ζ2, g : ζ1ζ1 → ζ1, h : ζ1ζ1 → ζ1}.
2

Comme nous faisons la distinction entre les opérations définies et les symboles construc-
teurs dans une signature, on peut définir différentes sortes de nœuds dans un graphe :

Définition 3.1.3 Soit g un graphe défini sur une signature avec constructeurs. Un nœud
n ∈ Ng est un nœud fonctionnel (resp. constructeur, variable) si n est étiqueté avec une
opération définie (resp. un symbole constructeur, une variable) dans g. On dit que g est un
terme-graphe de racine fonctionnelle (resp. constructeur) si Rootg est un nœud fonctionnel
(resp. constructeur). 3

Exemple 3.1.4 Supposons que les graphes de la Figure 3.1 soient définis sur la signature Σ
de l’Exemple 3.1.2 où g est une opération définie, c, s et a sont des symboles constructeurs
et x et y sont des variables. Le nœud n1 est un nœud constructeur, le nœud l1 est un nœud
fonctionnel et les nœuds l3 et l4 sont des nœuds variables. G est un terme-graphe de racine
constructeur et L est un terme-graphe de racine fonctionnelle. 2
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n1 :c n5 :c

n2 :g

n3 :s

n4 :a l3 :x

r1 :s

r2 :g

l5 :y

l2 :s

l1 :g

l4 :s

G L R

Fig. 3.1:

Dans cette thèse, nous considérons la réécriture et la surréduction de certains graphes
qu’on appelle des graphes admissibles. Les termes-graphes admissibles correspondent, sur le
plan de la programmation impérative, à des appels imbriqués de fonctions dont les paramètres
sont des graphes cycliques constructeurs modélisant les structures de données classiques.

Définition 3.1.5 (Graphes admissibles et graphes constructeurs)
Un graphe g est un graphe admissible si il n’existe pas de chemin allant d’un nœud fonctionnel
de g vers lui-même : Pour tout n ∈ Ng, si Lg(n) ∈ D, alors n‖n (i.e., Pathsg(n, n) = ∅).
g est un graphe constructeur si g n’a pas de nœud fonctionnel : Pour tout n ∈ Ng, Lg(n) ∈ C
ou Lg(n) ∈ X . Un graphe constructeur est nécessairement admissible. 3

Exemple 3.1.6 Le graphe G de la Figure 3.1 est un terme-graphe admissible mais z :g(z,z)

et z :g(n :s(z),n) n’en sont pas (puisque g est une opération définie appartenant à un
cycle). 2

Nous distinguons ci-dessous certains termes-graphes admissibles qu’on appelle des motifs2

et qui sont nécessaires pour définir les règles de réécriture :

Définition 3.1.7 (Motif)
Un terme-graphe admissible g est un motif ssi :

1. Tous les nœuds de g sont soit des nœuds constructeurs soit des nœuds variables, sauf
la racine qui est un nœud fonctionnel : Pour tout n ∈ Ng, Lg(n) ∈ D ⇐⇒ n = Rootg.

2. g a une structure d’arbre, i.e., il existe au plus un chemin de Rootg vers n’importe
quel nœud de g : Pour tout n ∈ Ng, si n = Rootg alors Pathsg(Rootg, n) = ∅, sinon si
n 6= Rootg alors cardinal(Pathsg(Rootg, n)) = 1.

3

Exemple 3.1.8 Dans la Figure 3.1, le graphe L est un motif. Le terme-graphe p :B(q :X,q)

n’est pas un motif puisqu’il existe deux chemins allant de p vers q. En fait, un motif est un
terme-graphe correspondant à un terme du premier ordre linéaire ne contenant qu’une seule
occurence d’opération définie située à la racine. 2

La définition qui suit introduit la notion de règle de réécriture admissible. Ces règles sont
définies de sorte que l’ensemble des graphes admissibles soit stable par rapport à la relation
de réécriture qu’elles induisent (Théorème 3.2.8).

2pattern en anglais.
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Définition 3.1.9 (Règle de réécriture admissible)
Une règle de réécriture est un graphe avec deux racines noté l → r [BvEG+87]. l (resp. r) est
un terme-graphe qu’on appelle le membre gauche (resp. membre droit) de la règle. Une règle
e′ est une variante d’une autre règle e ssi e′ est obtenue à partir de e en renommant toutes
les variables et tous les nœuds (i.e., e ≈ e′ et tous les nœuds et toutes les variables de e′ sont
nouveaux).
Une règle de réécriture l → r est dite admissible ssi :

1. l est un motif.

2. r est un terme-graphe admissible.

3. l n’est pas un sous-graphe de r.

4. Vr ⊆ Vl.

On dit que deux règles admissibles sont superposables si leurs membres gauches s’unifient. 3

Exemple 3.1.10 Le graphe L → R de la Figure 3.1 montre un exemple de règle admissible.
Des règles non admissibles sont utilisées dans les Exemples 3.2.9 et 3.3.6. On remarque que les
variables apparaissant dans une règle de réécriture sont toujours partagées entre le membre
gauche et le membre droit (par définition des graphes). 2

Nous sommes prêts pour définir les systèmes de réécriture de graphes qui sont étudiés
dans la suite :

Définition 3.1.11 (Systèmes de réécriture considérés)
Un système de réécriture de graphes avec constructeurs (cGRS3) est un couple SP = 〈Σ,R〉
tel que Σ soit une signature avec constructeurs et R soit un ensemble de règles de réécriture
admissibles.
On dit que SP est un système de réécriture admissible (AGRS4) ssi pour toute règle distincte
R1 et R2 de R, R1 et R2 ne sont pas superposables.
On dit que SP est un système de réécriture faiblement admissible (WAGRS5) ssi R est un
ensemble de règles telles que si l1 → r1 et l2 → r2 sont deux règles superposables, alors leurs
membres droits instanciés sont égaux au renommage des nœuds près, i.e., si il existe un graphe
admissible g et un homomorphisme h : (l1 ⊕ l2) → g tel que h(l1) = h(l2), alors h[r1] ∼ h[r2].
3

Exemple 3.1.12 Soit Σ la signature avec constructeurs de l’Exemple 3.1.2. Considérons les
règles de réécriture suivantes (cf. Figure 3.2) :

(R1) l1:f(l2:a,l3:x) -> r1:c(l3:x,r1)

(R2) l1:f(l2:x,l3:s(l4:a)) -> r1:c(r2:s(r3:a),r1)

(R3) l1:g(l2:a,l3:x) -> r1:s(l2:a)

(R4) l1:g(l2:x,l3:a) -> r1:s(l2:x)

(R5) l1:g(l2:s(l3:x),l4:s(l5:y)) -> r1:s(r2:g(l3:x,l4:s(l5:y)))

(R6) l1:h(l2:x,l3:y) -> r1:h(l3:y,l2:x)

Soient R1 = {R1, R3, R5, R6} et SP1 = 〈Σ,R1〉. Comme les règles de R1 ne sont pas
superposables deux à deux, SP1 est un AGRS.

Posons maintenant R2 = {R1, R2, R3, R4, R5, R6} et SP2 = 〈Σ,R2〉. Les règles R1 et R2

(resp. R3 et R4) sont superposables et leurs membres droits instanciés sont égaux au renom-
mage des nœuds près. Donc SP2 est un WAGRS. 2

3Constructor-based Graph Rewriting System en anglais.
4Admissible Graph Rewriting System en anglais.
5Weakly Admissible Graph Rewriting System en anglais.
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r1 :h

l2 :x

l1 :h

l3 :y

R6

l3 :x l5 :y

r1 :s

l2 :s

l1 :g

l4 :s r2 :g

r1 :c

l2 :a

l1 :f

l3 :x

R1

r1 :s

l2 :a

l1 :g

l3 :x
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r1 :cl1 :f

l4 :a

l3 :sl2 :x r2 :s

r3 :a

R2

r1 :s

l2 :x

l1 :g

l3 :a

R4R5 R1 R2

Fig. 3.2:

3.2 Pas et relation de réécriture

Réécrire un graphe se fait en deux étapes [BvEG+87]. Tout d’abord, on calcule le filtre
entre le membre gauche d’une règle et un sous-graphe du graphe à réécrire ; ensuite, on
remplace ce sous-graphe par le membre droit instancié de la règle.

Définition 3.2.1 (Pas de réécriture)
Soient SP = 〈Σ,R〉 un cGRS, g1 et g2 deux graphes, R une règle de réécriture de R et p un
nœud de g1. On dit que g1 se réécrit en g2 au nœud p avec la règle R, noté g1 →[p,R] g2, ssi :

1. Il existe une variante l → r de R et un homomorphisme h : l → g1|p (tels que l filtre g1

au nœud p avec l’homomorphisme h).

2. g2 = g1[p ← h[r]].

Dans ce cas, on dit que g1|p est un rédex de g1 de racine p. 3

Exemple 3.2.2 Reprenons les Figures 2.6 page 29 et 2.2 page 2.2 et montrons le pas de
réécriture du graphe G avec la règle L → R au nœud n2 :

1. Filtrage (Figure 2.6 (a)) : On ”projette” le membre gauche de la règle, L, sur le sous-
graphe du graphe à réécrire, G|n2. Le filtre est un homomorphisme µ : L → G|n2.

2. On instancie le membre droit de la règle, R (Figure 2.6 (b)) : Ce calcul revient à rem-
placer tous les sous-graphes communs entre R et L, c’est-à-dire l3 :x et l4 :s(y), par
leurs images par µ, c’est-à-dire n4 :a et n3 :s(n4 :a), respectivement. On note µ[R] le
graphe qu’on obtient. Remarquons que la Figure 2.6 (b) correspond à la Figure 2.2 (b)
(i.e., µ[R] = D).

3. On remplace G|n2 par µ[R] dans G (Figure 2.2 (c) et (d)) : Pour calculer ce rempla-
cement, on redirige toutes les flèches pointant sur n2 (ici, la première flèche partant de
n1) vers la racine de µ[R], r1. On obtient le graphe H2 (Figure 2.2 (c)) à partir de H1

(Figure 2.2 (b)). Pour finir, il ne reste plus qu’à faire l’étape de garbage collection. Le
graphe resultat, G′ = G[n2 ← D], est celui de la Figure 2.2 (d).

Nous obtenons donc G →[n2,R5] G′ (voir Figure 3.3). 2
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n1 :c n5 :c

n2 :g

n3 :s

n4 :a

G G′

n1 :c n5 :c

r1 :s

r2 :g

n3 :s

n4 :a

[n2, R5]

Fig. 3.3:

Définition 3.2.3 (Dérivation de réécriture)

Soient SP un cGRS. On note
∗
→ la fermeture réflexive et transitive de → et on parle de

dérivation (de réécriture) d’un graphe g1 vers un graphe g2 lorsque g1
∗
→ g2. On note

+
→

la fermeture transitive de →. Enfin,
ε
→6 dénote la fermeture réflexive de → et on dit qu’un

graphe g1 se réécrit en au plus un pas en un graphe g2 lorsque g1
ε
→ g2. 3

Exemple 3.2.4 Dans l’Exemple 3.2.2, nous avons vu que G →[n2,R5] G′ avec G′ =
n1 :c(r1 :s(r2 :g(n4 :a,n3 :s(n4))),n5 :c(n3,n1)). Le membre gauche de la règle R3
(cf. Exemple 3.1.12 et Figure 3.2) filtre G′ au nœud r2. Donc G′ se réécrit au nœud r2 avec la
règle R3 en un graphe G′′ avec G′′ = n1 :c(r1 :s(r3 :s(n4 :a)),n5 :c(n3 :s(n4),n1))

(voir Figure 3.4). Par définition d’une dérivation de réécriture, nous concluons que G
∗
→ G′′.

G′

n1 :c n5 :c

r1 :s

r2 :g

n3 :s

n4 :a

n1 :c n5 :c

r1 :s

r3 :s n3 :s

n4 :a

G′′

[r2, R3]

Fig. 3.4:

2

Dans les langages que nous considérons, on évalue une expression modélisée sous forme
d’un graphe cyclique par réécriture. On considère qu’on a calculé la valeur d’une expression
lorsque les deux conditions suivantes sont réunies :

1. Le graphe qui représente cette expression n’a plus de rédex. On dit qu’il est sous forme
normale.

2. Le graphe obtenu est un graphe constructeur.

6Cette notation est introduite dans [Hue80]. Dans [Klo92], elle se note →≡.
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Cette dernière condition est vérifiée dans la plupart des langages qui suivent une discipline
constructeur. En effet, une forme normale qui contient des fonctions définies (par exemple
car(nil)) provoque une erreur d’exécution. On dit qu’un graphe est C-normalisable7 s’il
admet une forme normale constructeur.

Définition 3.2.5 (Forme normale, C-normalisation)
Soient SP un cGRS. Un terme-graphe admissible est sous forme normale s’il n’a pas de rédex.
Un terme-graphe admissible g est C-normalisable s’il existe un graphe constructeur c et une
dérivation de réécriture g

∗
→ c. 3

Exemple 3.2.6 Le graphe G′′ de l’Exemple 3.2.4 est un graphe constructeur. Donc G′′ est
sous forme normale. De plus, G′′ est un graphe constructeur et G

∗
→ G′′, donc G est C-

normalisable. 2

Nous montrons ci-dessous la bonne définition d’un pas de réécriture, c’est-à-dire que la
réécriture d’un graphe permet bien de calculer un graphe.

Proposition 3.2.7 Soient SP = 〈Σ,R〉 un cGRS, g1 un graphe, l → r une variante d’une
règle de réécriture R de R et p un nœud de g1. Si l filtre g1 au nœud p, alors il existe un
graphe g2 tel que g1 →[p,R] g2. 3

Preuve : Soit h : l → g1|p le filtre de l sur g1 au nœud p. Nous devons montrer que l’expression

g1[p ← h[r]] désigne un graphe. Montrons tout d’abord qu’on peut calculer h[r]. Par hypothèse, l, r

et g1 sont compatibles deux à deux. De plus B(l, r) ⊆ N(l⊕r) donc B(l, r) ∩ N(g1|p) = ∅. On conclut

donc que h est compatible avec r, et par conséquent, h[r] est bien défini. Montrons maintenant que

g1 et h[r] sont compatibles. Supposons que B(l, r) = {p1, . . . , pk}. Par définition de l’application d’un

homomorphisme à un graphe, h[r] = r[p1 ← (g1|p)|h(p1)
] . . .[pk ← (g1|p)|h(pk)

]. Le graphe précédent

est composé de nœuds de r et de sous-graphes de g1. Ces sous-graphes ne sont pas modifiés par les

redirections de pointeurs car pi ∈ N(l⊕r), donc pi /∈ Ng1
, pour tout i ∈ 1..k. Donc h[r] est compatible

avec g1, ce qui nous permet de conclure que g1[p ← h[r]] peut être calculé, i.e., que g2 peut être calculé.

2

Pour finir cette section, nous montrons que l’ensemble des termes-graphes admissibles est
stable par réécriture avec des règles admissibles.

Theorème 3.2.8 Soient SP un cGRS et g1 →[p,R] g2 un pas de réécriture. Si g1 est un
graphe admissible, alors g2 est un graphe admissible. 3

L’exemple suivant montre que cette proposition est fausse si les règles de réécriture utilisées
ne sont pas admissibles.

Exemple 3.2.9 La règle l1 :B(l2 :A,l3 :X) → r1 :B(l1,r2 :A) n’est pas admissible
puisque la racine de son membre gauche est un nœud de son membre droit, i.e., son
membre gauche est un sous-graphe de son membre droit, et donc la troisième condition de
la Définition 3.1.9 n’est pas remplie. En utilisant cette règle, le lecteur peut vérifier que le
terme-graphe admissible n1 :B(n2 :A,n3 :A) se réécrit en r1 :B(r1,r2 :A). Ce dernier
graphe n’est pas admissible puisque l’opération définie B appartient à un cycle. 2

Pour prouver le Théorème 3.2.8, nous établissons la proposition suivante qui donne une
condition suffisante pour qu’un graphe obtenu par remplacement d’un sous-graphe dans un
graphe admissible soit admissible.

7[SR93] parle de terme légal (legal term en anglais) dans le cadre des termes du premier ordre C-normalisable.
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Proposition 3.2.10 Soient g un graphe admissible, p un nœud de g et u un terme-graphe
admissible tels que g et u soient compatibles. Si p /∈ Nu, alors g[p ← u] est un graphe
admissible. 3

Preuve : Puisque p n’est pas un nœud de u, il n’existe pas de chemin allant de Rootu vers p dans

le graphe g ⊕ u. Donc la redirection de pointeurs de p vers Rootu utilisée pour calculer g[p ← u] ne

modifie pas u pour créer un cycle passant par un nœud fonctionnel dans g ⊕ u. Donc g[p ← u] est un

graphe admissible. 2

Preuve du Théorème 3.2.8 : Soit h : l → g1|p. Pour montrer que g1[p ← h[r]] est un graphe

admissible, il suffit de montrer que p /∈ Nh[r], d’après la Proposition 3.2.10. Supposons que B(l, r) =

{p1, . . . , pk}. Alors h[r] = r[p1 ← (g1|p)|h(p1)
] . . .[pk ← (g1|p)|h(pk)

]. Le graphe précédent est composé

de nœuds de r et de sous-graphes de g1 qui ne sont pas modifiés par les redirections de pointeurs

(puisque pi /∈ Ng1
pour tout i ∈ 1..k). p n’est pas un nœud de r puisque p ∈ Ng1

et Ng1
∩ Nr = ∅.

Donc si p apparâıt dans h[r], alors p est un nœud de (g1|p)|h(pi)
pour un i donné. Autrement dit,

h(pi) ¹ p dans g1. De plus, nous affirmons que p ¹ h(pi) dans g1. En effet, comme pi ∈ B(l, r), pi est

un nœud de l, donc Rootl ¹ pi (dans l). Comme h est un homomorphisme, h(Rootl) ¹ h(pi) dans g1,

et comme h(Rootl) = p, nous en déduisons que p ¹ h(pi) dans g1. Nous avons donc h(pi) ¹ p et

p ¹ h(pi) dans g1. Or p est un nœud fonctionnel de g1 et g1 est un graphe admissible. Donc il n’y

a pas de cycle sur p dans g1. Par conséquent, h(pi) = p. h : l → g1|p est un homomorphisme, donc

h(Rootl) = p et pour tout n ∈ Nl tel que n 6= Rootl, h(n) 6= p (sinon il existerait un cycle sur p dans

g1). Donc si h(pi) = p = h(Rootl), alors pi = Rootl. Pourtant, pi ∈ B(l, r) et Rootl /∈ Nr par définition

d’une règle admissible, donc pi 6= Rootl. On en conclut que p ne peut pas être un nœud de h[r]. Par

conséquent, g1[p ← h(r)] est un graphe admissible, d’après la Proposition 3.2.10. 2

3.3 Confluence et confluence modulo la bisimilarité

La confluence est une des principales propriétés des relations de réécriture : elle exprime
le déterminisme des calculs effectués, l’unicité du résultat d’un calcul lorsqu’il termine. Ce
problème, abordé pour la première fois dans [CR36], a fait l’objet de nombreuses études
(voir [Klo92]) dont deux étapes essentielles furent [New42] et [KB70]. Malheureusement, ces
études ne s’étendent pas immédiatement aux graphes cycliques, comme nous l’avons remarqué
en introduction de ce chapitre. Dans cette section, nous établissons que la réécriture des
graphes admissibles est confluente.

Définition 3.3.1 (Confluence)
Soit SP un cGRS. On dit que la relation de réécriture → est confluente (au renommage des
nœuds près) par rapport aux termes-graphes admissibles si pour tout terme-graphe admissible

g1, g2, g′1 et g′2 tels que g1 et g2 soient égaux au renommage des nœuds près (g1 ∼ g2), g1
∗
→ g′1

et g2
∗
→ g′2, il existe deux termes-graphes admissibles g′′1 et g′′2 tels que g′1

∗
→ g′′1 , g′2

∗
→ g′′2 et

g′′1 ∼ g′′2 (cf. Figure 3.5). 3

Remarque 3.3.2 Dans les figures, une ligne continue représente une hypothèse alors qu’une
ligne en pointillés représente une conclusion. 3

Dans [KKSV94], il est prouvé que la relation de réécriture engendrée par les systèmes de
réécriture orthogonaux de graphes (donc en particulier les systèmes de réécriture admissibles)
est confluente modulo l’équivalence de certains graphes dits hyper-effondrants8 ; un graphe
est hyper-effondrant s’il se réécrit en un pas en lui-même (i.e., g → g).

8hypercollapsing graphs en anglais.
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g1 g2∼

g′′
1 ∼ g′′

2

g′
2g′

1

∗∗

∗∗

Fig. 3.5:

Exemple 3.3.3 Soient g = n1 :A(n2 :B(n1)) un terme-graphe et S1 et S2 les deux règles
suivantes :

(S1) l1:A(l2:X) -> l2:X

(S2) l3:B(l4:Y) -> l4:Y

g se réécrit en deux termes-graphes distincts g1 = n2 :B(n2) (avec la règle S1) et g2 =
n1 :A(n1) (avec la règle S2). g1 (resp. g2) se réécrit uniquement en lui-même avec la règle
S2 (resp. S1). Donc g1 et g2 sont des graphes hyper-effondrants. Il est clair que la relation
de réécriture n’est pas confluente, mais elle est confluente modulo l’équivalence des graphes
hyper-effondrants. On note que le graphe initial g n’est pas admissible. 2

Nous ne nous intéressons pas à la confluence modulo l’équivalence des graphes hyper-
effondrants dans cette thèse. Nous obtenons le résultat suivant :

Theorème 3.3.4 Soit SP un WAGRS. Alors la relation de réécriture → est confluente (mo-
dulo ∼ ) par rapport aux termes-graphes admissibles. 3

Le Théorème 3.3.4 est prouvé dans la Section 3.4. Dans [AK96], tout système de réécriture
de graphes sans règle superposable mais dont les membres gauches sont éventuellement non
linéaires est confluent. Toutefois, ce résultat (surprenant) est établi pour une relation de
réécriture particulière qui est différente de celle que nous considérons ici. Citons aussi [Plu94]
qui propose une définition des pairs critiques dans le cadre des systèmes de réécriture de
graphes acycliques, puis qui donne un critère permettant de décider la confluence de la relation
de réécriture lorsqu’elle est nœthérienne (i.e., terminante).

Nous posons maintenant le problème de la confluence modulo la bisimilarité. Nous aurons
besoin de ce résultat dans le Chapitre 6.

Définition 3.3.5 (Confluence modulo la bisimilarité)
Soit SP un cGRS. On dit que la relation de réécriture → est confluente modulo la bisimila-
rité

.
= par rapport aux termes-graphes admissibles si pour tout terme-graphe admissible g1,

g2, g′1 et g′2 tels que g1
.
= g2, g1

∗
→ g′1 et g2

∗
→ g′2, il existe deux termes-graphes admissibles g′′1

et g′′2 tels que g′1
∗
→ g′′1 , g′2

∗
→ g′′2 et g′′1

.
= g′′2 (cf. Figure 3.6). 3

g1 g2
.
=

g′′
1

.
= g′′

2

g′
2g′

1

∗∗

∗∗

Fig. 3.6:
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Notons que si les membres gauches des règles ne sont pas des arbres, alors la confluence
de la réécriture modulo la bisimilarité n’est pas assurée :

Exemple 3.3.6 Considérons les termes-graphes admissibles g1 = n1 :B(n2 :A,n2) et g2 =
m1 :B(m2 :A,m3 :A) et la règle l1 :B(l2 :X,l2) → l2 :X. g1 se réécrit à la racine en g′1 =
n2 :A alors que le graphe g2 ne peut pas se réécrire. Comme g′1 et g2 ne sont pas bisimilaires,
→ n’est pas confluente modulo

.
= par rapport aux termes-graphes admissibles. 2

Nous obtenons le résultat suivant :

Theorème 3.3.7 Soit SP un WAGRS. La relation de réécriture → est confluente modulo la
bisimilarité par rapport aux termes-graphes admissibles. 3

Le Théorème 3.3.7 est prouvé dans la Section 3.5. Le lecteur trouvera dans [AKP97] un
catalogue des propriétés de confluence et de confluence modulo la bisimilarité sur les termes-
graphes acycliques.

Une autre question intéressante concerne la confluence de la relation de réécriture en-
gendrée par des cGRS tels que les membres droits instanciés de deux règles superposables
soient bisimilaires (et donc pas nécessairement égaux au renommage des nœuds près). Nous
aborderons ce problème dans la Section 3.6.

3.4 Preuve de confluence des WAGRS

Dans cette section, nous prouvons le Théorème 3.3.4 :

Théorème 3.3.4 Soit SP un WAGRS. La relation de réécriture → est confluente au renom-
mage des nœuds près par rapport aux termes-graphes admissibles, i.e., pour tout terme-graphe
admissible g1, g2, g′1 et g′2 tels que g1 ∼ g2, g1

∗
→ g′1 et g2

∗
→ g′2, il existe deux termes-graphes

admissibles g′′1 et g′′2 tels que g′1
∗
→ g′′1 , g′2

∗
→ g′′2 et g′′1 ∼ g′′2 (cf. Figure 3.5). 2

Nous commençons par faire une liste de propriétés techniques concernant les sous-graphes et
le remplacement. Ces propriétés s’inspirent de celles utilisées dans [Hue80] pour la preuve de
confluence de la réécriture de termes. Toutefois, leurs utilisations dans notre cadre d’étude
requiert des précautions : nous avons vu que le résultat d’un remplacement pouvait parfois
être surprenant (cf. Exemple 2.2.9).

Propriétés de persistence

Nous commençons par établir deux propositions qui simplifient le calcul d’un sous-graphe
dans un graphe obtenu par remplacement.

Proposition 3.4.1 (Persistence globale)
Soient g un graphe, u un terme-graphe compatible avec g et n1 et n2 deux nœuds de g. Si il
n’existe pas de chemin de n2 vers n1 dans g et qu’il existe un chemin d’une racine de g vers
n2 qui ne passe pas par n1, alors (g[n1 ← u])|n2

= g|n2
. Cette proposition s’applique dans le

cas particulier où n1‖n2. 3

Preuve : Par hypothèse, il existe un chemin d’une racine r de g vers n2 qui ne passe pas par n1. Donc

n2 reste un nœud de g[n1 ← u] (i.e., le chemin allant de r vers n2 n’est pas modifié par la redirection de

pointeurs de n1 vers Rootu). De plus, il n’existe pas de chemin de n2 vers n1 dans g, i.e., n1 /∈ N(g|n2
).
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Donc g|n2
est un sous-graphe de g[n1 ← u] (i.e., g|n2

n’est pas modifié par la redirection de pointeurs

de n1 vers Rootu). On en conclut que (g[n1 ← u])|n2
= g|n2

. 2

Proposition 3.4.2 (Persistence locale 9)
Soient g un graphe, u un terme-graphe compatible avec g et n1 et n2 deux nœuds de g. Si
n1 /∈ Nu et n2 ∈ Nu, alors (g[n1 ← u])|n2

= u|n2
. 3

Preuve : Par hypothèse, n1 /∈ Nu, donc u n’est pas modifié par la redirection de pointeurs de n1

vers Rootu. De plus, n2 reste un nœud de u dans g[n1 ← u] et par conséquent, (g[n1 ← u])|n2
= u|n2

.

2

Propriétés concernant les doubles remplacements

Nous travaillons maintenant sur des propositions qui mettent en jeu des doubles rempla-
cements. Il apparâıt qu’une expression telle que (g[n1 ← u1])[n2 ← u2] n’est pas toujours bien
définie. En effet, supposons que g soit un graphe compatible avec deux termes-graphes u1 et
u2. Comme g est compatible avec u1, on peut calculer g[n1 ← u1]. Mais ce graphe peut ne
plus être compatible avec u2.

Exemple 3.4.3 Soient g, u1 et u2 trois termes-graphes compatibles tels que g =
n1 :A(n2 :B(n3 :C)), u1 = n4 :D et u2 = n5 :E(n2 :B(n3 :C)). Alors g[n3 ← u1] =
n1 :A(n2 :B(n4 :D)). Ce graphe n’est plus compatible avec u2 puisque le nœud n2 n’a pas
les mêmes successeurs dans g[n3 ← u1] et dans u2. Le problème vient du fait que n3 apparâıt
à la fois dans g et dans u2. 2

Dans la proposition suivante, nous donnons une condition suffisante pour éviter ce
problème.

Proposition 3.4.4 Soient g un graphe, n1 et n2 deux nœuds de g et u1 et u2 deux termes-
graphes tels que g, u1 et u2 soient compatibles. Si n1 /∈ Nu2 , alors g[n1 ← u1] et u2 sont
compatibles, et donc (g[n1 ← u1])[n2 ← u2] est bien défini. 3

Preuve : Supposons que g[n1 ← u1] et u2 ne soient pas compatibles alors que g, u1 et u2 le sont.

Par définition de la compatibilité, il existe forcément un nœud p commun à g[n1 ← u1] et à u2 tel que

Sg⊕u1
(p) = Su2

(p) mais Sg[n1←u1](p) 6= Su2
(p). Supposons que Sg⊕u1

(p) = p1 . . . pk = Su2
(p). Soit ρ

la redirection de pointeurs telle que ρ(n1) = Rootu1
et ρ(q) = q pour tout q 6= n1. Par définition d’un

remplacement, Sg[n1←u1](p) = ρ(p1) . . . ρ(pk). Puisque Su2
(p) = p1 . . . pk et Sg[n1←u1](p) 6= Su2

(p), il

existe i ∈ 1..k tel que ρ(pi) 6= pi. Aussi il existe i ∈ 1..k tel que pi = n1. Puisque Su2
(p) = p1 . . . pk, on

en conclut que n1 ∈ Nu2
. Donc si n1 n’est pas un nœud de u2, alors g[n1 ← u1] et u2 sont compatibles.

2

Proposition 3.4.5 (Associativité)
Soient g un graphe, n1 et n2 deux nœuds de g et u1 et u2 deux termes-graphes tels que g,
u1 et u2 soient compatibles. Si n1 /∈ Nu2 , alors (g[n1 ← u1])[n2 ← u2] = (g[n2 ← u2])[n1 ←
(u1[n2 ← u2])]. 3

Preuve : Soit E1 = (g[n1 ← u1])[n2 ← u2]. Comme n1 /∈ Nu2
, l’expression E1 est bien définie

(d’après la Proposition 3.4.4). Soient ρ1 = {n1 7→ Rootu1
} et ρ2 = {n2 7→ Rootu2

} deux redirections
de pointeurs. On a : E1 = (ρ2(ρ1(g ⊕ u1 ⊕ u2)))|ρ2(ρ1(Rootsg)).

9Le mot Embedding est utilisé dans [Hue80].
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Soit E2 = (g[n2 ← u2])[n1 ← (u1[n2 ← u2])]. L’expression E2 est, elle aussi, bien définie car si g et u1

sont compatibles, alors g[n2 ← u2] et u1[n2 ← u2] restent compatibles. Soit ρ3 = {n2 7→ ρ2(Rootu1
)}

une nouvelle redirection de pointeurs. On a : E2 = (ρ3(ρ2(g ⊕ u1 ⊕ u2)))|ρ3(ρ2(Rootsg)).

Pour montrer que E1 = E2, il suffit donc de montrer que ρ2(ρ1(p)) = ρ3(ρ2(p)) pour tout p ∈ Ng⊕u1⊕u2
,

ce qui est trivial avec une analyse des différents cas pour p. 2

Proposition 3.4.6 (Commutativité)
Soient g un graphe, n1 et n2 deux nœuds de g et u1 et u2 deux termes-graphes tels que
g, u1 et u2 soient compatibles. Si n1 /∈ Nu2 et n2 /∈ Nu1 , alors (g[n1 ← u1])[n2 ← u2] =
(g[n2 ← u2])[n1 ← u1]. 3

Preuve : D’après la Proposition 3.4.5 (Associativité), (g[n1 ← u1])[n2 ← u2] = (g[n2 ← u2])[n1 ←

(u1[n2 ← u2])], puisque n1 /∈ Nu2
. Or n2 /∈ Nu1

, donc u1[n2 ← u2] = u1. Aussi, nous concluons que

(g[n1 ← u1])[n2 ← u2] = (g[n2 ← u2])[n1 ← u1]. 2

Proposition 3.4.7 (Dominance faible)
Soient g un graphe, n1 et n2 deux nœuds de g et u1 et u2 deux termes-graphes tels que g,
u1 et u2 soient compatibles. Si n1 /∈ Nu2 et tous les chemins allant d’une racine de g vers n1

passent par n2, i.e., ∀r ∈ Rootsg,∀C ∈ Pathsg(r, n1), n2 ∈ C, alors (g[n1 ← u1])[n2 ← u2] =
g[n2 ← u2]. 3

Preuve : D’après la Proposition 3.4.5 (Associativité), (g[n1 ← u1])[n2 ← u2] = (g[n2 ← u2])[n1 ←

(u1[n2 ← u2])], puisque n1 /∈ Nu2
. Or n1 n’est pas un nœud de g[n2 ← u2]. En effet, n1 n’est pas un

nœud de u2 et tous les chemins allant d’une racine de g vers n1 passent par n2, donc n1 a été éliminé par

le remplacement dans g[n2 ← u2]. En conséquence, (g[n2 ← u2])[n1 ← (u1[n2 ← u2])] = g[n2 ← u2],

et donc (g[n1 ← u1])[n2 ← u2] = g[n2 ← u2]. 2

Preuve de confluence proprement dite

La proposition suivante établit que la réécriture de deux graphes égaux au renommage
des nœuds près conduit à deux graphes égaux au renommage des nœuds près. La preuve est
évidente.

Proposition 3.4.8 Soient SP un cGRS et g1, g2 et g′1 trois termes-graphes admissibles tels

que g1 ∼ g2 et g1 → g′1 (resp. g1
∗
→ g′1). Alors il existe un terme-graphe admissible g′2 tel que

g2 → g′2 (resp. g2
∗
→ g′2) et g′1 ∼ g′2 (cf. Figure 3.7). 3

* *

g′
2g′

1 g′
2g′

1∼ ∼

∼g1 g2 g1 ∼ g2

Fig. 3.7:

Le lemme ci-dessous est un résultat clé pour montrer le Théorème 3.3.4. Il établit que
si un terme-graphe admissible se réécrit de deux manières différentes, alors les deux graphes
qu’on obtient peuvent se réécrire en un même troisième (au renommage des nœuds près).
Cette propriété est presque la même que celle de sous-commutativité [Klo92].
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Lemme 3.4.9 Soient SP un WAGRS et g, g1 et g2 trois termes-graphes admissibles tels que
g → g1 et g → g2. Alors il existe deux termes-graphes admissibles g′1 et g′2 tels que g1

ε
→ g′1,

g2
ε
→ g′2 et g′1 ∼ g′2 (cf. Figure 3.8). 3

g′
1 ∼ g′

2

g2g1

ε

g

ε

Fig. 3.8:

Preuve : Soient g, g1 et g2 trois graphes admissibles tels que g →[n1, l1→r1] g1 et g →[n2, l2→r2] g2. Par
définition d’un pas de réécriture, il existe h1 : l1 → g|n1

et h2 : l2 → g|n2
tels que g1 = g[n1 ← h1[r1]]

et g2 = g[n2 ← h2[r2]]. Si n1 = n2, alors nécessairement h1[r1] ∼ h2[r2] par définition d’un WAGRS et
donc le lemme est vrai (i.e., g′1 = g1 et g′2 = g2). A partir de maintenant, nous supposons que n1 6= n2.
Nous considérons deux cas dépendants des positions de n1 et n2 dans g : soit n1 et n2 sont disjoints
(i.e., n1‖n2), soit il existe un chemin allant de n1 vers n2 (i.e., n1 ≺ n2). Le cas n2 ≺ n1 est symétrique.

Cas 1 : n1 et n2 sont disjoints (n1‖n2) :
D’après la définition de g1, g1|n2

= (g[n1 ← h1[r1]])|n2
. Puisque n1‖n2, nous déduisons de la Pro-

position 3.4.1 (Persistence globale) que (g[n1 ← h1[r1]])|n2
= g|n2

, i.e., g1|n2
= g|n2

. Par hypothèse,
h2 est un homomorphisme de l2 vers g|n2

, et comme g|n2
= g1|n2

, h2 est aussi un homomorphisme
de l2 vers g1|n2

, i.e., l2 filtre g1 au nœud n2 avec h2. Donc g1 se réécrit avec la règle l2 → r2 en
g′1 = g1[n2 ← h2[r2]], c’est-à-dire g′1 = (g[n1 ← h1[r1]])[n2 ← h2[r2]]. Pour les mêmes raisons, g2 se
réécrit en g′2 = (g[n2 ← h2[r2]])[n1 ← h1[r1]] avec la règle l1 → r1. Nous montrons maintenant que
g′1 = g′2. Pour cela, nous vérifions que n1 n’est pas un nœud de h2[r2] et que n2 n’est pas un nœud de
h1[r1], ce qui nous permet d’utiliser la Proposition 3.4.6 (Commutativité). Le graphe h2[r2] est com-
posé de nœuds de r2 et de nœuds qui sont introduits par h2, c’est-à-dire des nœuds de g|n2

(puisque
h2 est un homomorphisme de l2 vers g|n2

). Par hypothèse, Ng ∩ Nr2
= ∅, donc n1 n’est pas un nœud

de r2. De plus, n1 et n2 sont disjoints, donc n2 6≺ n1 dans g, i.e., n1 n’est pas un nœud de g|n2
. Nous

en déduisons que n1 n’est pas un nœud de h2[r2]. Avec un raisonnement similaire, on montre que n2

n’est pas un nœud de h1[r1]. Et donc, d’après la Proposition 3.4.6, g′1 = g′2.
Cas 2 : Il existe un chemin de n1 vers n2 (n1 ≺ n2) (cf. Figure 3.9) :

Comme n1 ≺ n2, n2 est un nœud de g|n1
. Par hypothèse, h1(l1) = g|n1

, donc n2 est un nœud de h1(l1).
l1 est un motif donc tous ses nœuds sont contructeurs ou variables sauf sa racine qui est fonctionnelle.
Comme n2 est étiqueté par une fonction définie et que h1(Rootl1) = n1 6= n2, n2 est introduit dans le
graphe h1(l1) par h1 grâce à une variable de l1. Autrement dit, il existe au moins un nœud variable p1

de l1 tel que n2 soit un nœud de g|h1(p1). Il peut exister d’autres nœuds variables comme p1 dans l1.
Aussi, nous définissons l’ensemble P = {p1, p2, . . . , pk} des nœuds variables pi de l1 tels que n2 soit
un nœud de g|h1(pi). Il y a deux sous-cas à étudier, selon que P ∩ Nr1

= ∅ ou que P ∩ Nr1
6= ∅,

c’est-à-dire selon qu’il existe au moins un nœud variable de P apparaissant dans le membre droit de
la règle l1 → r1 ou pas.

Cas 2.1 : Il existe un nœud pk ∈ P tel que pk ∈ Nr1
(P ∩Nr1

6= ∅) :
Ce sous-cas est représenté dans la Figure 3.9. Par définition de P , n2 est un nœud de g|h1(pk). Par
hypothèse, pk est un nœud variable de r1, donc n2 est un nœud du graphe h1[r1]. Par conséquent, n2

est un nœud de g1 = g[n1 ← h1[r1]].
Nous prétendons que g1|n2

= g|n2
. En effet, n1 /∈ Nh1[r1] et n2 ∈ Nh1[r1], donc g1|n2

= (h1[r1])|n2

d’après la Proposition 3.4.2 (Persistence locale). Le graphe h1[r1] est composé de nœuds de r1 et de
nœuds qui sont introduits par h1, c’est-à-dire des nœuds de g|n1

(puisque h1 est un homomorphisme
de l1 vers g|n1

). Par hypothèse, Ng ∩ Nr1
= ∅, donc n2 n’est pas un nœud de r1. Par conséquent,

(h1[r1])|n2
est un sous-graphe de g|n1

, i.e., (h1[r1])|n2
= g|n2

. Nous en concluons que g1|n2
= g|n2

.
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r1l1

×

×

×××
p1 pk. . .

g

h1

n1

n2

××
h1(p1) h1(pk)

Fig. 3.9:

Par hypothèse, h2 est un homomorphisme de l2 vers g|n2
et nous avons montré que g|n2

= g1|n2
,

donc h2 est aussi un homomorphisme de l2 vers g1|n2
, i.e., l2 filtre g1 au nœud n2 avec h2. Aussi, g1

se réécrit avec la règle l2 → r2 en g′1 = g1[n2 ← h2[r2]], c’est-à-dire g′1 = (g[n1 ← h1[r1]])[n2 ← h2[r2]].

Nous venons de définir g′1 et nous définissons maintenant g′2. Par hypothèse, n1 ≺ n2 et n2 6≺ n1 (car
g est admissible). Donc n1 reste un nœud de g2 = g[n2 ← h2[r2]] et g2|n1

= (g|n1
)[n2 ← h2[r2]]. Nous

affirmons qu’il existe un filtre h′
1 : l1 → g2|n1

. En effet, il existe un filtre h1 : l1 → g|n1
. De plus, l1 est

un motif et n2 est un nœud fonctionnel de g|n1
, donc l1 continue de filtrer (g|n1

)[n2 ← h2[r2]]. Comme
(g|n1

)[n2 ← h2[r2]] = g2|n1
, nous déduisons l’existence du filtre h′

1 : l1 → g2|n1
. Donc g2 se réécrit avec

la règle l1 → r1 en g′2 = g2[n1 ← h′
1[r1]], c’est-à-dire g′2 = (g[n2 ← h2[r2]])[n1 ← h′

1[r1]]. Il est clair
que h′

1[r1] = h1[r1][n2 ← h2[r2]]. Avec l’égalité précédente, on conclut que g′2 = (g[n2 ← h2[r2]])[n1 ←
(h1[r1][n2 ← h2[r2]])].

Pour finir, g1 se réécrit en g′1 = (g[n1 ← h1[r1]])[n2 ← h2[r2]] et g2 se réécrit en g′2 =
(g[n2 ← h2[r2]])[n1 ← (h1[r1][n2 ← h2[r2]])]. Comme n1 n’est pas un nœud de h2[r2], on obtient
g′1 = g′2, avec la Proposition 3.4.5 (Associativité).

Cas 2.2 : Il n’existe pas de nœud variable de P qui apparaisse dans r1 (P ∩Nr1
= ∅) :

Dans ce cas, n2 n’est pas un nœud de h1[r1]. Mais n2 peut quand même être un nœud de g[n1 ← h1[r1]]
si il existe un chemin allant d’une racine de g vers n2 qui ne passe pas par n1. Il y a donc deux nouveaux
sous-cas.

Cas 2.2.1 : Tous les chemins allant d’une racine de g vers n2 passe par n1 :
Alors n2 n’est plus un nœud de g1 = g[n1 ← h1[r1]] : il est effacé par le remplacement. Concernant g2,
par hypothèse n1 ≺ n2 et n2 6≺ n1, donc n1 est un nœud de g2 = g[n2 ← h2[r2]]. De plus, il existe
un homomorphisme h′

1 : l1 → g2|n1
(pour la même raison que dans le Cas 2.1). Donc l1 filtre g2 au

nœud n1 et g2 se réécrit en g′2 = g2[n1 ← h′
1[r1]]. Par hypothèse, n2 n’est pas un nœud de h1[r1], donc

h′
1[r1] = h1[r1]. Ainsi g2 peut se réécrire en g′2 = (g[n2 ← h2[r2]])[n1 ← h1[r1]]. Comme n2 n’est pas

un nœud de h1[r1] et comme tous les chemins allant d’une racine de g vers n2 passe par n1, d’après la
Proposition 3.4.7 (Dominance faible), nous obtenons (g[n2 ← h2[r2]])[n1 ← h1[r1]] = g[n1 ← h1[r1]],
c’est-à-dire g2 →[n1, l1→r1] g1. Pour finir, soient g′1 = g′2 = g1 et le lemme est vérifié.

Cas 2.2.2 : Il existe un chemin C allant d’une racine de g vers n2 tel que n1 /∈ C :

Dans ce cas, le nœud n2 n’est pas un nœud de h1[r1] mais n2 reste un nœud de g1 = g[n1 ←

h1[r1]] car le chemin C n’est pas modifié par le remplacement au nœud n1. Il n’existe pas de chemin
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de n2 vers n1 et il existe un chemin de la racine de g qui ne passe pas par n1, donc d’après la

Proposition 3.4.1 (Persistence globale), (g[n1 ← h1[r1]])|n2
= g|n2

, i.e., g1|n2
= g|n2

. Par hypothèse, l2
filtre g|n2

, donc l2 filtre g1|n2
. Par conséquent, g1 peut se réécrire en g′1 = g1[n2 ← h2[r2]], c’est-à-dire

g′1 = (g[n1 ← h1[r1]])[n2 ← h2[r2]]. Concernant g2, par hypothèse, n1 ≺ n2 et n2 6≺ n1, donc n1 est

un nœud de g2 = g[n2 ← h2[r2]]. De plus, il existe un homomorphisme h′
1 : l1 → g2|n1

(pour la même

raison que dans le Cas 2.1). Aussi, l1 filtre g2 au nœud n1 et g2 peut se réécrire en g′2 = g2[n1 ← h′
1[r1]].

Par hypothèse, n2 n’est pas un nœud de h1[r1], donc h′
1[r1] = h1[r1]. Par conséquent, g2 se réécrit en

g′2 = (g[n2 ← h2[r2]])[n1 ← h1[r1]] avec la règle l1 → r1. Pour finir, n1 n’est pas un nœud de h2[r2]

(puisque n1 ≺ n2) et n2 n’est pas un nœud de h1[r1] (par hypothèse), donc d’après la Proposition 3.4.6

(Commutativité), g′1 = g′2. 2

Du Lemme 3.4.9 et de la Proposition 3.4.8, on déduit la proposition suivante. La preuve
se fait facilement par induction.

Proposition 3.4.10 Soient SP un WAGRS et g, g1 et g2 trois termes-graphes admissibles
tels que g

∗
→ g1 et g

ε
→ g2 (resp. g

∗
→ g2). Alors il existe deux termes-graphes admissibles g′1

et g′2 tels que g1
ε
→ g′1 (resp. g1

∗
→ g′1), g2

∗
→ g′2 et g′1 ∼ g′2 (cf. Figure 3.10). 3

g′
1 ∼ g′

2

g2g1

∗ε

g
ε∗

g′
1 ∼ g′

2

g2g1

∗∗

g
∗∗

Fig. 3.10:

Nous sommes prêts pour démontrer la confluence des WAGRS par rapport à l’ensemble
des termes-graphes admissibles :

Preuve du Théorème 3.3.4 : Soient SP un WAGRS et g1, g2, g′1 et g′2 quatre termes-graphes

admissibles tels que g1 ∼ g2, g1
∗
→ g′1 et g2

∗
→ g′2. Comme g1

∗
→ g′1 et g1 ∼ g2, nous déduisons de la

Proposition 3.4.8 qu’il existe un terme-graphe admissible d tel que g2
∗
→ d et g′1 ∼ d. Comme g2

∗
→ d

et g2
∗
→ g′2, il existe deux termes-graphes admissibles d′ et g′′2 tels que d

∗
→ d′, g′2

∗
→ g′′2 et d′ ∼ g′′2 ,

d’après la Proposition 3.4.10. Puisque g′1 ∼ d et d
∗
→ d′, nous inférons avec la Proposition 3.4.8 qu’il

existe un terme-graphe admissible g′′1 tel que g′1
∗
→ g′′1 et g′′1 ∼ d′. Pour finir, comme g′′1 ∼ d′ et d′ ∼ g′′2 ,

nous concluons que g′′1 ∼ g′′2 . 2

3.5 Preuve de confluence modulo la bisimilarité des WAGRS

Dans cette section, nous prouvons le Théorème 3.3.7 :

Théorème 3.3.7 Soit SP un WAGRS. La relation de réécriture → est confluente modulo
la bisimilarité

.
= par rapport aux termes-graphes admissibles, i.e., pour tout terme-graphe

admissible g1, g2, g′1 et g′2 tels que g1 et g2 soient bisimilaires (g1
.
= g2), g1

∗
→ g′1 et g2

∗
→ g′2,

il existe deux termes-graphes admissibles g′′1 et g′′2 tels que g′1
∗
→ g′′1 , g′2

∗
→ g′′2 et g′′1

.
= g′′2

(cf. Figure 3.6). 2

La proposition suivante établi que si deux graphes sont bisimilaires et le membre gauche d’une
règle admissible filtre l’un d’entre eux, alors il filtre aussi l’autre.
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Proposition 3.5.1 Soient SP = 〈Σ,R〉 un cGRS, g1 et g2 deux termes-graphes admissibles
et l → r une règle de R.

1. Si il existe un homomorphisme h : g1 → g2 et que l filtre g1 à la racine, alors l filtre g2

à la racine.

2. Si il existe un V-homomorphisme h : g1 → g2 et que l filtre g2 à la racine, alors l filtre g1

à la racine.

3. Si g1 et g2 sont bisimilaires et que l filtre g1 à la racine, alors l filtre g2 à la racine.

3

La proposition ci-dessus est valide parce que les membres gauches des règles d’un cGRS
sont des motifs, donc des arbres finis et linéaires. Cette proposition est fausse en général,
comme le montre l’exemple suivant :

Exemple 3.5.2 Considérons la règle l1 :A(l2 :B,l2) → l2. Son membre gauche, l, ne
filtre pas le terme-graphe admissible g1 = n1 :A(n2 :B,n3 :B) puisqu’il n’existe pas d’ho-
momorphisme de l vers g1. Aussi g1 ne peut pas être réécrit. Pourtant l et g1 sont bisimilaires
et l se réécrit en l2 :B. Considérons maintenant la règle l1 :A(l2 :X,l3 :B(l3)) → l3.
Son membre gauche filtre le graphe g3 = n1 :A(n2 :C,n3 :B(n3)) mais il ne filtre pas le
graphe g4 = n1 :A(n2 :C,n3 :B(n4 :B(n3))) alors que g3 et g4 sont bisimilaires. 2

Preuve de la Proposition 3.5.1 : La première partie de cette proposition est évidente : s’il existe un
homomorphisme h1 : l → g1 et un homomorphisme h : g1 → g2, alors h ◦ h1 est un homomorphisme
de l vers g2, i.e., l filtre g2 à la racine.

Nous montrons maintenant la seconde partie de la proposition. Par définition d’un cGRS, l est un
motif, donc un arbre fini et linéaire. Dans la suite, nous utilisons cette propriété en faisant une preuve
par induction sur la hauteur de l, c’est-à-dire la longueur maximale des chemins allant de la racine de
l vers les feuilles de l.
Cas de base : Soient l un arbre linéaire de hauteur η = 0, g1 et g2 deux termes-graphes admissibles
et h : g1 → g2 un V-homomorphisme tel que l filtre g2 à la racine. Comme η = 0, l est soit une variable,
soit une constante. Si l est une variable, il est clair que l filtre g2. Si l est une constante, alors g2 est
exactement la même constante puisque h2 : l → g2 est un homomorphisme. Et comme h : g1 → g2 est
un V-homomorphisme, g1 est aussi la même constante. Donc l filtre g1 à la racine.
Cas d’induction : Soit η > 0. On suppose que pour tout arbre linéaire de hauteur inférieur ou égale
à η, pour tout terme-graphe admissible g1 et g2 et pour tout V-homomorphisme h : g1 → g2, si l filtre
g2 à la racine, alors l filtre g1 à la racine. Soient l un arbre linéaire de hauteur η + 1, g1 et g2 deux
termes-graphes admissibles et h : g1 → g2 un V-homomorphisme tels qu’il existe un homomorphisme
h2 : l → g2. Nous construisons un homomorphisme h1 : l → g1.
l est ni une variable ni une constante, puisque c’est un arbre de hauteur η + 1. Donc sa racine est
étiquetée par une fonction d’arité non vide f (un constructeur ou une opération définie). Comme
h2 : l → g2 est un homomorphisme, la racine de g2 est aussi étiquetée par f , et comme h : g1 → g2

est un V-homomorphisme, la racine de g1 est elle aussi étiquetée par f . Supposons maintenant que
Sl(Rootl) = n1 . . . nk, Sg1

(Rootg1
) = u1 . . . uk et Sg2

(Rootg2
) = v1 . . . vk. Pour tout i ∈ 1..k, h|ui

est
un V-homomorphime allant de g1|ui

vers g2|vi
. Pour tout i ∈ 1..k, l|ni

est un arbre linéaire de hauteur
inférieure ou égale à η et h2|ni

est un V-homomorphisme allant de l|ni
vers g2|vi

. Donc par hypothèse
d’induction, il existe un filtre φi : l|ni

→ g1|ui
pour tout i ∈ 1..k. Soit h1 : Nl → Ng1

une fonction
telle que h1(Rootl) = Rootg1

et pour tout i ∈ 1..k, pour tout n ∈ N(l|ni
), h1(n) = φi(n). Nous allons

prouver que h1 est un homomorphisme de l vers g1. Premièrement, l est un arbre linéaire, donc pour
tout i, j ∈ 1..k, si i 6= j, alors N(l|ni

) ∩ N(l|nj
) = ∅ et V(l|ni

) ∩ V(l|nj
) = ∅. Par conséquent, h1(n)

est défini une et une seule fois, pour tout nœud n ∈ Nl, i.e., h1 est une fonction. Deuxièmement, h1

préserve la fonction d’étiquetage de l puisque Lg1
(h1(Rootl)) = Lg1

(Rootg1
) = Ll(Rootl) = f et tous

les φi préservent la fonction d’étiquetage de l|ni
. Troisièmement, h1 préserve la fonction successeur
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de l puisque Sg1
(Rootg1

) = u1 . . . uk = φ1(n1) . . . φk(nk) = h1(Sl(Rootl)) et tous les φi préservent
la fonction successeur de l|ni

. Quatrièmement, h1 préserve la racine de l. Nous en concluons que
h1 : l → g1 est un homomorphisme et donc que l filtre g1 à la racine.

Pour finir, nous montrons la dernière partie de la proposition. Soient g1 et g2 deux termes-graphes

bisimilaires tel que l filtre g1 à la racine. Par définition de la relation de bisimilarité, il existe un

graphe g et deux V-homomorphimes µ1 : g1 → g et µ2 : g2 → g. l filtre g1 à la racine, donc l filtre g

à la racine (d’après la première partie de la proposition). l filtre g à la racine et µ2 : g2 → g est un

V-homomorphime, donc l filtre g2 à la racine (d’après la seconde partie de la proposition). 2

Nous établissons maintenant un résultat clé pour la preuve de confluence modulo la bisi-
milarité de la relation de réécriture.

Proposition 3.5.3 Soient SP un cGRS, g1 et g2 deux termes-graphes admissibles et
h : g1 → g2 un V-homomorphisme. Si il existe un graphe g′2 tel que g2 → g′2 (resp. g2

∗
→ g′2),

alors il existe un terme-graphe admissible g′1 et un V-homomorphisme h′ : g′1 → g′2 tel que

g1
+
→ g′1 (resp. g1

∗
→ g′1) (cf. Figure 3.11). 3

+ * *

g1 g2 g1 g2
h h

(a) (b)

g′
2g′

1 g′
2g′

1
h′ h′

Fig. 3.11:

Une proposition similaire est donnée dans [AK96, Proposition 5.13] (pour une relation de
réécriture différente de la notre, comme nous l’avons déjà dit).

Preuve : Nous donnons la preuve dans le cas d’un seul pas de réécriture de g2 vers g′2. Le cas de
plusieurs pas se déduit immédiatement (par induction). Supposons que g2 →[q, l→r] g′2. Par définition
du pas de réécriture, il existe un homomorphisme ψ : l → g2|q et g′2 = g2[q ← ψ[r]].

Soit P = h−1(q) = {p1, p2, . . . , pn}. Tous les nœuds de P sont disjoints deux à deux : sinon,
si pi ≺ pj et i 6= j, alors il existe un chemin C = [pi, n1, u1, . . . , uk−1, nk, pj ] dans g1 ; h étant un
homomorphisme, h(C) = [h(pi), n1, h(u1), . . . , h(uk−1), nk, h(pj)] est un chemin de g2 ; or h(pi) =
h(pj) = q, donc il existe un cycle sur le nœud q dans g2, ce qui est impossible puisque q est un nœud
fonctionnel et que g2 est admissible. Par conséquent tous les nœuds de P sont disjoints deux à deux.

Soient {li → ri | i ∈ 1..n} un ensemble de n variantes de la règle l → r et αi l’isomorphisme allant
du graphe li → ri vers le graphe l → r pour tout i ∈ 1..n (i.e., αi est l’isomorphisme allant du graphe
li ⊕ ri vers le graphe l ⊕ r qui renomme tous les nœuds et toutes les variables de li ⊕ ri). ψ est un
homomorphisme allant de l vers g2|q et h|pi

est un homomorphisme allant de g1|pi
vers g2|q pour tout

i ∈ 1..n. Donc d’après la Proposition 3.5.1, il existe un homomorphisme φi allant de l vers g1|pi
pour

tout i ∈ 1..n. Par conséquent, g1 se réécrit au nœud pi avec la règle li → ri en g1[pi ← φi[ri]] pour tout
i ∈ 1..n. Toutes les positions dans P sont disjointes deux à deux, donc d’après la Proposition 3.4.6
(Commutativité), nous pouvons faire tous ces pas de réécriture dans n’importe quel ordre et nous

obtenons le graphe g′1 = g1[p1 ← φ1[r1]] . . .[pn ← φn[rn]]. Il est clair que g1
+
→ g′1.

Montrons maintenant qu’il existe un V-homomorphisme h′ : g′1 → g′2. Pour cela, nous décomposons
la construction de g′1 et de g′2 en trois étapes successives (en suivant les trois étapes de la définition
d’un pas de remplacement) et nous prouvons à chaque étape qu’il existe un V-homomorphisme.
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Etape 1 : Soient G1 = g1 ⊕ φ1[r1] ⊕ . . . ⊕ φn[rn] et G2 = g2 ⊕ ψ[r]. Il existe un V-homomorphisme
µ : G1 → G2 tel que pour tout n ∈ Ng1

, µ(n) = h(n) et pour tout i ∈ 1..k, pour tout n ∈ (Nri
−Nli),

µ(n) = αi(n).
Etape 2 : Nous appliquons la redirection multiple de pointeurs ρ1 sur G1 et la redirection de
pointeurs ρ2 sur g2 avec ρ1 = {p1 7→ Rootφ1[r1], . . . , pn 7→ Rootφn[rn]} et ρ2 = {q 7→ Rootψ[r]}. µ est
un homomorphisme allant de G1 vers G2 ; nous allons prouver que µ est aussi un homomorphisme
allant de ρ1(G1) vers ρ2(G2). Premièrement, µ est une fonction allant de NG1

vers NG2
, donc µ est

aussi une fonction allant de Nρ1(G1) vers Nρ2(G2). Deuxièmement, µ préserve la fonction d’étiquetage
de G1, donc µ préserve aussi la fonction d’étiquetage de ρ1(G1). Troisièmement, µ préserve la fonction
successeur de ρ1(G1). Pour montrer cela, nous devons vérifier que Sρ2(G2)(µ(n)) = µ(Sρ1(G1)(n))
pour tout n ∈ Nρ1(G1). Comme Nρ1(G1) = NG1

, cela revient à montrer que pour tout n ∈ NG1
,

ρ2(SG2
(µ(n))) = µ(ρ1(SG1

(n))). Puisque µ est un homomorphisme allant de G1 vers G2, nous savons
que SG2

(µ(n)) = µ(SG1
(n)), donc il faut établir que ρ2(µ(SG1

(n))) = µ(ρ1(SG1
(n))). Ceci est vrai si

ρ2(µ(n)) = µ(ρ1(n)) pour tout n ∈ NG1
. Il y a deux cas à étudier selon n. Premier cas, si n /∈ P ,

alors ρ1(n) = n et donc µ(ρ1(n)) = µ(n). Comme n /∈ P , µ(n) 6= q, donc ρ2(µ(n)) = µ(n). Par
conséquent, µ(ρ1(n)) = ρ2(µ(n)). Second cas, si n ∈ P , alors il existe un i ∈ 1..k tel que n = pi. Donc
ρ1(n) = ρ1(pi) = Rootφi[ri] = φi(Rootri

), et donc µ(ρ1(n)) = µ(φi(Rootri
)). D’autre part, ρ2(µ(n)) =

ρ2(µ(pi)) = ρ2(q) = Rootψ[r] = ψ(Rootr). Or par définition de µ, µ(φi(Rootri
)) = ψ(Rootr). Donc

dans le cas où n ∈ P , nous déduisons encore que µ(ρ1(n)) = ρ2(µ(n)), ce qui implique que µ préserve la
fonction successeur de ρ1(G1). Quatrièmement, µ(Rootsρ1(G1)) = Rootsρ2(G2). Donc nous en concluons
que µ est un V-homomorphisme allant de ρ1(G1) vers ρ2(G2).

Etape 3 : Soient g′1 = ρ1(G1)|ρ1(Rootsg1
), g′2 = ρ2(G2)|ρ2(Rootsg2

) et h′ = µ|Rootg′
1

. Il est clair que

h′ est un V-homomorphisme allant de g′1 vers g′2. 2

Nous établissons maintenant un second résultat fondamental pour faire la preuve du
Théorème 3.3.7.

Proposition 3.5.4 Soient SP un WAGRS, g1 et g2 deux termes-graphes admissibles et
h : g1 → g2 un V-homomorphisme. Si il existe un graphe g′1 tel que g1 → g′1, alors il existe

deux termes-graphes admissibles g′′1 et g′2 et un homomorphisme h′ : g′′1 → g′2 tels que g′1
∗
→ g′′1

et g2 → g′2. (cf. Figure 3.12). 3

g′′
1 g′

2
h′

g1 g2
h

g′
1

∗

Fig. 3.12:

Preuve : Un schéma de cette preuve est donné dans la Figure 3.13. Supposons g1 →[p1, l→r] g′1. Soient

q = h(p1) et P = h−1(q) = {p1, . . . pn} (i.e., P est l’ensemble des antécédents de q par h). Comme il

existe un homomorphisme allant de l vers g1|p1
(i.e., le filtre) et que h|p1

est un homomorphisme allant

de g1|p1
vers g2|q, il existe un homomorphisme allant de l vers g2|q (par composition). Donc le graphe

g2 se réécrit au nœud q avec la règle l → r : il existe un graphe g′2 tel que g2 →[q, l→r] g′2. Puisque

g2 →[q, l→r] g′2 et qu’il existe un V-homomorphisme h : g1 → g2, on déduit avec la Proposition 3.5.3

qu’il existe un graphe d et un homomorphisme j : d → g′2 tels que g1
+
→ d (cf. A dans la Figure 3.13).

En reprenant la preuve de la Proposition 3.5.3, on infère que tous les pas de la dérivation de réécriture

g1
+
→ d sont exécutés avec les nœuds de P . De plus, on sait que les nœuds de P sont deux à deux disjoints
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d g′
2

j

g1 g2
h

g′′
1

+

∼

g′
1 A

∗ B

Fig. 3.13:

dans g1. Comme p1 est un nœud de P et que g1 →[p1, l→r] g′1, il existe un graphe g′′1 tel que g′1
∗
→ g′′1

et g′′1 ∼ d (cf. B dans la Figure 3.13). Les nœuds utilisés dans la dérivation de réécriture g′1
∗
→ g′′1 sont

ceux de P − {p1}, c’est-à-dire {p2, . . . , pn}. Pour finir, g′′1 et d sont égaux au renommage des nœuds

près, donc il existe un V-isomorphisme α : g′′1 → d. De plus, j : d → g′2 est un V-homomorphisme.

Donc par composition, α ◦ j est un V-homomorphisme allant de g′′1 vers g′2. 2

Nous généralisons maintenant la Proposition 3.5.4.

Proposition 3.5.5 Soient SP un WAGRS, g1 et g2 deux termes-graphes admissibles et
h : g1 → g2 un V-homomorphisme. Si il existe un graphe g′1 tel que g1

∗
→ g′1, alors il existe

deux termes-graphes admissibles g′′1 et g′2 et un V-homomorphisme h′ : g′′1 → g′2 tels que

g′1
∗
→ g′′1 et g2

∗
→ g′2 (cf. Figure 3.12). 3

g′′
1 g′

2
h′

g1 g2
h

g′
1

∗

∗

∗

Fig. 3.14:

Preuve : Nous faisons cette preuve par induction sur la longueur de la dérivation g1
∗
→ g′1, comme

indiqué dans la Figure 3.15. Pour une dérivation de longueur 0, la proposition est évidente (i.e.,

f1

∗

g1 g2
h

∗

g′
2

j′

d1 d2

j

f2

e∼

∼

g′′
1

HR

C

∗

n

ε

ε

d

∗D

B
g′
1

∗

Fig. 3.15:

g′′1 = g1, g′2 = g2 et h′ = h). Supposons que la proposition soit vraie pour une longueur n donnée.

Soient g1 et g2 deux termes-graphes admissibles et h : g1 → g2 un V-homomorphisme tels qu’il existe



56 CHAPITRE 3. GRAPHES ADMISSIBLES, RÉÉCRITURE ET CONFLUENCE

un graphe g′1 avec g1
n+1
→ g′1. Alors il existe un graphe d tel que g1

n
→ d → g′1. Comme h : g1 → g2

est un V-homomorphisme et que g1
n
→ d, on en déduit qu’il existe deux graphes d1 et d2 et un V-

homomorphisme j : d1 → d2 tels que d
∗
→ d1 et g2

∗
→ d2 par hypothèse d’induction (cf. HR dans la

Figure 3.15). Comme d → g′1 et d
∗
→ d1, d’après le Théorème 3.3.4, il existe deux graphes f1 et f2 tels

que g′1
∗
→ f1, d1

ε
→ f2 et f1 ∼ f2 (cf. B dans la Figure 3.15). Puisqu’il existe un V-homomorphisme

j : d1 → d2 et que d1
ε
→ f2, d’après la Proposition 3.5.4, il existe deux graphes e et g′2 et un V-

homomorphisme j′ : e → g′2 tels que f2
∗
→ e et d2

ε
→ g′2 (cf. C dans la Figure 3.15). Puisque f2

∗
→ e et

f1 ∼ f2, d’après la Proposition 3.4.8, il existe un graphe g′′1 tel que f1
∗
→ g′′1 et g′′1 ∼ e (cf. D dans la

Figure 3.15). Pour finir, comme g′′1 ∼ e, il existe un V-isomorphisme α : g′′1 → e. De plus, j′ : e → g′2
est un V-homomorphisme. Donc j′ ◦ α : g′′1 → g′2 est un V-homomorphisme par composition. 2

Nous sommes prêts pour démontrer le Théorème 3.3.7. Cette preuve est directe grâce aux
propositions précédentes.

Preuve du Théorème 3.3.7 : Soient SP un WAGRS et g1 et g2 deux termes-graphes admissibles

et bisimilaires (g1
.
= g2) tels qu’il existe deux graphes g′1 et g′2 avec g1

∗
→ g′1 et g2

∗
→ g′2. Nous

prouvons qu’il existe deux termes-graphes admissibles g′′1 et g′′2 tels que g′1
∗
→ g′′1 , g′2

∗
→ g′′2 et g′′1

.
= g′′2 .

Nous donnons le schéma de cette preuve dans la Figure 3.16. D’après la Définition 2.6.5, il existe un

g2

g

A
h1 h2

g′
2g′

1

f1 f2d1 d2

d′
1 d′

2∼ g′′
2g′′

1

∗ ∗

∗ ∗

h′
1 h′

2

∗

∗ ∗

∗

h′′
1 h′′

2

B B′

C
D D′

∗ ∗

g1
.
=

Fig. 3.16:

terme-graphe admissible g, un V-homomorphisme h1 : g1 → g et un V-homomorphisme h2 : g2 → g

(cf. A dans la Figure 3.16). Puisque g1
∗
→ g′1 et qu’il existe un V-homomorphisme h1 : g1 → g,

d’après la Proposition 3.5.5, il existe deux termes-graphes admissibles f1 et d1 et un V-homomorphisme

h′
1 : f1 → d1 tel que g′1

∗
→ f1 et g

∗
→ d1 (cf. B dans la Figure 3.16). Pour les mêmes raisons, il existe

deux termes-graphes admissibles f2 et d2 et un V-homomorphisme h′
2 : f2 → d2 tels que g′2

∗
→ f2 et

g
∗
→ d2 (cf. B′ dans la Figure 3.16). Comme g

∗
→ d1 et g

∗
→ d2, d’après le Théorème 3.3.4 (Confluence),

il existe deux termes-graphes admissibles d′1 et d′2 tels que d1
∗
→ d′1, d2

∗
→ d′2 et d′1 ∼ d′2 (cf. C dans

la Figure 3.16). Comme d1
∗
→ d′1 et qu’il existe un V-homomorphisme h′

1 : f1 → d1, d’après la

Proposition 3.5.3, il existe un graphe g′′1 et un V-homomorphisme h′′
1 : g′′1 → d′1 tels que f1

∗
→ g′′1

(cf. D dans la Figure 3.16). Pour les mêmes raisons, il existe un graphe g′′2 et un V-homomorphisme

h′′
2 : g′′2 → d′2 tels que f2

∗
→ g′′2 (cf. D′ dans la Figure 3.16). Pour finir, h′′

1 est un V-homomorphisme

allant de g′′1 vers d′1, d′1 et d′2 sont égaux au renommage des nœuds près et h′′
2 est un V-homomorphisme

allant de g′′2 vers d′2, donc d’après la Définition 2.6.5, nous concluons que g′′1
.
= g′′2 . 2

3.6 Systèmes bWAGRS

Nous avons vu dans la section précédente que les WAGRS étaient confluents modulo la
bisimilarité. On peut aussi se demander si la classe des cGRS telle que les membres droits ins-
tanciés de deux règles superposables soient bisimilaires (et donc pas nécessairement égaux au
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renommage des nœuds près) induisent, eux aussi, une relation de réécriture qui est confluente
modulo la bisimilarité.

Définition 3.6.1 (bWAGRS)
Soit SP = 〈Σ,R〉 un cGRS. On dit que SP est un système de réécriture de graphes faiblement
admissible avec bisimilarité (bWAGRS) ssi R est un ensemble de règles admissibles tel que si
deux règles l1 → r1 et l2 → r2 sont superposables, alors leurs membres droits instanciés sont
bisimilaires, i.e., si il existe un graphe admissible g et un homomorphisme h : (l1 ⊕ l2) → g
tel que h(l1) = h(l2) = g, alors h[r1]

.
= h[r2]. 3

Exemple 3.6.2 Considérons les règles suivantes :

(T1) l1:A(l2:B,l3:X) -> r1:C(r2:C(r1,l3:X),l3)

(T2) l1:A(l2:Y,l3:D(l4:B)) -> r1:C(r1,r2:D(r3:B))

Comme T1 et T2 sont superposables et que leurs membres droits instancés sont bisimilaires,
ce cGRS est un bWAGRS. 2

Il est clair qu’un bWAGRS ne peut pas être confluent au renommage de nœuds près, en
général. Mais un bWAGRS peut quand même être confluent modulo la bisimilarité. Nous
montrons cette propriété dans le cas où la relation de réécriture considérée est nœthérienne
(ou terminante) par rapport aux termes-graphes admissibles.

Définition 3.6.3 (Relation de réécriture nœthérienne)
Soit SP un cGRS. On dit que la relation de réécriture est nœthérienne par rapport aux termes-
graphes admissibles ssi pour tout terme-graphe admissible g, il n’existe pas de dérivation de
réécriture infinie g → g1 → g2 → . . .. 3

Dauchet a montré que la terminaison des systèmes de réécriture de termes était
indécidable, même si ceux-ci ne contiennent qu’une seule règle de réécriture [Dau89]. Toute-
fois, de nombreuses techniques de preuve de terminaison existent (voir [HO80, DJ90, Klo92]).
Concernant la terminaison les systèmes de réécriture de graphes, [Plu98b] a récemment
montré qu’elle était aussi indécidable en général (pour le cas d’une définition de la réécriture
avec des double pushouts [EKL90]). Une technique de preuve de terminaison est développée
dans [Plu97] dans le cas des systèmes de réécriture de graphes acycliques. Cette technique
peut être étendue pour traiter les bWAGRS dans le cas des graphes cycliques admissibles.

Theorème 3.6.4 Soit SP un bWAGRS. Si la relation de réécriture est nœthérienne par
rapport aux termes-graphes admissibles, alors → est confluente modulo la bisimilarité par
rapport aux termes-graphes admissibles (cf. Figure 3.6). 3

Notre preuve du Théorème 3.6.4 repose sur la notion de confluence locale modulo la bisi-
milarité qui est définie ci-dessous :

Définition 3.6.5 (Confluence locale modulo la bisimilarité)
Soit SP un cGRS. On dit que la relation de réécriture est localement confluente modulo
la bisimilarité par rapport aux termes-graphes admissibles ssi les conditions suivantes sont
vérifiées :

1. Pour tout terme-graphe admissible g, g1 et g2 tels que g → g1 et g → g2, il existe
deux termes-graphes admissibles g′1 et g′2 tels que g1

∗
→ g′1, g2

∗
→ g′2 et g′1

.
= g′2 (cf. Fi-

gure 3.17 (a)).
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∗

g

∗

g1 g2

g′
1 g′

2
.
=

(a) (b)

g1 g2
.
=

g′
1

g′′
1 g′

2

∗

∗

.
=

Fig. 3.17:

2. Pour tout terme-graphe admissible g1, g2 et g′1 tels que g1
.
= g2 et g1 → g′1, il existe

deux termes-graphes admissibles g′′1 et g′2 tels que g′1
∗
→ g′′1 , g2

∗
→ g′2 et g′′1

.
= g′2 (cf. Fi-

gure 3.17 (b)).

3

Quand une relation de réécriture est nœthérienne et localement confluente modulo
une relation d’équivalence, on peut montrer qu’elle est confluente modulo cette relation
d’équivalence :

Lemme 3.6.6 Soit SP un cGRS. Si → est nœthérienne par rapport aux termes-graphes
admissibles, alors → est confluente modulo

.
= par rapport aux termes-graphes admissibles ssi

→ est localement confluente modulo
.
= par rapport aux termes-graphes admissibles. 3

Preuve : Conséquence évidente de [Hue80, Lemma 2.7]. 2

Nous établissons ci-dessous deux propositions impliquant la confluence locale modulo
.
=

par rapport aux termes-graphes admissibles de la relation de réécriture engendrée par un
bWAGRS.

Proposition 3.6.7 Soit SP un bWAGRS. Pour tout terme-graphe admissible g, g1 et g2 tels
que g → g1 et g → g2, il existe deux termes-graphes admissibles g′1 et g′2 tels que g1

ε
→ g′1,

g2
ε
→ g′2 et g′1

.
= g′2 (cf. Figure 3.18). 3

g′
1

.
= g′

2

g2g1

ε

g

ε

Fig. 3.18:

Preuve : Cette preuve nécessite une analyse par cas. Soient g, g1 et g2 trois termes-graphes admis-

sibles tels que g →[n1, l1→r1] g1 et g →[n2, l2→r2] g2. Par définition d’un pas de réécriture, il existe un

filtre h1 : l1 → g|n1
tel que g1 = g[n1 ← h1[r1]]. De même, il existe un filtre h2 : l2 → g|n2

tel que

g2 = g[n2 ← h2[r2]]. Si n1 = n2, alors h1[r1] et h2[r2] sont bisimilaires, par définition d’un bWAGRS.

Aussi, g[n1 ← h1[r1]] et g[n2 ← h2[r2]] sont bisimilaires, i.e., g1
.
= g2. Donc le lemme est vérifié (i.e.,

g′1 = g1 et g′2 = g2). Si n1 6= n2, alors la preuve est exactement la même que celle du Lemme 3.4.9, i.e.,

il existe deux termes-graphes admissibles g′1 et g′2 tels que g1
ε
→ g′1, g2

ε
→ g′2 et g′1 ∼ g′2 (cf. Figure 3.8).

Comme g′1 et g′2 sont égaux au renommage des nœuds près, g′1 et g′2 sont bisimilaires. Donc le lemme

est vérifié. 2
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Proposition 3.6.8 Soit SP un bWAGRS. Pour tout terme-graphe admissible g1, g2 et g′1 tels

que g1 → g′1 et g1
.
= g2, il existe deux termes-graphes admissibles g′′1 et g′2 tels que g′1

∗
→ g′′1 ,

g2
∗
→ g′2 et g′′1

.
= g′2 (cf. Figure 3.19). 3

g′′
1

g1

g′
1

∗

.
=

.
= g′

2

g2

∗

Fig. 3.19:

Preuve : Soient g1, g2 et g′1 trois termes-graphes admissibles tels que g1 → g′1 et g1
.
= g2. Comme

g1
.
= g2, il existe un terme-graphe admissible g et deux V-homomorphismes h1 : g1 → g et h2 : g2 → g,

d’après la Definition 2.6.5. Puisqu’il existe un V-homomorphisme h1 : g1 → g et que g1 → g′1, il existe

deux termes-graphes admissibles g′′1 et g′ et un V-homomorphisme h′
1 : g′′1 → g′ tels que g′1

∗
→ g′′1 et

g → g′ (cf. Figure 3.12). Comme il existe un V-homomorphisme h2 : g2 → g et que g → g′, il existe un

terme-graphe admissible g′2 et un V-homomorphisme h′
2 : g′2 → g′ tels que g2

+
→ g′2 (cf. Figure 3.11).

Pour finir, il existe deux V-homomorphismes h′
1 : g′′1 → g′ et h′

2 : g′2 → g′, donc g′′1
.
= g′2. 2

Preuve du Théorème 3.6.4 : Les Propositions 3.6.7 et 3.6.8 impliquent que la relation de réécriture

engendrée par le bWAGRS est localement confluente modulo
.
= par rapport aux termes-graphes ad-

missibles. De plus nous supposons qu’elle est nœthérienne par rapport aux termes-graphes admissibles.

Donc le Théorème 3.6.4 est une conséquence immédiate du Lemme 3.6.6. 2
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Chapitre 4

Stratégies de réécriture de graphes
admissibles

Les programmes des langages logico-fonctionnels que nous considérons sont modélisés à
l’aide de systèmes de réécriture de graphes avec constructeurs. Une manière d’utiliser ces
programmes consiste en l’évaluation par réécriture d’expressions représentées sous la forme
de graphes cycliques particuliers, les graphes admissibles, qui ne contiennent pas d’opération
définie dans leurs cycles. Nous avons montré dans le chapitre précédent que la relation de
réécriture engendrée par les systèmes de réécriture de graphes faiblement admissibles avec
constructeurs (WAGRS) était confluente par rapport aux graphes admissibles.

Lorsqu’un système de réécriture est confluent, on peut calculer une expression de manière
déterministe et efficace en utilisant des stratégies de réécriture. Appliquée à un graphe, une
stratégie de réécriture désigne les rédex de ce graphe qu’il est utile de réécrire pour calculer
sa forme normale constructeur quand elle existe (c’est-à-dire la valeur de l’expression que ce
graphe représente).

De nombreuses stratégies ont été proposées dans le cadre des systèmes de réécriture or-
thogonaux de termes du premier ordre (OTRS) (par exemple [HL91]) et de termes infinis
(OT∞RS) (par exemple [KKSV95]). Une stratégie adaptée aux systèmes de réécriture de
termes avec constructeurs est développée dans [Ant92]. Nous montrons dans ce chapitre que
cette stratégie, notée Φ, peut être étendue aux graphes admissibles tout en préservant ses
“bonnes” propriétés.

De même, plusieurs stratégies ont été proposées dans le cadre des systèmes de réécriture
faiblement orthogonaux de termes (WOTRS). O’Donnell a par exemple montré que la stratégie
qui consiste en la réécriture en parallèle de tous les plus hauts rédex d’un terme1 permet
de calculer la forme normale de ce terme [O’D77]. Sekar and Ramakrishnan [SR93] ainsi
qu’Antoy [Ant92] ont amélioré cette stratégie. Nous montrons dans ce chapitre que la seconde
stratégie d’Antoy, notée Φ̄, peut être étendue aux graphes admissibles, tout comme Φ. Pour
faire cette extension, nous définissons la relation de réécriture parallèle de graphes admissibles.

Nos résultats concernant Φ sont publiés dans [EJ97c, EJ98a, EJ98b]. Ceux concernant Φ̄
se trouvent dans [EJ99b]. Ils sont développés en détails dans [EJ98c, EJ97b].

Nous commençons ce chapitre avec des préliminaires précisant le vocabulaire et les notions
utilisés dans la suite. Dans les Sections 4.2 et 4.3, nous étudions successivement les extensions
des stratégies Φ et Φ̄ aux graphes admissibles tout en soulignant leurs propriétés d’optimalité.

1parallel-outermost strategy en anglais.
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4.1 Préliminaires

Pour calculer la forme normale constructeur d’un graphe, il faut exhiber un nœud de ce
graphe ainsi qu’une règle permettant de réécrire ce nœud :

Définition 4.1.1 (Stratégie de réécriture de graphes)
Soit SP = 〈Σ,R〉 un cGRS. Une stratégie (séquentielle) de réécriture de graphes est une
fonction partielle S qui prend un terme-graphe admissible g et qui retourne un couple (p, R)
tel que p soit un nœud de g, R soit une règle de réécriture de R et g se réécrive au nœud p
avec la règle R. On note g →S g′ le S-pas de réécriture de g vers g′ tel que S(g) = (p, R) et

g →[p,R] g′. On note
∗
→S la fermeture réflexive et transitive de →S et on parle de S-dérivation

de réécriture de g en g′ lorsque g
∗
→S g′. 3

Plusieurs propriétés des stratégies sont intéressantes. On exigera toujours d’une stratégie
qu’elle permette de calculer la forme normale constructeur d’un graphe lorsqu’elle existe.
C’est la propriété dite de C-normalisation.

Définition 4.1.2 (C-normalisation)
Soit SP un cGRS. Une stratégie S est C-normalisante ssi pour tout terme-graphe admis-
sible g et pour tout terme-graphe constructeur c tels que g

∗
→ c, il existe un terme-graphe

constructeur c′ et une S-dérivation g
∗
→S c′ tels que c′

.
= c. 3

Une autre propriété plus forte que la C-normalisation stipule que l’usage arbitraire mais
régulier d’une stratégie engendre des dérivations de réécriture qui aboutissent à la forme
normale constructeur d’un graphe lorsqu’elle existe. Cette propriété permet de combiner une
stratégie de réécriture avec d’autres stratégies de réécriture tout en conservant la propriété
de C-normalisation. C’est la propriété dite de C-hyper-normalisation.

Définition 4.1.3 (C-hyper-normalisation)
Soit SP un cGRS. Une stratégie S est C-hyper-normalisante ssi pour tout terme-graphe
admissible g et pour tout terme-graphe constructeur c tels que g

∗
→ c, toute dérivation de

réécriture D qui commence avec g et qui alterne des S-pas de réécriture avec un ou plusieurs
pas de réécriture quelconques termine par une forme normale constructeur c′ telle que c′

.
= c.

Une stratégie C-hyper-normalisante est forcément C-normalisante. 3

De nombreuses stratégies ont été définies dans le cadre de la réécriture de termes du
premier ordre (voir le catalogue établi dans [Klo92]). Dans ce chapitre, nous nous intéressons
à l’une d’entre elle, Φ, définie dans [Ant92] pour certains systèmes de réécriture de termes avec
constructeurs qui sont dits inductivement séquentiels. Très efficace, cette stratégie calcule des
rédex nécessaires2 [HL91]. Cette propriété permet de montrer que Φ est C-hyper-normalisante.
Dans la définition suivante, nous généralisons la notion de rédex nécessaires aux termes-
graphes admissibles.

Définition 4.1.4 (Rédex nécessaire)

Soient SP un cGRS, g et g′ deux termes-graphes admissibles, D = g
∗
→ g′ une dérivation de

réécriture et q un nœud fonctionnel de g.
On dit que q est un nœud résiduel par D si q reste un nœud de g′ ; dans ce cas, on appelle
descendant de g|q par D le sous-graphe (g′)|q.
On dit qu’un rédex de racine q est nécessaire dans g ssi dans toute dérivation de g vers une
forme normale constructeur, un descendant de g se réécrit au nœud q. 3

2needed redexes en anglais.
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Exemple 4.1.5 Soit g = n1 :A(n2 :A(n3 :B,n3),n4 :A(n2,n3)) où A est définie avec
la règle (T) l1 :A(l2 :B,l3 :X) → l2 :B. Pour calculer la forme normale constructeur
de g, il faut réécrire g à la racine en un terme-graphe constructeur. Ceci n’est possible
que si g|n2 se réécrit en un terme-graphe constructeur. Comme g|n2 est un rédex, nous en
déduisons que g|n2 est un rédex nécessaire de g. Nous obtenons g →[n2,T] g′ avec g′ =
n1 :A(n3 :B,n4 :A(n3,n3)). Pour calculer la forme normale constructeur de g′, il suffit de
réécrire g′ à la racine en g′′ = n3 :B. On constate que g′|n4 est aussi un rédex de g′. Mais il
n’est pas nécessaire de le réécrire pour calculer la forme normale de g′. g′|n4 n’est donc pas
un rédex nécessaire de g′. 2

n1 :A

n4 :A

n2 :A

n3 :B

g

[n2, T] [n1, T]

n4 :A

n3 :B

n1 :A

g′

n3 :B

g′′

Fig. 4.1:

L’exemple ci-dessus illustre la notion de rédex nécessaire mais cette notion n’est pas tou-
jours pertinente dans le cas général d’un WAGRS.

Exemple 4.1.6 On considère de nouveau le graphe g de l’Exemple 4.1.5 mais on suppose
maintenant que A est définie avec les règles (T1) l1 :A(l2 :B,l3 :X) → l2 :B et (T2)

l1 :A(l2 :X,l3 :B) → l3 :B. Dans ce cas, les sous-graphes g|n2 et g|n4 sont des rédex
de g, mais aucun d’entre eux n’est nécessaire au sens de la Définition 4.1.4. Par contre, il faut
forcément réduire l’un d’entre eux pour calculer la forme normale constructeur de g. 2

n1 :A

n4 :A

n2 :A

n3 :B

g

n4 :A

n3 :B

n1 :A

n3 :B

n2 :A

n1 :A

n3 :B

[n2, T1]

[n4, T2]

[n1, T2]

[n1, T1]

Fig. 4.2:
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Dans l’exemple précédent, nous avons besoin d’une notion qui généralise celle de rédex
nécessaire. Nous introduisons ci-dessous la notion d’ensemble suffisant de rédex3 [SR93] :

Définition 4.1.7 (Ensemble suffisant de rédex)
Soient SP un cGRS et g un terme-graphe admissible. On dit qu’un ensemble de rédex S =
{u1, . . . , un} est un ensemble suffisant de rédex dans g ssi dans toute dérivation de réécriture
allant de g vers une forme normale constructeur, un descendant d’au moins un rédex u ∈ S
est réécrit à la racine. 3

Exemple 4.1.8 Dans l’Exemple 4.1.6, l’ensemble S = {g|n2, g|n4} est un ensemble suffisant
de rédex dans g. 2

Nous avons vu dans l’Exemple 4.1.6 un cas de WAGRS où la notion de rédex nécessaire
n’est pas pertinente. En fait, la stratégie Φ de [Ant92] n’est pas définie pour ce système de
réécriture car il n’est pas inductivement séquentiel.

Dans le cas général des systèmes de réécriture de termes avec constructeurs qui sont
faiblement orthogonaux mais pas inductivement séquentiels, [Ant92] propose une seconde
“stratégie”, Φ̄, qui calcule des ensembles suffisants de rédex. Le mot “stratégie” ne correspond
pas à celui de la Définition 4.1.1 : Φ̄ est une stratégie parallèle de réécriture.

Définition 4.1.9 (Stratégie parallèle de réécriture)
Soit SP = 〈Σ,R〉 un cGRS. Une stratégie parallèle de réécriture de graphes est une fonction
partielle S̄ qui prend un terme-graphe admissible g et qui retourne un ensemble de couples
(p, R) tels que p soit un nœud de g, R soit une règle de réécriture de R et g se réécrive au
nœud p avec la règle R. 3

Tous les rédex calculés par Φ̄ doivent être réécrits si on veut être sûr de calculer la forme
normale constructeur d’un graphe lorsqu’elle existe. Ces pas de réécriture peuvent être vus de
manière atomique en utilisant un pas de réécriture parallèle de graphes. C’est la raison pour
laquelle on qualifie de parallèle ce type de stratégies.

Dans la Section 4.2, nous définissons les systèmes de réécriture de graphes inductivement
séquentiels puis nous étendons la stratégie Φ aux termes-graphes admissibles. Nous montrons
ensuite que Φ calcule des rédex nécessaires puis qu’elle est C-hyper-normalisante. Enfin, nous
verrons que Φ engendre la dérivation de réécriture la plus courte à partir d’un graphe.

Dans la Section 4.3, nous commençons par définir le pas de réécriture parallèle de graphes,
puis nous étendons la stratégie Φ̄ aux WAGRS. Nous verrons que Φ̄ calcule des ensembles
suffisants de rédex puis qu’elle est C-hyper-normalisante.

4.2 Stratégie Φ

Dans cette section, nous étendons la stratégie Φ définie dans [Ant92] aux systèmes de
réécriture de graphes inductivement séquentiels. Cette stratégie calcule des plus hauts rédex
nécessaires. Nous avons déjà vu la notion de rédex nécessaire (cf. Définition 4.1.4). Nous
explicitons ci-dessous les notions de plus haut nœud, de plus haut rédex, de plus haut nœud à
gauche et de plus haut rédex à gauche dans un graphe admissible.

Définition 4.2.1 Soient SP un cGRS et g un terme-graphe admissible.

3necessary set of redexes en anglais.
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On dit qu’un nœud fonctionnel q est un plus haut nœud fonctionnel de g ssi q = Rootg lorsque
Rootg est un nœud fonctionnel ou sinon Sg(Rootg) = r1 . . . rk et il existe i ∈ 1..k tel que q
soit un plus haut nœud fonctionnel de g|ri

.
Un rédex u de racine q dans g est un plus haut rédex de g ssi q = Rootg lorsque g est un rédex
ou sinon Sg(Rootg) = r1 . . . rk et il existe i ∈ 1..k tel que u soit un plus haut rédex de g|ri

.
Un nœud fonctionnel q est le plus haut nœud fonctionnel à gauche de g ssi q = Rootg lorsque
Rootg est un nœud fonctionnel ou sinon Sg(Rootg) = r1 . . . rk et il existe i ∈ 1..k tel que q soit
un plus haut nœud fonctionnel à gauche dans g|ri

et les sous-graphes g|rj
sont constructeurs

pour tout j < i.
Un rédex u de racine q dans g est le plus haut rédex à gauche de g ssi q = Rootg lorsque g est
un rédex ou sinon Sg(Rootg) = r1 . . . rk et il existe i ∈ 1..k tel que u soit un plus haut rédex
à gauche dans g|ri

et les sous-graphes g|rj
sont constructeurs pour tout j < i. 3

Exemple 4.2.2 Soit g = n1 :c(n2 :g(n3 :a,n4 :h(n3,n3)),n5 :c(n4,n1)) (cf. Fi-
gure 4.3) et SP2 = 〈Σ,R2〉 le WAGRS de l’Exemple 3.1.12. Les plus hauts rédex de g sont
g|n2 et g|n4. g|n2 est le plus haut rédex à gauche de g. Le lecteur remarque qu’il existe un
chemin allant de n2 vers n4, mais g|n4 ne disparait pas si on réécrit g|n2 (car le chemin
[n1, 2, n5, 1, n4] n’est pas modifié par un pas de réécriture au nœud n2). Notons encore que les

n1 :c n5 :c

n2 :g

n3 :a

G

n4 :s

Fig. 4.3:

notions de plus haut nœud fonctionnel (à gauche) et de plus haut rédex (à gauche) sont bien
définies dans le cadre des graphes admissibles ; en effet, si p et q sont deux nœuds fonctionnels
tels qu’il existe un chemin de p vers q, c’est-à-dire, tels que p soit plus haut que q, alors il
n’existe pas de chemin de q vers p, par admissibilité. 2

La stratégie Φ que nous développons ici utilise une extension des arbres de
définition [Ant92]. Un arbre de définition est une structure hiérarchique dont les feuilles sont
des règles d’un cGRS utilisées pour définir une opération. Dans la définition suivante, branch
et rule sont des symboles non interprétés utilisés pour construire les nœuds d’un arbre de
définition.

Définition 4.2.3 (Arbre de définition)
Soit SP = 〈Σ,R〉 un cGRS. Un arbre T est un arbre de définition partiel (pdt) de motif π
dans les deux cas suivants :

– T = rule(π → r), où π → r est une variante d’une règle de R.

– T = branch(π, o, T1, . . . , Tk), où o est un nœud variable de π, o a pour sorte ζ, c1, . . . , ck

(k > 0) sont différents constructeurs de la sorte ζ et pour tout j ∈ 1..k, Tj est un pdt



66 CHAPITRE 4. STRATÉGIES DE RÉÉCRITURE DE GRAPHES ADMISSIBLES

de motif π[o ← p : cj(o1 : x1, . . . , on : xn)], tel que n soit le nombre d’arguments de cj ,
x1, . . . , xn soient des variables frâıches et p, o1, . . . , on soient de nouveaux nœuds.

pattern(T ) désigne le motif du pdt T .
Un arbre de définition T d’une opération définie f est un pdt fini avec un motif de la forme
p : f(o1 : x1, . . . , on : xn) où n est le nombre d’arguments de f , x1, . . . , xn sont des variables
frâıches et p, o1, . . . , on sont des nouveaux nœuds. 3

Exemple 4.2.4 Considérons le cGRS SP2 = 〈Σ,R2〉 de l’Exemple 3.1.12, en particulier les
trois règles de réécriture définissant l’opération g :

(R3) l1:g(l2:a,l3:x) -> r1:s(l2:a)

(R4) l1:g(l2:x,l3:a) -> r1:s(l2:x)

(R5) l1:g(l2:s(l3:x),l4:s(l5:y)) -> r1:s(r2:g(l3:x,l4:s(l5:y)))

Un arbre de définition T 1
g de l’opération g est donné par :

T 1
g = branch(k19 :g(k20 :x8,k21 :x9),

k20,
rule(k19 :g(k22 :a,k21 :x9) → k23 :s(k22 :a)),
branch(k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9),

k21,
rule(k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11)) →

k28 :s(k29 :g(k25 :x10,k26 :s(k27 :x11))))))

T 1
g est représenté dans la Figure 4.4. On remarque que la règle R4 n’est pas représentée par

une feuille de T 1
g . En fait, il est impossible de construire un seul arbre de définition contenant

toutes les règles définissant g. 2

Nous définissons ci-dessous les systèmes de réécriture inductivement séquentiels comme
étant ceux tels que toutes les règles définissant une opération puissent être rangées dans un
seul arbre de définition.

Définition 4.2.5 (ISGRS)
Un cGRS SP = 〈Σ,R〉 est un système de réécriture de graphes inductivement séquentiel
(ISGRS) ssi pour toute opération définie f , il existe un arbre de définition T de f tel que
pour toute règle l → r de R, où l est de la forme f(g1, . . . , gn), il existe une feuille rule(R)
de T telle que R soit une variante de l → r. 3

Exemple 4.2.6 Nous remarquons dans la Figure 4.4 que l’AGRS SP1 = 〈Σ,R1〉 de
l’Exemple 3.1.12 est un ISGRS. Par contre, le WAGRS SP2 = 〈Σ,R2〉 n’en est pas un.
2

Dans l’exemple précédent, nous constatons qu’un WAGRS n’est pas inductivement
séquentiel en général. En fait, seuls les AGRS peuvent être inductivement séquentiels : un
ISGRS est forcément un AGRS. Mais tous les AGRS ne sont pas inductivement séquentiels :

Exemple 4.2.7 Considérons le cGRS suivant :

(U1) l1:A(l2:B,l3:C,l4:X) -> r1:O

(U2) l1:A(l2:X,l3:B,l4:C) -> r1:O

(U2) l1:A(l2:C,l3:X,l4:B) -> r1:O

Comme aucune de ces règles n’est superposable à une autre, ce cGRS est un AGRS. Pourtant,
il n’est pas possible de construire un arbre de définition contenant toutes les règles de réécriture
définissant l’opération A. Autrement dit, cet AGRS n’est pas un ISGRS. 2
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k5 :f(k6 :x3,k7 :x4)

k19 :g(k20 :x8,k21 :x9)

k10 :f(k11 :x5,k12 :x6)

k10 :f(k11 :x5,k13 :s(k14 :x7))

k1 :h(k2 :x1,k3 :x2)

k4 :h(k3 :x2,k2 :x1)

Th

k5 :f(k8 :a,k7 :x4)

k9 :c(k7 :x4,k9)

T 1
f

k16 :c(k17 :s(k18 :a),k16)

k10 :f(k11 :x5,k13 :s(k15 :a))

k30 :g(k31 :x12,k32 :x13)

T 2
f

k30 :g(k31 :x12,k33 :a)

k34 :s(k31 :x12)

R1

R6

T 2
g

R4

R2

k23 :s(k22 :a)

k19 :g(k22 :a,k21 :x9)

R3

k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11))

k28 :s(k29 :g(k25 :x10,k26 :s(k27 :x11)))

k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9)

T 1
g

R5

R1

R2

Fig. 4.4:
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Nous sommes prêts pour définir la stratégie de réécriture Φ. Cette stratégie est une fonction
partielle qui opère sur les termes-graphes admissibles dans le cadre d’un ISGRS. Φ(g) retourne
(quand c’est possible) un couple (p, R) tel que p soit un nœud de g, R soit une règle de
réécriture et g se réécrive au nœud p en utilisant la règle R. Φ utilise une fonction auxilliaire
ϕ qui prend deux arguments : un terme-graphe de racine fonctionnelle et un pdt de cette
fonction.

Définition 4.2.8 (Stratégie Φ)
Soit SP un ISGRS et g un terme-graphe admissible. Φ est la fonction partielle telle que
Φ(g) = ϕ(g|p, T ), où p désigne le plus haut nœud fonctionnel à gauche de g, p est étiqueté
par une opération définie f et T est un arbre de définition de f .

Soit g un terme-graphe admissible de racine fonctionnelle et T un pdt tel que pattern(T )
filtre g à la racine. On définit ci-dessous la fonction partielle ϕ :

ϕ(g, T ) =























































(p, R) si T = rule(π → r), p = Rootg et
R est une variante de π → r ;

ϕ(g, Ti) si T = branch(π, o, T1, . . . , Tk) et
pattern(Ti) filtre g pour un i ∈ 1..k ;

(p, R) si T = branch(π, o, T1, . . . , Tk),
π filtre g par l’homomorphisme h : π → g,
h(o) est étiqueté par l’opération f (dans g),
T ′ est un arbre de définition de f et
ϕ(g|h(o), T

′) = (p, R).

3

Exemple 4.2.9 Considérons le terme-graphe g de la Figure 4.5 :
g = n1 :c(n2 :g(n3 :s(n4 :g(n5 :a,n6 :h(n5,n5))),n4),n7 :c(n4,n1)). On calcule
Φ(g) dans le cas de l’ISGRS SP1 = 〈Σ,R1〉 de l’Exemple 3.1.12 (cf. Figures 3.2 et 4.4). Le

k19 :g(k20 :x8,k21 :x9)

k28 :s(k29 :g(k25 :x10,k26 :s(k27 :x11)))

M1 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9)

M2 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11))k23 :s(k22 :a)

k19 :g(k22 :a,k21 :x9)

R3

n7 :c

n2 :g

n3 :s

n1 :c

n4 :g

n6 :h

n5 :agT 1
g

R5

Fig. 4.5:

plus haut nœud fonctionnel à gauche de g est n2. Aussi, Φ(g) = ϕ(g|n2, T 1
g ).

Dans T 1
g , le motif M1 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9) filtre le terme-graphe g|n2,

mais le motif M2 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11)) ne filtre pas g|n2. En
effet, le nœud k26 est étiqueté par s alors que le nœud n4 est étiqueté par g. Aussi,
ϕ(g|n2, T 1

g ) fait un appel récursif à ϕ(g|n4, T 1
g ) (cf. Figure 4.6). On constate que le motif M3 =
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n7 :c

n2 :g

n3 :s

n1 :c

n4 :g

n6 :h

n5 :ag

k19 :g(k20 :x8,k21 :x9)

T 1
g

k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11))

k28 :s(k29 :g(k25 :x10,k26 :s(k27 :x11)))

k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9)

R5

k23 :s(k22 :a)

M3 = k19 :g(k22 :a,k21 :x9)

R3

Fig. 4.6:

k19 :g(k22 :a,k21 :x9) filtre le terme-graphe g|n4. Comme ce motif est le membre gauche

de la règle de réécriture R3, on conclut que ϕ(g|n4, T 1
g ) = (n4, R3), et donc, Φ(g) = (n4, R3).

2

Remarque 4.2.10 Φ(g) utilise le plus haut nœud fonctionnel à gauche de g. En fait, n’im-
porte quel plus haut nœud fonctionnel de g pourrait être utilisé. Mais comme notre stratégie
est déterministe, nous choisissons celui de gauche entre tous. 3

Nous établissons maintenant quelques propriétés de la stratégie Φ.

Proposition 4.2.11 Soient SP un ISGRS et g un terme-graphe admissible.

– Si Φ(g) = (p, R), alors g|p est un plus haut rédex nécessaire de g et
g se réécrit au nœud p avec la règle R.

– Si Φ(g) n’est pas définie, alors g n’admet pas de forme normale constructeur.

3

La Proposition 4.2.11 est une conséquence immédiate du lemme suivant, qui s’inspire
de [AEH94b, Theorem 3] :

Lemme 4.2.12 Soient SP = 〈Σ,R〉 un ISGRS, g un terme-graphe admissible de racine
fonctionnelle f et T un arbre de définition de f .

– Si ϕ(g, T ) = (p, R), alors

1. dans toute dérivation de réécriture de g vers un terme-graphe de racine construc-
teur, un descendant de g|p est réécrit à la racine, en un ou plusieurs pas, en un
terme-graphe de racine constructeur ;

2. g|p est un rédex de g filtré par le membre gauche de la règle R ;

3. g|p est un plus haut rédex de g.

– Si ϕ(g, T ) n’est pas définie, alors g ne peut pas se réécrire en un terme-graphe de racine
constructeur.

3
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Preuve : Dans la suite, < dénote l’ordre nœthérien défini par (g1, T1) < (g2, T2) ssi le graphe g1

a moins d’occurrence d’opération définie que le graphe g2, ou alors g1 = g2 et T1 est un sous-arbre
propre de T2. Cette preuve se fait par induction nœthérienne sur <. Nous étudions les différents cas
de la définition de ϕ :

Cas de base : Considérons le couple (g, T ) où g est un terme-graphe admissible de racine fonction-
nelle, T = rule(π → r) et π → r est une variante d’une règle de R tels que π filtre g à la racine.
Par définition de ϕ, ϕ(g, T ) est défini et ϕ(g, T ) = (Rootg, R) où R est une variante de π → r. (1)
Comme g est de racine fonctionnelle, toute dérivation de réécriture de g vers un terme-graphe de racine
constructeur contient un pas de réécriture au nœud Rootg. Donc dans toute dérivation de réécriture
de g vers un terme-graphe de racine constructeur, un descendant de g|Rootg

doit être réécrit à la

racine, en un ou plusieurs pas, en un terme-graphe de racine constructeur. (2) Par hypothèse, π filtre
g à la racine, et comme R est une variante de π → r, g|Rootg

est un rédex (de g) filtré par le membre

gauche de la règle R ; (3) Il est clair que g|Rootg
= g est un plus haut rédex de g.

Cas d’induction : Considérons le couple (g, T ) où g est un terme-graphe admissible de racine
fonctionnelle, T = branch(π, o, T1, . . . , Tk), o est un nœud variable de π, o est de sorte ζ, c1, . . . , ck

(k > 0) sont différents constructeurs de la sorte ζ et pour tout j ∈ 1..k, Tj est un pdt de motif
π[o ← p : cj(o1 : x1, . . . , on : xn)] tel que n soit le nombre d’arguments de cj , x1, . . . , xn soient des
variables frâıches et p, o1, . . . , on soient de nouveaux nœuds. Nous supposons que pattern(T ) filtre g
à la racine donc il existe un homomorphisme h : π → g. Trois cas sont à étudier, selon l’étiquette du
nœud h(o) dans g.

Cas 1 : h(o) est un nœud constructeur de g :
Deux cas sont possibles. Si il existe i ∈ 1..k tel que pattern(Ti) filtre g à la racine, alors par définition
de ϕ, ϕ(g, T ) = ϕ(g, Ti). Toutes les clauses du lemme sont vérifiées par ϕ(g, Ti), d’après l’hypothèse
d’induction. Donc elles le sont aussi par ϕ(g, T ). Si il n’existe pas de i ∈ 1..k tel que pattern(Ti) filtre
g à la racine, alors l’opération Lg(Rootg) est incomplètement définie par le système de réécriture R.
Donc g ne peut pas être réécrit en un terme-graphe de racine constructeur et ϕ(g, T ) n’est pas défini.

Cas 2 : h(o) est un nœud fonctionnel de g :
Posons Lg(h(o)) = f . Soit T ′ l’arbre de définition de f . De même que dans le Cas 1, il existe deux
possibilités selon que ϕ(g|h(o), T

′) est défini ou pas.

Cas 2.1 : Supposons que ϕ(g|h(o), T
′) = (p,R), où p est un nœud de g|h(o) et R est une variante

d’une règle de R. Alors ϕ(g, T ) = (p,R).

(1) Par hypothèse, pattern(T ) filtre g à la racine. Par définition d’un ISGRS, toutes les règles l → r
de R dont le membre gauche filtre g à la racine sont représentées par une feuille rule(l′ → r′) de T ,
où l′ → r′ est une variante de l → r. Par construction d’un arbre de définition, si l → r est représentée
par une feuille de T , alors pattern(T ) filtre l à la racine, i.e., il existe un homomorphisme h′ : π → l.
Par hypothèse, T est un pdt dont la racine est étiquetée par le symbole branch et pas par le symbole
rule. Donc pattern(T ) filtre l sans être un renommage de l. Ceci implique que h′(o) est un nœud
constructeur de l. Pourtant, dans le cas que nous considérons, h(o) est un nœud fonctionnel de g.
Donc il n’existe pas de règle de R dont le membre gauche filtre g à la racine, i.e., g n’est pas un
rédex. De plus, dans toute dérivation de réécriture de g qui contient un pas de réécriture à la racine,
un descendant de g|h(o) doit être réécrit en un terme-graphe de racine constructeur. Comme g est
de racine fonctionnelle, dans toute dérivation de g vers un terme-graphe de racine constructeur, un
descendant de g est réécrit à la racine, et donc, un descendant de g|h(o) est réécrit en un terme-graphe
de racine constructeur. Par hypothèse d’induction, dans toute dérivation de réécriture de g|h(o) vers
un terme-graphe de racine constructeur, un descendant de (g|h(o))|p est réécrit en un terme-graphe de

racine constructeur. Comme (g|h(o))|p = g|p, on conclut que dans toute dérivation de réécriture de g

vers un terme-graphe de racine constructeur, un descendant de g|p est réécrit en un terme-graphe de
racine constructeur.

(2) Par hypothèse d’induction, g|p est un rédex de g|h(o) filtré par le membre gauche de R ; donc g|p
est un rédex de g filtré par le membre gauche de R.

(3) Par hypothèse, π filtre g à la racine, i.e., il existe un homomorphisme h : π → g. Par définition
d’un arbre de définition, π est un motif et o est un nœud de π. Ces conditions impliquent qu’il existe
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un chemin allant de Rootg vers h(o) dans g et que tous les nœuds de ce chemin sont constructeurs,
sauf Rootg et h(o). Dans les cGRS, les rédex sont toujours de racine fonctionnelle. Nous venons de
montrer que g n’était pas un rédex. Donc il n’existe pas de rédex sur le chemin allant de Rootg vers
h(o). Comme g|p est un plus haut rédex de g|h(o) par hypothèse d’induction, g|p est aussi un plus haut
rédex de g.
Cas 2.2 : Supposons que ϕ(g|h(o), T

′) ne soit pas défini. Alors ϕ(g, T ) n’est pas défini, lui non
plus. De plus, par hypothèse d’induction, g|h(o) ne peut pas être réécrit en un terme-graphe de racine
constructeur. Pourtant, comme dans le cas 2.1, g n’est pas un rédex et dans toute dérivation de g vers
un terme-graphe de racine constructeur, un descendant de g|h(o) doit être réécrit en un terme-graphe
de racine constructeur. Donc g ne peut pas être réécrit en un terme-graphe de racine constructeur.

Cas 3 : h(o) est un nœud variable de g :

Dans ce cas, ϕ(g, T ) n’est pas défini. Nous affirmons que g n’a pas de forme normale constructeur.

En effet, π filtre g à la racine par hypothèse. Toute règle dont le membre gauche filtre g à la racine

est représentée par une feuille de T . Si l → r est une règle représentée par une feuille de T , alors il

existe un homomorphisme h′ : π → l. De plus, π n’est pas égal à l à un renommage près. Donc par

construction d’un arbre de définition, h′(o) est un nœud constructeur de l. Pourtant, dans le cas que

nous considérons, h(o) est un nœud variable de g. Par conséquent, g n’est pas un rédex. De plus, dans

toute dérivation de réécriture de g vers un terme-graphe de racine constructeur, un descendant de

g|h(o) doit être réécrit en un terme-graphe de racine constructeur, ce qui est impossible puisque g|h(o)

est une variable. Donc g n’admet pas de forme normale constructeur. 2

Dans le cadre des systèmes de réécriture orthogonaux de termes, la réécriture des rédex
nécessaires d’un terme du premier ordre permet de calculer sa forme normale. Nous obtenons
un résultat similaire dans le cadre des ISGRS.

Theorème 4.2.13 Soit SP un ISGRS. La stratégie Φ est C-hyper-normalisante, donc C-
normalisante. 3

Pour prouver le Théorème 4.2.13, nous avons besoin du lemme suivant. Avec la Propo-
sition 4.2.11, nous avons vu que toute dérivation de réécriture d’un graphe g vers sa forme
normale constructeur devait exécuter un pas en utilisant le nœud p et la règle R calculés
par Φ(g). De plus, nous savons que g se réécrit au nœud p avec la règle R. Le lemme suivant

stipule qu’étant donnée une dérivation D = g
∗
→ c, si on commence par exécuter le pas calculé

par Φ(g), on obtient une nouvelle dérivation de longueur inférieure (ou égale) à celle de D.

Lemme 4.2.14 Soient SP un ISGRS, g un terme-graphe admissible C-normalisable non
constructeur et c un terme-graphe constructeur tels qu’il existe une dérivation de réécriture
g

∗
→ c de longueur n. Alors il existe un terme-graphe admissible g′ et un terme-graphe

constructeur c′ tels que g →Φ g′, g′
∗
→ c′, c′ ∼ c et si n′ est la longueur de g′

∗
→ c′, alors

n′ < n. 3

Preuve : On donne un schéma de cette preuve à la Figure 4.7. Par hypothèse, il existe une dérivation

. . .

. . . ak−1 →[p,R] ak

ε
→[uk−1,Rk−1]

→[uk−1,Rk−1]

bk−1

a′
k−1 a′

k−1=

→[uk+1,Rk+1]

→[uk+1,Rk+1]

. . . →[un,Rn] c

. . . →[un,Rn] c′

[p, R]

B C D

g →[u1,R1] a1

g′ ε
→[u2,R2]

→[u2,R2]

b1

a′
1

ε
→[u1,R1]

[p, R]

[p, R] A

∼ ∼

∼ ∼

Fig. 4.7:

de réécriture D allant de g vers le graphe constructeur c. Donc d’après la Proposition 4.2.11, Φ(g) est
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défini et si Φ(g) = (p,R), alors (1) g se réécrit au nœud p avec la règle R et (2) dans toute dérivation
de g vers c, un descendant de g|p est réécrit en un terme-graphe de racine constructeur. D’après le
point (1), il existe un graphe g′ tel que g →[p,R] g′ et d’après le point (2), la dérivation D est de la
forme D = g →[u1,R1] a1 →[u2,R2] . . . →[uk−1,Rk−1] ak−1 →[p,R] ak →[uk+1,Rk+1] . . . →[un,Rn] c, avec

ui 6= p pour tout i ∈ 1..(k − 1) et pour tout i ∈ (k + 1)..n.

Premièrement, d’après le Lemme 3.4.9, puisque g →[u1,R1] a1 et g →[p,R] g′, il existe deux graphes

b1 et a′
1 tels que a1

ε
→[p,R] b1, g′

ε
→[u1,R1] a′

1 et b1 ∼ a′
1. De plus, g|p est un rédex nécessaire de g et

u1 6= p, donc p est un nœud de a1. Par conséquent, a1 6= b1 et a1 →[p,R] b1 (cf. A dans la Figure 4.7).

Plus généralement, comme g →[u1,R1] a1 . . . →[uk−1,Rk−1] ak−1 et g →[p,R] g′, on déduit qu’il existe

deux graphes bk−1 et a′
k−1 tels que ak−1

ε
→[p,R] bk−1, g′

ε
→[u1,R1] . . .

ε
→[uk−1,Rk−1] a′

k−1 et bk−1 ∼ a′
k−1,

d’après la Proposition 3.4.10. De plus, g|p est un rédex nécessaire de g et p /∈ {u1, . . . , uk−1}, donc
p est un nœud de ak−1. Par conséquent, ak−1 6= bk−1 et ak−1 →[p,R] bk−1 (cf. B dans la Figure 4.7).
La longueur de la dérivation g →[u1,R1] . . . →[uk−1,Rk−1] ak−1 est exactement k−1 alors que la longueur

de la dérivation g′
ε
→[u1,R1] . . .

ε
→[uk−1,Rk−1] a′

k−1 est inférieure ou égale à k − 1.

Deuxièmement, on constate à l’aide de la partie C dans la Figure 4.7 que ak−1 →[p,R] ak et
ak−1 →[p,R] bk−1, donc ak ∼ bk−1. Comme a′

k−1 ∼ bk−1 et bk−1 ∼ ak, on infère que a′
k−1 ∼ ak. La

longueur de la dérivation g →[u1,R1] . . . →[uk−1,Rk−1] ak−1 →[p,R] bk−1 est exactement k alors que la

longueur de la dérivation g′
ε
→[u1,R1] . . .

ε
→[uk−1,Rk−1] a′

k−1 est inférieure ou égale à k − 1.

Troisièmement, nous avons ak →[uk+1,Rk+1] . . . →[un,Rn] c par hypothèse. Comme a′
k−1 ∼ ak, il

est clair qu’il existe un graphe constructeur c′ tel que c′ ∼ c et a′
k−1 →[uk+1,Rk+1] . . . →[un,Rn] c′ (cf. D

dans la Figure 4.7). La longueur de la dérivation

D = g →[u1,R1] a1 →[u2,R2] . . . →[uk−1,Rk−1] ak−1 →[p,R] ak →[uk+1,Rk+1] . . . →[un,Rn] c

est exactement n alors que la longueur de la dérivation

g′
ε
→[u1,R1] . . .

ε
→[uk−1,Rk−1] a′

k−1 →[uk+1,Rk+1] . . . →[un,Rn] c′

est inférieure ou égale à n − 1. 2

Preuve du Théorème 4.2.13 : On donne un schéma de cette preuve à la Figure 4.8. Soient g0 un

c0 ∼c′0

→Φ

c1

C′

∼ . . . ∼ C′

≤ 0

g0 g′
0

g1 . . . →Φ

∼

∗
→

∗
→

n′
0 ≤ n0 n1 < n′

0n0

Fig. 4.8:

terme-graphe admissible et c0 un terme-graphe constructeur tel qu’il existe une dérivation g0
∗
→ c0 de

longueur n0. Nous montrons ce théorème par induction sur n0. Le cas n0 = 0 est évident. Soit n0 > 0 et

supposons le théorème vrai pour toutes les longueurs p < n0. Soit D une dérivation commençant avec g

contenant des Φ-pas infiniment souvent, i.e., D est de la forme g0
∗
→ g′0 →Φ g1

∗
→ g′1 →Φ g2

∗
→ . . .

Par confluence (Théorème 3.3.4), comme (1) g0
∗
→ g′0, (2) g0

∗
→ c0 est de longueur n0 et (3) c0 est un

graphe constructeur, il existe un graphe constructeur c′0 ∼ c0 et une dérivation g′0
∗
→ c′0 de longueur

n′
0 ≤ n0. Comme (1) g′0

∗
→ c′0 est de longueur n′

0, (2) g′0 →Φ g1, et (3) c′0 est un graphe constructeur,

nous déduisons du Lemme 4.2.14 l’existence d’un graphe constructeur c1 ∼ c′0 et d’une dérivation

g1
∗
→ c1 de longueur n1 < n′

0. Soit D′ la sous-dérivation de D commençant avec g1. La dérivation

g1
∗
→ c1 est de longueur n1 < n0 et D′ contient des Φ-pas infiniment souvent (puisque D contient des

Φ-pas infiniment souvent). Donc par hypothèse d’induction, D′ termine, avec un graphe constructeur

C ′ ∼ c1. Par conséquent, D termine, avec un graphe constructeur C ′ ∼ c0. 2
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La réécriture de graphes ne duplique pas les données. Aussi, le nombre de pas nécessaires
pour calculer une forme normale constructeur peut être optimisé. Nous obtenons le théorème
d’optimalité suivant :

Theorème 4.2.15 Soient SP un ISGRS, g un terme-graphe admissible C-normalisable et
c un terme-graphe constructeur tel qu’il existe une dérivation de réécriture g

∗
→ c. Alors il

existe un terme-graphe constructeur c′ tel que c′ ∼ c et la longueur de la Φ-dérivation g
∗
→Φ c′

soit inférieure (ou égale) à la longueur de la dérivation g
∗
→ c. 3

Preuve : Par induction sur la longueur de la dérivation g
∗
→ c. Le cas n = 0 est immédiat. Soit

n > 0 et supposons le théorème vrai pour toute longueur p < n. D’après le Lemme 4.2.14, il existe

un terme-graphe admissible g′ et un terme-graphe constructeur c′ ∼ c tels que g →Φ g′, g′
∗
→ c′ et

si n′ est la longueur ce g′
∗
→ c′ alors n′ < n. Par hypothèse d’induction, il existe un terme-graphe

constructeur c′′ ∼ c′ et une Φ-dérivation g′
∗
→Φ c′′ de longueur n′′ ≤ n′. La longueur de la dérivation

g →Φ g′
∗
→Φ c′′ est n′′ + 1 ≤ n′ + 1 ≤ n et c′′ ∼ c. 2

4.3 Stratégie parallèle Φ̄

Dans la section précédente, nous avons étendu la stratégie Φ définie dans [Ant92] aux
systèmes de réécriture de graphes inductivement séquentiels. Cette stratégie ne peut plus
être utilisée dans le cadre général des WAGRS. En effet, Φ calcule des rédex nécessaires et
cette notion n’est pas pertinente dans le cadre des WAGRS (cf. Exemple 4.1.6). De plus,
Φ utilise des arbres de définition contenant toutes les règles de réécriture définissant une
opération et de tels arbres ne peuvent pas être construits en général dans le cadre d’un
WAGRS (cf. Exemple 4.2.7).

Dans cette section, nous étendons la stratégie parallèle Φ̄ définie dans [Ant92] aux WA-
GRS. Φ̄ ne calcule pas des rédex nécessaires, comme Φ, mais des ensembles suffisants de rédex.
Tous les rédex calculés par Φ̄ doivent être réécrits si on veut être sûr de calculer la forme nor-
male constructeur d’un graphe. Ces pas de réécriture peuvent être vus de manière atomique
en utilisant un pas de réécriture parallèle de graphes. Nous donnons une définition de la re-
lation de réécriture parallèle −→bb dans le paragraphe suivant. Nous étudierons la stratégie Φ̄
proprement dite dans le Paragraphe 4.3.2.

4.3.1 Réécriture parallèle

La réécriture parallèle est courante dans le cadre des systèmes de réécriture de termes
du premier ordre. Dans [PvE93, Chap. 14], une réécriture parallèle de graphes a été étudiée
du point de vue de l’implantation : des annotations peuvent être ajoutées aux membres
droits des règles ce qui permet d’indiquer quels rédex doivent être évalués en parallèle. Dans
cette section, nous nous intéressons davantage à une notion générale de réécriture parallèle
permettant de réécrire plusieurs rédex arbitraires d’un terme-graphe admissible en un seul
pas.

La réécriture parallèle d’un graphe nécessite plus de précautions que la réécriture parallèle
de termes [Hue80, O’D77] du fait du partage des sous-graphes. En effet, on ne peut réécrire
en parallèle les rédex d’un terme que si ceux-ci sont disjoints. Mais on ne peut plus faire cette
hypothèse dans le cadre des graphes :



74 CHAPITRE 4. STRATÉGIES DE RÉÉCRITURE DE GRAPHES ADMISSIBLES

Exemple 4.3.1 Soient t = A(B(C),D(B(C))) un terme et
g = p1 :A(p2 :B(p3 :C),p4 :D(p2)) un terme-graphe admissible
“équivalent” (bisimilaire) (cf. Figure 4.9). Considérons les deux règles suivantes :

A

B D

C

t

B

C

p1 :A

p2 :B p4 :D

p3 :C

g

Fig. 4.9:

(V1) l1:B(l2:X) -> r1:E(l2:X)

(V2) l1:D(l2:X) -> l2:X

Les sous-termes B(C) et D(B(C)) sont des rédex disjoints du terme t. Mais les sous-graphes
correspondants p2 :B(p3 :C) et p4 :D(p2 :B(p3 :C)) ne sont pas disjoints dans g. 2

Nous discutons ci-dessous deux définitions possibles de la réécriture parallèle de graphes.
La seconde sera utilisée dans la suite.

Définition 4.3.2 (Réécriture parallèle “näıve”)
Soient SP = 〈Σ,R〉 un cGRS, g1 un terme-graphe admissible, g2 un graphe, R1, . . . , Rn

n règles de réécriture de R et p1, . . . , pn n nœuds distincts de g1. On dit que g1 se
réécrit “näıvement” en parallèle en g2 aux nœuds p1, . . . , pn avec les règles R1, . . . , Rn, noté
g1 −→‖ [p1,R1]...[pn,Rn] g2 ssi :

1. Soient li → ri une variante de Ri et hi : li → g1|pi
un filtre de li sur g1 au nœud pi pour

tout i ∈ 1..n.

2. Soit H = g ⊕ h1[r1] ⊕ . . . ⊕ hn[rn].

3. Soit ρ la redirection de pointeurs (cf. Définition 2.2.5) telle que ρ(pi) = Roothi[ri] pour
tout i ∈ 1..n et ρ(p) = p pour tout p tel que p 6= p1, . . . , p 6= pn.

4. Soient H ′ = ρ(H) et r = ρ(Rootg).

5. g2 = H ′
|r.

3

La définition précédente utilise des redirections de pointeurs en parallèle sans tenir compte
des positions relatives des rédex.

Exemple 4.3.3 Considérons le graphe g et les règles V1 et V2 de l’Exemple 4.3.1.
Le membre gauche de V1 = l1 → r1 filtre g au nœud p2 avec l’homomorphisme
h1 : l1 → g|p2 et on a h1[r1] = r1 :E(p3 :C). D’autre part, le membre gauche de
V2 = l2 → r2 filtre g au nœud p4 avec l’homomorphisme h2 : l2 → g|p4 et on a
h2[r2] = p2 :B(p3 :C). Soit H = g⊕h1[r1]⊕h2[r2] = p1 :A(p2 :B(p3 :C),p4 :D(p2)) +
r1 :E(p3) + p2 (cf. Figure 4.10). Soit ρ = {p2 7→ r1, p4 7→ p2}. Le lecteur peut vérifier que
ρ(H) = H1 = p1 :A(r1 :E(p3 :C),p2 :B(p3)) + r1 + r1 + p2 + p4 :D(r1) (cf. Fi-
gure 4.10) et ρ(Rootg) = p1. Donc d’après la Définition 4.3.2, g −→‖ [p2,V1][p4,V2] g1 où g1 =
p1 :A(r1 :E(p3 :C),p2 :B(p3)). 2
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p1 :A

p2 :Br1 :E p4 :D

p3 :C

p1 :A

p2 :Br1 :E p4 :D

p3 :C

p1 :A

p2 :Br1 :E p4 :D

p3 :C

H H1 H2

Fig. 4.10:

En poursuivant l’Exemple 4.3.1 (Figure 4.9) présenté au début de ce paragraphe, le lecteur
peut vérifier que la réécriture parallèle du terme t et la réécriture parallèle du graphe g
conduisent à deux graphes qui sont bisimilaires. En ce sens, notre pas de réécriture parallèle
de graphes est cohérent avec le pas de la réécriture parallèle de termes. Pourtant, la relation
−→‖ n’est pas satisfaisante :

1. D’une part, un rédex d’un graphe qui est réécrit avec un −→‖ -pas de réécriture peut
continuer d’être un rédex dans le graphe résultant. C’est le cas, par exemple, du rédex
g|p2 = p2 :B(p3 :C) qui reste un sous-graphe de g1 dans l’Exemple 4.3.3.

2. D’autre part, un −→‖ -pas de réécriture ne peut pas toujours être simulé avec une
dérivation de réécriture séquentielle. En effet, dans l’Exemple 4.3.3, on a g −→‖ g1

mais g 6
∗
→ g1.

Ce genre de comportement se produit parce que nous utilisons des redirections de pointeurs
de manière aveugle dans la définition de −→‖ .

Nous définissons ci-dessous un second pas de réécriture parallèle, noté −→bb , qui utilise une
nouvelle redirection de pointeurs calculée de manière à imposer un ordre dans l’application
des différentes redirections de pointeurs.

Définition 4.3.4 (Réécriture parallèle)
Soient SP = 〈Σ,R〉 un cGRS, g1 un terme-graphe admissible, g2 un graphe, R1, . . . , Rn n
règles de réécriture de R et p1, . . . , pn n nœuds distincts de g1. On dit que g1 se réécrit en
parallèle en g2 aux nœuds p1, . . . , pn avec les règles R1, . . . , Rn, noté g1 −→bb [p1,R1]...[pn,Rn] g2

ssi :

1. Soient li → ri une variante de Ri et hi : li → g1|pi
un filtre de li sur g1 au nœud pi pour

tout i ∈ 1..n.

2. Soit H = g ⊕ h1[r1] ⊕ . . . ⊕ hn[rn].

3. Soient ρ1, . . . , ρn des redirections de pointeurs telles que pour tout i ∈ 1..k, ρi(pi) =
Roothi[ri] et ρi(p) = p pour tout nœud p tel que p 6= pi.

4. Soit ρ = ρµ(1) ◦ . . . ◦ ρµ(n) où µ : 1..n → 1..n est une permutation telle que si i < j, alors
il n’existe pas de chemin de pµ(i) vers pµ(j).

5. Soient H ′ = ρ(H) et r = ρ(Rootg).

6. g2 = H ′
|r.

On note −→bb ∗ la fermeture réflexive et transitive de −→bb et on parle de dérivation de réécriture
parallèle de g en g′ lorsque g −→bb ∗ g′. 3

On remarque que dans le cadre des termes-graphes admissibles, il existe toujours au moins
une permutation satisfaisant les conditions du point 4.
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Exemple 4.3.5 Considérons de nouveau l’Exemple 4.3.3. Soient ρ1 = {p2 7→ r1} et
ρ2 = {p4 7→ p2}. Il existe un chemin allant de p4 vers p2 dans g mais aucun chemin allant
de p2 vers p4. Donc on pose ρ = ρ1 ◦ ρ2 = {p2 7→ r1, p4 7→ r1}. Le lecteur peut vérifier que
ρ(H) = H2 = p1 :A(r1 :E(p3 :C),r1) + r1 + r1 + p2 :B(p3) + p4 :D(r1) (cf. Fi-
gure 4.10) et que ρ(Rootg) = p1. Donc d’après la Définition 4.3.4, g −→bb [p2,V1][p4,V2] g2 où
g2 = p1 :A(r1 :E(p3 :C),r1). 2

Proposition 4.3.6 Soit SP un cGRS.

– Si g1 −→bb g2, alors g1
∗
→ g2.

– Si g1 → g2, alors g1 −→bb g2.

3

Preuve : Du fait de la redirection de pointeurs utilisée, la réécriture en parallèle des rédex d’un

graphe consiste en la réécriture de ces rédex, les uns après le autres, de bas en haut dans ce graphe. En

conséquence, on infère que si g1 −→bb g2, alors g1
∗
→ g2. Le second point de la proposition est évident.

2

Theorème 4.3.7 Soit SP un WAGRS. −→bb est confluente modulo ∼ et
.
= par rapport aux

termes-graphes admissibles. 3

Preuve : Conséquence évidente du Théorème 3.3.4 et de la Proposition 4.3.6. 2

4.3.2 Stratégie Φ̄

Dans ce paragraphe, nous étendons la stratégie Φ̄ définie dans [Ant92] aux WAGRS. Φ̄ est
une stratégie parallèle de réécriture de graphes, c’est-à-dire une fonction partielle qui prend
un terme-graphe admissible g et qui retourne un ensemble de couples (p, R) tels que p soit un
nœud de g, R soit une règle de réécriture de R et g se réécrive au nœud p avec la règle R.

Comme tous les rédex calculés par une stratégie S̄ peuvent être utiles pour calculer la
forme normale constructeur d’un terme-graphe g, on les considère tous en effectuant des pas
de réécriture parallèle. On note g −→bb S̄ g′ le S̄-pas de réécriture parallèle de g vers g′ tel
que g −→bb S̄(g) g′. On note −→bb ∗

S̄ la fermeture réflexive et transitive de −→bb S̄ et on parle de

S̄-dérivation de g en g′ lorsque g −→bb ∗
S̄ g′.

Nous étendons les notions de C-normalisation et de C-hyper-normalisation définies pour
les stratégies séquentielles aux stratégies parallèles :

Définition 4.3.8 (C-normalisation)
Soit SP un cGRS. Une stratégie parallèle S̄ est C-normalisante ssi pour tout terme-graphe
admissible C-normalisable g et pour tout terme-graphe constructeur c tels que g

∗
→ c, il existe

un terme-graphe constructeur c′ et une S̄-dérivation g −→bb ∗
S̄ c′ tels que c′

.
= c.

Une stratégie S̄ est C-hyper-normalisante ssi pour tout terme-graphe admissible C-
normalisable g et pour tout terme-graphe constructeur c tels que g

∗
→ c, toute dérivation

de réécriture D qui commence avec g et qui alterne des S̄-pas de réécriture parallèle avec des
pas de réécriture quelconques termine par une forme normale constructeur c′ telle que c′

.
= c.

3

Comme Φ, la stratégie Φ̄ est basée sur des arbres de définition (cf. Définition 4.2.3). Nous
avons vu dans les Exemples 4.2.4, 4.2.6 et 4.2.7 qu’il est impossible en général de construire
un arbre de définition contenant toutes les règles de réécriture définissant une opération
dans le cas des WAGRS. En d’autres termes, les WAGRS ne sont généralement pas des
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ISGRS. Toutefois, un WAGRS peut être décomposé en plusieurs sous-systèmes inductivement
séquentiels. Aussi, une opération f peut être complètement décrite avec un ensemble d’arbres
de définition {T 1

f , T 2
f , . . . , T k

f } qu’on appelle une forêt d’arbres de définition et qu’on note Ff .

Proposition 4.3.9 Soit SP = 〈Σ,R〉 un WAGRS. L’ensemble des règles R peut être parti-
tionné en une union disjointe d’ensembles de règles R = ]n

i=1Ri tel que 〈Σ,Ri〉 soit un ISGRS
pour tout i ∈ 1..n. 3

Preuve : Immédiat puisque si R = {l1 → r1, . . . , lk → rk}, alors 〈Σ, {li → ri}〉 est un ISGRS pour

tout i ∈ 1..k. 2

Définition 4.3.10 (Forêt d’arbres de définition)
Soit SP = 〈Σ,R〉 un WAGRS. Soit R = ]n

i=1Ri une partition de l’ensemble de règles de R
telle que SPi = 〈Σ,Ri〉 soit un ISGRS pour tout i ∈ 1..n. Soient f une opération définie de
Σ et Ti l’arbre de définition de f dans SPi pour tout i ∈ 1..n. On appelle forêt d’arbres de
définition de f l’ensemble Ff des arbres Ti, c’est-à-dire Ff = {T1, . . . , Tn}. 3

Exemple 4.3.11 Dans la Figure 4.4, nous représentons un exemple de forêts d’arbres de
définition des opérations f, g et h du WAGRS SP2 = 〈Σ,R2〉 de l’Exemple 3.1.12. On pose
Ff = {T 1

f , T 2
f }, Fg = {T 1

g , T 2
g } et Fh = {Th}. 2

Notre stratégie parallèle Φ̄ est une fonction partielle qui opère sur les termes-graphes ad-
missibles en présence d’un WAGRS et de forêts d’arbres de définition. Φ̄(g) retourne (lorsque
c’est possible) un ensemble de couples (p, R) tels que p soit un nœud de g, R soit une règle de
réécriture de R et g se réécrive au nœud p avec la règle R. Φ̄ utilise deux fonctions auxilliaires
ϕ̄ et Outer. ϕ̄ prend deux arguments : un terme-graphe admissible de racine fonctionnelle et
un pdt de cette opération.

Définition 4.3.12 (ϕ̄)
Soient SP un WAGRS, g un terme-graphe admissible de racine fonctionnelle et T un pdt tel
que pattern(T ) filtre g à la racine. On définit la fonction partielle ϕ̄ de la manière suivante :

ϕ̄(g, T ) =































































{(p, R)} si T = rule(π → r), p = Rootg et
R est une variante de π → r ;

ϕ̄(g, Ti) si T = branch(π, o, T1, . . . , Tk) et
pattern(Ti) filtre g pour un i ∈ 1..k ;

S si T = branch(π, o, T1, . . . , Tk),
π filtre g par l’homomorphisme h : π → g,
h(o) est étiqueté par l’opération f (dans g),
Ff = {T ′

1 , . . . , T ′
k} est une forêt

d’arbres de définition de f et
S = ϕ̄(g|h(o), T

′
1 ) ∪ . . . ∪ ϕ̄(g|h(o), T

′
k).

3

Dans la définition ci-dessus, ϕ̄(g, T ) calcule un ensemble S de couples (p, R) tels que R
soit une règle dont le membre gauche filtre g au nœud p. Certains des couples (p, R) sont
inutiles dans le calcul de la stratégie Φ̄. Aussi, on définit la fonction Outer(g, S) qui choisit
un sous-ensemble maximal (pour l’inclusion) de couples (p, R) de S tels que p soit un plus
haut nœud fonctionnel de g. Si un plus haut nœud fonctionnel p de g apparâıt plusieurs fois
dans S, un seul couple (p, R) interviendra dans Outer(g, S). Outer(g, S) peut être défini de
manière déterministe en utilisant un ordre sur les règles de réécriture.
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Définition 4.3.13 (Outer)
Soient SP = 〈Σ,R〉 un WAGRS, g un terme-graphe admissible et
S = {(p1, R1), . . . , (pn, Rn)} un ensemble de couples tels que pi soit un nœud de g et Ri soit
une règle de réécriture admissible. On définit Outer(g, S) comme un sous-ensemble maximal
{(q1, S1), . . . , (qk, Sk)} de S tel que :

1. Pour tout i, j ∈ 1..k, i 6= j =⇒ qi 6= qj .

2. Pour tout i ∈ 1..k, il existe un chemin [Rootg, i0, u1, i1, . . . , ik−1, qi] tel que pour tout
j ∈ 0..k − 1 et pour toute variante R d’une règle de R, (uj , R) /∈ S.

3

Définition 4.3.14 (Stratégie Φ̄)
Soient SP un WAGRS, g un terme-graphe admissible, p le plus haut nœud fonctionnel à
gauche de g, f l’étiquette de p dans g et Ff = {T1, . . . , Tk} une forêt d’arbres de définition de f .
Φ̄ est la fonction partielle définie par Φ̄(g) = Outer(g, S) où S = ϕ̄(g|p, T1) ∪ . . . ∪ ϕ̄(g|p, Tk).
3

Exemple 4.3.15 Considérons les forêts de l’Exemple 4.3.11 et de la Figure 4.4. Soit g =
n1 :c(n2 :f(n3 :h(n4 :g(n5 :a,n5),n6 :g(n4,n5)),n6),n7 :c(n6,n1)) le graphe de
la Figure 4.11. D’après la Définition 4.3.14, Φ̄(g) = Outer(g, S) où

n7 :c

n2 :f

n3 :h

n5 :a

n6 :g

n1 :c

n4 :g

Fig. 4.11:

S = ϕ̄(g|n2, T 1
f ) ∪ ϕ̄(g|n2, T 2

f )

= ϕ̄(g|n3, Th) ∪ ϕ̄(g|n6, T 1
g ) ∪ ϕ̄(g|n6, T 2

g )

= {(n3, R6)} ∪ ϕ̄(g|n4, T 1
g ) ∪ ϕ̄(g|n4, T 2

g ) ∪ {(n6, R4)}

= {(n3, R6), (n4, R3), (n4, R4), (n6, R4)}

D’après la seconde condition de la Définition 4.3.13, Outer(g, S) sélectionne les plus hauts
rédex de S dans g, donc Φ̄(g) = {(n3, R6), (n6, R4)}.
On remarque sur cet exemple que S contient deux couples utilisant le nœud n4, à savoir
(n4, R3) et (n4, R4). Si g|n4 avait été un plus haut rédex de S dans g, alors la première condition
de la Définition 4.3.13 aurait nécessité de choisir un couple parmi (n4, R3) et (n4, R4) pour
calculer Φ̄(g). Ce choix n’a pas d’importance puisque réécrire g avec les règles R3 ou R4 conduit
au même graphe (par définition d’un WAGRS). 2

Nous faisons maintenant la liste des propriétés de Φ̄.

Proposition 4.3.16 Soit SP un WAGRS et g un terme-graphe admissible. L’ensemble des
rédex calculés par Φ̄(g) constitue un ensemble suffisant de rédex de g. 3
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Comme cas particulier du théorème ci-dessus, on retrouve le fait que si le système de
réécriture considéré est un ISGRS, alors Φ̄(g) calcule un singleton {(p, R)} tel que g|p soit
un rédex nécessaire de g (cf. Proposition 4.2.11).

La Proposition 4.3.16 est une conséquence du lemme suivant, qui s’inspire de [AEH97a,
Lemma 2] :

Lemme 4.3.17 Soient SP un WAGRS, g un terme-graphe admissible de racine fonctionnelle,
f l’étiquette de la racine de g, Ff = {T1, . . . , Tn} une forêt d’arbres de définition de f et
S = ϕ̄(g, T1)∪ . . .∪ ϕ̄(g, Tn). Aucun descendant de g ne peut être réécrit en un terme-graphe
de racine constructeur à moins qu’un descendant de g|p ne soit réécrit en un terme-graphe
de racine constructeur pour un couple (p, R) ∈ S. En d’autres termes, S est un ensemble
suffisant de rédex de g. 3

Preuve : Il y a deux cas à étudier dépendant du fait que g soit un rédex ou pas.
Cas 1 : Si g est un rédex :
Dans ce cas, il existe une ou plusieurs règles R dans R dont le membre gauche filtre g à la ra-
cine. Par construction de Ff , pour toutes ces règles R, il existe un arbre de définition T ∈ Ff

tel que R soit représentée par une feuille de T . D’après la définition de ϕ̄, ϕ̄(g, T ) est définie et
ϕ̄(g, T ) = {(Rootg, R)}. Comme nous travaillons avec des WAGRS, le membre gauche de R filtre tous
les descendants de g qui ne sont pas réécrits à la racine. Par conséquent, aucun descendant de g ne
peut être réécrit en un terme-graphe de racine constructeur à moins qu’un descendant de g|Rootg

ne

soit réécrit en un terme-graphe de racine constructeur (avec la règle R ou avec une autre règle).

Cas 2 : Si g n’est pas un rédex :

Nous prouvons le Lemme 4.3.17 par induction sur le nombre d’opérations définies de g. Si g n’a qu’une

opération définie, alors elle est située à la racine et comme g n’est pas un rédex, g ne peut pas être

réécrit en un terme-graphe de racine constructeur. Donc le cas de base est évident. Supposons que g

ait plus d’une opération définie. Soient f l’étiquette de la racine de g, Ff = {T1, . . . , Tn} une forêt

d’arbres de définition de f et S = ϕ̄(g, T1) ∪ . . . ∪ ϕ̄(g, Tn). g n’est pas un rédex, donc pour tout

i ∈ 1..n, soit ϕ̄(g, Ti) = ∅ soit il existe un sous-arbre T ′
i de Ti tel que T ′

i = branch(πi, oi, . . .), πi

filtre g à la racine avec l’homomorphisme hi : πi → g, hi(oi) soit étiqueté avec l’opération définie fi

dans g, Ffi
= {T ′′

1 , . . . , T ′′
mi

} et ϕ̄(g, Ti) 6= ∅ = ϕ̄(g|hi(oi), T
′′
1 ) ∪ . . . ∪ ϕ̄(g|hi(oi), T

′′
mi

). Soit R = l → r

une des règles permettant de réécrire un descendant de g à la racine en un terme-graphe de racine

constructeur. Par construction d’une forêt d’arbres de définition, il existe i ∈ 1..n tel que la règle R soit

représentée par une feuille du sous-arbre T ′
i de l’arbre Ti (tel que ϕ̄(g, Ti) 6= ∅). Par construction d’un

arbre de définition, il existe un homomorphisme µ : πi → l et µ(oi) est étiqueté par un constructeur

(puisque l est un motif). Or dans le cas que nous considérons, hi(oi) est étiqueté par une opération

définie dans g. Donc il est nécessaire de réécrire un descendant de g|hi(oi) en un terme-graphe de racine

constructeur pour pouvoir réécrire un descendant de g avec la règle R en un terme-graphe de racine

constructeur. Autrement dit, aucun descendant de g ne peut être réécrit à la racine en un terme-

graphe de racine constructeur à moins qu’un descendant de g|hi(oi) ne soit réécrit à la racine en un

terme-graphe de racine constructeur pour au moins un i ∈ 1..n. g|hi(oi) est un sous-graphe propre de g.

Donc par hypothèse d’induction, aucun descendant de g|hi(oi) ne peut être réécrit à la racine en un

terme-graphe de racine constructeur à moins qu’un descendant de (g|hi(oi))|p ne soit réécrit à la racine

en un terme-graphe de racine constructeur pour un (p,R) ∈ ϕ̄(g|hi(oi), T
′′

j ). Par transitivité, aucun

descendant de g ne peut être réécrit à la racine en un terme-graphe de racine constructeur à moins

qu’un descendant de g|p ne soit réécrit à la racine en un terme-graphe de racine constructeur pour un

(p,R) ∈ ϕ̄(g, Ti) (donc pour un (p,R) ∈ S). 2

Preuve de la Proposition 4.3.16 : On traite le cas où g est un terme-graphe admissible de racine
fonctionnelle tel que f soit l’étiquette de la racine de g, Ff = {T1, . . . , Tn} soit une forêt d’arbres
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de définition de f et S = ϕ̄(g, T1) ∪ . . . ∪ ϕ̄(g, Tn). Le cas où g est un terme-graphe admissible de
racine constructeur est une conséquence immédiate. D’après le Lemme 4.3.17, l’ensemble S est un
ensemble suffisant de rédex de g, i.e., dans toute dérivation de réécriture allant de g vers une forme
normale constructeur, un descendant d’au moins un rédex (p,R) ∈ S est réécrit à la racine. Soit
O = Outer(g, S). Nous montrons que O reste un ensemble suffisant de rédex de g. Il suffit de montrer
que pour toute dérivation de réécriture D allant de g vers une forme normale constructeur telle qu’un
descendant du rédex g|p soit réécrit à la racine avec la règle R pour (p,R) ∈ (S−O), il existe un autre
rédex g|q dont un descendant dans D est réécrit à la racine avec une règle R′ telle que (q,R′) ∈ O.

Il y a deux cas à étudier selon les raisons pour lesquelles le couple (p,R) n’appartient pas à O.
Cas 1 : (p,R) 6∈ O car il existe R′ tel que (p,R′) ∈ O :
Par définition d’un WAGRS, on peut aussi réécrire le descendant de g|p aussi bien avec la règle R
qu’avec la règle R′ et on obtient le même résultat. Donc dans D, un descendant de g|p est réécrit à la
racine avec une règle R′.
Cas 2 : (p,R) 6∈ O car pour tous les chemins C allant de Rootg vers p, il existe un nœud q et une
règle R′ tel que q ∈ C et (q,R′) ∈ O :
Si g est un rédex, il est clair que q = Rootg et qu’un descendant de g|Rootg

est réécrit dans D. Si g
n’est pas un rédex, tous les chemins allant de Rootg vers p passent par des nœuds fonctionnels q tel
que (q,R′) ∈ O et g|q soit un rédex de g. Donc au moins un descendant des rédex g|q est réécrit dans
D pour calculer la forme normale constructeur de g.

On en conclut que O = Outer(g, S) = Φ̄(g) est un ensemble suffisant de rédex de g. 2

De la proposition précédente, on déduit que si un terme-graphe admissible a une forme
normale constructeur c, alors toute dérivation allant de g vers c doit contenir un pas de
réécriture au nœud p avec la règle R pour un couple (p, R) ∈ Φ̄(g). Le lemme suivant établit

qu’étant donnée une dérivation D = g
∗
→ c, la réécriture parallèle de tous les rédex calculés

par Φ̄(g) conduit à une nouvelle dérivation de longueur inférieure (ou égale) à celle de D.

Lemme 4.3.18 Soient SP un WAGRS, g un terme-graphe admissible non constructeur C-
normalisable et c un graphe constructeur tel qu’il existe une dérivation de réécriture g

∗
→ c de

longueur n. Alors il existe un terme-graphe admissible g′ tel que g −→bb Φ̄ g′ et une dérivation

de réécriture g′
∗
→ c′ de longueur n′ tels que n′ < n et que c′ soit un graphe constructeur avec

c′ ∼ c. 3

Preuve : Par hypothèse, il existe une dérivation A = g
∗
→ c de longueur n. Supposons que A =

g →[p1,R1] u1 . . . un−1 →[pn,Rn] c. Soit g′ un terme-graphe admissible tel que g −→bb Φ̄ g′. Supposons que

Φ̄(g) = {(q1, S1), . . . , (qm, Sm)}. D’après la Proposition 4.3.6, il existe une dérivation de réécriture B

allant de g vers g′ telle que B = g →[q1,S1] v1 . . . vm−1 →[qm,Sm] g′. Comme c est un terme-graphe

constructeur, nous pouvons montrer à partir de la preuve de la Proposition 3.4.10 qu’il existe un

terme-graphe constructeur c′ et une dérivation A′ = g′
ε
→[p1,R1] a1 . . . an−1

ε
→[pn,Rn] c′ tels que

c′ ∼ c′′. D’après la Proposition 4.3.16, {(q1, S1), . . . , (qm, Sm)} est un ensemble suffisant de rédex,

donc il existe au moins un couple (qi, Si) dans la dérivation B et un couple (pj , Rj) dans la dérivation

A tels que (pj , Rj) = (qi, Si). Comme (qi, Si) = (pj , Rj), pj n’est pas un nœud de g′ : il est effacé par

le pas de réécriture vi−1 →[qi,Si] vi de la dérivation B. Le couple (pj , Rj) apparâıt également dans la

dérivation A′ puisque A′ = g′
ε
→[p1,R1] a1 . . . aj−1

ε
→[pj ,Rj ] aj . . . an−1

ε
→[pn,Rn] c′. Comme pj n’est

pas un nœud de g′, pj ne peut pas être un nœud de aj−1, donc de aj = aj−1. Nous en concluons que

la longueur de la dérivation A′ est inférieure ou égale à n − 1. 2

Du lemme précédent, nous déduisons le théorème suivant :

Theorème 4.3.19 Soit SP un WAGRS. Φ̄ est un stratégie C-hyper-normalisante (donc C-
normalisante). 3
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Preuve : Soient g0 un terme-graphe admissible et c0 un graphe constructeur tel qu’il existe une

dérivation de réécriture g0
∗
→ c0 de longueur n0. On fait cette preuve par induction sur n0. Le cas de

base n0 = 0 est évident. Soit n0 > 0 et D une dérivation de la forme

g0
∗
→ g′0 −→bb Φ̄ g1

∗
→ g′1 −→bb Φ̄ g2

∗
→ . . . Comme g0 se réécrit en g′0 et qu’il existe une dérivation

de longueur n0 allant de g0 vers le graphe constructeur c0, on peut montrer (preuve de la Proposi-

tion 3.4.10) qu’il existe un graphe constructeur c′0 ∼ c0 et une dérivation g′0
∗
→ c′0 de longueur n′

0 ≤ n0.

Comme la longueur de g′0
∗
→ c′0 est n′

0 et que g′0 −→bb Φ̄ g1, il existe un graphe constructeur c1 ∼ c′0
et une dérivation g1

∗
→ c1 de longueur n1 < n′

0, d’après le Lemme 4.3.18. Soit D′ la sous-dérivation

de D commençant avec g1. Comme la longueur de la dérivation g1
∗
→ c1 est n1 < n0, nous utilisons

l’hypothèse d’induction : la dérivation D′, donc la dérivation D, termine avec un graphe constructeur

C ′ ∼ c1 ∼ c0. Par conséquent, nous concluons que Φ̄ est C-hyper-normalisante. 2

Il est clair que tout sur-ensemble d’un ensemble suffisant de rédex reste un ensemble
suffisant de rédex. Comme l’ensemble de tous les plus hauts rédex d’un graphe g est un sur-
ensemble de Φ̄(g), on déduit le corollaire suivant du Théorème 4.3.19. Ce corollaire est une
extension d’un résultat montré dans le cadre des terme du premier ordre par [O’D77] :

Corollaire 4.3.20 Soit SP un WAGRS. La stratégie parallèle qui consiste en la réécriture
de tous les plus hauts rédex d’un graphe4 est une stratégie C-hyper-normalisante. 3

Enfin, la Proposition 4.3.16 montre que la stratégie Φ̄ calcule un ensemble suffisant de
rédex et l’Exemple 4.1.6 montre qu’on peut construire des dérivations de réécriture calculant
la forme normale constructeur d’un graphe g sans forcément considérer tous les rédex calculés
par Φ̄(g). On pourrait donc imaginer des stratégies calculant des ensembles plus petits de
rédex que ceux de Φ̄(g) . . .

Néanmoins, une stratégie de réécriture S̄ qui ne prend pas en compte les membres droits
des règles de réécriture ne peut pas “faire mieux” que Φ̄. En ce sens, Φ̄ est une stratégie
parallèle optimale. Pour développer cette notion d’optimalité de Φ̄, il faut définir une notion de
réécriture arbitraire de graphes et une notion de recouvrement5 d’un graphe par un ensemble
de rédex. Le théorème d’optimalité de Φ̄ se montrerait alors en utilisant les techniques de
preuve de [SR93].

4parallel-outermost graph rewriting strategy en anglais.
5cover en anglais.
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Chapitre 5

Surréduction de graphes
admissibles

Dans les précédents chapitres, nous avons utilisé des programmes logico-fonctionnels pour
évaluer par réécriture des expressions représentées sous la forme de graphes cycliques admis-
sibles. Dans ce chapitre, nous utilisons les programmes pour évaluer par surréduction des
expressions partiellement définies représentées sous la forme de graphes admissibles conte-
nant des variables. On utilise ce mode d’évaluation dans les langages logico-fonctionnels pour
résoudre des buts. Comme notre étude vise à introduire les graphes dans les langages logico-
fonctionnels, il est nécessaire d’étudier la relation de surréduction des graphes admissibles.

Surréduire un graphe g en un graphe g′ consiste à trouver une substitution σ instanciant
suffisamment les variables de g pour que σ(g) puisse se réécrire en g′. Considérons par exemple
le graphe H et la règle L → R de la Figure 5.1. Il est clair que H ne peut pas être réécrit et

l3 :x

l2 :s

l1 :g

l4 :s

l5 :y

L R

n1 :c

n3 :z

n4 :c

n5 :gn2 :g

[n2, L → R]

H

n1 :c n4 :c

n5 :g

n1 :c n4 :c

n2 :g n5 :g

m1 :s

m2 :u

r1 :s

r2 :g

p1 :s

p2 :g m1 :s

m2 :u

Iσ(H)

Fig. 5.1:

qu’il n’est pas non plus sous forme normale constructeur puisque le nœud n2 est étiqueté par

83
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l’opération définie g. Néanmoins, en instanciant la variable z avec le graphe m1 :s(m2 :u)

à l’aide d’une substitution σ, on peut réécrire σ(H) en I et se rapprocher ainsi d’une forme
normale constructeur.

La relation de surréduction a été introduite dans [Sla74]. Son utilisation en démonstration
automatique a été illustrée pour la première fois dans [Fay79] et [Hul80a]. Une première
étude de la surréduction de graphes a été faite dans [Yam93, Kri96, HP96] dans le cadre des
graphes acycliques et dans [EJ98a, EJ98b] dans le cadre des graphes cycliques admissibles.
Toutefois, nous ne profitons pas pleinement de la structure de graphe dans le calcul que
nous avons brièvement décrit ci-dessus. En effet, dans la Figure 5.1, on constate que σ(H)
contient deux sous-graphes qui ne sont pas partagés : celui de racine n2 et celui de racine n5.
En conséquence, le sous-graphe de racine n5 continue d’apparâıtre dans I. Il faudra donc le
réécrire pour progresser de nouveau vers une forme normale constructeur.

Pour pallier ce “défaut”, nous combinons la relation de surréduction avec une relation dite
de compression ou de compaction de graphes1 [HP99]. On dit qu’un graphe g1 se compacte en
un graphe g2 si g1 et g2 représentent la même expression (i.e., g1 et g2 sont bisimilaires) mais
que la taille de g2, c’est-à-dire le nombre de nœuds de g2, est plus petit que celui de g1. On
parle de compression maximale de g1 en g2 si g2 ne peut plus être compacté. Nous montrons
dans la Figure 5.2 le graphe H ′ obtenu par compression maximale de σ(H). Il est clair qu’en
réécrivant H ′ au nœud p2, on progresse plus rapidement vers une forme normale constructeur
qu’en réécrivant σ(H) au nœud n2.

n1 :c n4 :c

m1 :s

m2 :u

σ(H)

n2 :g n5 :g

p1 :c

p3 :s

m2 :u

H ′

p2 :g

p1 :c

q1 :s

q2 :g

m2 :u

p3 :s

B

H1

[p2, R5]

Fig. 5.2:

Dans ce chapitre, nous étudions donc la relation de surréduction compressante des
graphes cycliques admissibles. Cette relation est “meilleure” que toutes les autres relations de
surréduction. Considérons par exemple la règle A(O) → O et le terme C(A(X),A(O),A(O))

où A est une opération définie, C et O sont des constructeurs et X est une variable. Dans la
Figure 5.3, nous représentons trois dérivations de surréduction. La première correspond à
une dérivation de surréduction de termes ; sa longueur est 3. La seconde correspond à une
dérivation de surréduction “classique” de graphes ; sa longueur est 2. La troisième correspond
à une dérivation de surréduction compressante maximale de graphes ; sa longueur est 1.

Nous avons mené une première étude de la surréduction de graphes admissibles
dans [EJ98a, EJ98b, EJ97a]. La surréduction compressante des graphes admissibles fait l’objet
d’un rapport [EJ99a].

Dans la section suivante, nous développons l’ensemble des notions qui sont nécessaires

1graph collapsing en anglais.
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C

O

A A

OX

A

C

O

O O

A A

C

OO

O

A

C

O OO

n1 :C

n5 :O

n4 :A

n3 :X

n2 :A

n1 :C

n5 :O

n4 :A

n3 :X

n2 :A

n1 :C

n5 :O

n4 :A

n1 :C

n6 :On6 :O n7 :O

p2 :O

;[1,R,{X 7→O}] ;[2,R,Id] ;[3,R,Id]

;[n2,R,{X 7→n6 :O}] ;[n4,R,Id]

I>;[n2,R,{X 7→n6 :O}]
p1 :C

Fig. 5.3:

pour comprendre la définition du pas de surréduction compressante. Nous donnons cette
définition dans la Section 5.2. Nous énonçons les théorèmes de cohérence et de complétude
dans la Section 5.3 puis nous les démontrons dans les Sections 5.4 et 5.5.

5.1 Préliminaires

Un pas de surréduction compressante d’un graphe g1 en un graphe g2 se fait en trois
temps :

1. Tout d’abord, il faut calculer une substitution σ qui instancie suffisamment les variables
de g1 pour qu’on puisse réécrire σ(g1). Cette substitution est un unificateur d’un sous-
graphe de g1 par rapport au membre gauche d’une règle de réécriture.

2. Ensuite, il faut compresser l’instance σ(g1) en un graphe g′1.

3. Enfin, il faut réécrire le graphe g′1.

Dans cette section de préliminaire, nous commençons par définir la notion d’unificateur
d’un graphe par rapport à un motif, puis nous posons les bases de la compression de graphes.

5.1.1 Unificateur d’un graphe par rapport à un motif

Dans la Section 2.3, nous avons défini l’unification des termes-graphes avec des homomor-
phismes (voir Définition 2.3.7). Comme les homomorphismes sont moins pratiques que les
substitutions pour définir les pas de surréduction, nous introduisons la notion suivante :

Définition 5.1.1 (Unificateur d’un graphe par rapport à un motif)
Soient g un terme-graphe admissible, l un motif et σ une substitution tels que g soit compatible
avec σ. On dit que σ est un unificateur de g par rapport à l ssi il existe un unificateur
h : L → M de g et de l tel que σ = (σh)|Vg

. On dit que σ est un unificateur le plus général de
g par rapport à l ssi h est un unificateur le plus général de g et de l. 3
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Exemple 5.1.2 Soient H = n1 :c(n2 :g(n3 :z,n3),n4 :c(n5 :g(n3,n3),n1)) un
terme-graphe admissible et L = l1 :g(l2 :s(l3 :x),l4 :s(l5 :y)) un motif (cf. Fi-
gure 5.4). Soit σ = {z 7→ m1 :s(m2 :u)}. Le lecteur peut vérifier que σ(H) =

n1 :c

n3 :z

n4 :c

n2 :g n5 :g

n1 :c n4 :c

m1 :s

m2 :u

n2 :g n5 :g

l3 :x

r1 :s

r2 :gl2 :s

l1 :g

l4 :s

l5 :y

L Rσ(H)H

Fig. 5.4:

n1 :c(n2 :g(m1 :s(m2 :u),m1),n4 :c(n5 :g(m1,m1),n1)). Nous affirmons que σ est un
unificateur de H|n2 par rapport à L. En effet, il existe un homomorphisme

υ : (H|n2 ⊕ L) → (σ(H|n2) ⊕ σ(H|n2))

tel que υ(n2) = υ(l1) = n2, υ(n3) = υ(l2) = υ(l4) = m1 et υ(l3) = υ(l5) = m2. De plus, on
constate que υ est un unificateur le plus général de H|n2 et de L. Donc σ est un unificateur
le plus général de H|n2 par rapport à L. 2

5.1.2 Compression d’un graphe

On dit qu’un graphe g1 se compacte (ou se compresse) en un graphe g2 si g1 et g2 sont
bisimilaires mais que le nombre de nœuds de g2 est plus petit que celui de g1 :

Définition 5.1.3 (Compression d’un graphe)
Soient g1 et g2 deux graphes compatibles. On dit que g1 se compacte en g2, noté g1 B g2, ssi
il existe un V-homomorphisme h : g1 → g2. 3

Exemple 5.1.4 Considérons les graphes σ(H) et H ′ de la Figure 5.5. Comme il existe un

n1 :c n4 :c

m1 :s

m2 :u

σ(H)

n2 :g n5 :g

p1 :c

p3 :s

m2 :u

H ′

p2 :g

B

Fig. 5.5:



5.2. PAS DE SURRÉDUCTION COMPRESSANTE 87

V-homomorphisme h : σ(H) → H ′ tel que h(n1) = h(n4) = p1, h(n2) = h(n5) = p2, h(m1) =
p3 et h(m2) = m2, on conclut que σ(H) B H ′. 2

Pour définir la relation de surréduction compressante de graphe, nous avons besoin d’uti-
liser un algorithme de compression de graphes :

Définition 5.1.5 (Stratégie de compression)
On appelle stratégie de compression une fonction totale I définie sur les graphes telle que
si I(g) = g′, alors g se compacte en g′ (i.e., g B g′). On suppose que I est une fonction
déterministe au renommage des nœuds près (i.e., I(g) est unique au renommage des nœuds
près). 3

Dans la suite, nous utiliserons deux stratégies de compression remarquables :

– La première stratégie de compression est l’identité. Cette stratégie particulière n’a aucun
effet de compression sur les graphes.

– La seconde stratégie de compression, notée I>, est celle qui compresse les graphes au
maximum. Formellement, I>(g1) = g2 ssi (1) g1 B g2 et (2) pour tout terme-graphe
admissible g, si g1 B g, alors g B g2.

Exemple 5.1.6 Dans l’Exemple 5.1.4, nous avons compressé le graphe σ(H) au maximum
pour obtenir H ′. On a donc I>(σ(H)) = H ′. 2

5.2 Pas de surréduction compressante

Plusieurs définitions du pas de surréduction compressante sont possibles, comme nous le
verrons plus loin. Nous choisissons la suivante :

Définition 5.2.1 (Pas de surréduction compressante)
Soient SP = 〈Σ,R〉 un cGRS, I une stratégie de compression, g1 et g2 deux graphes,
p un nœud fonctionnel de g1, l → r une règle de réécriture de R et σ une substitution.
Un pas de surréduction compressante de g1 en g2 au nœud p avec la règle l → r, la substitu-
tion σ et la stratégie de compression Ise note g1 I;[p, l→r,σ] g2 et satisfait les trois conditions
suivantes :

1. σ est un unificateur de g1|p par rapport à l.

2. Il existe un graphe g′1 = I(σ(g1)) et un V-homomorphisme h : σ(g1) → g′1.

3. g′1 →[h(p),R] g2.

On dit que g1 I;[p, l→r,σ] g2 est un pas de surréduction compressante la plus générale ssi σ
est un unificateur le plus général de g1|p par rapport à l. 3

Nous avons défini deux stratégies particulières de compression dans le paragraphe
précédent. Nous disposons donc de deux relations de surréduction compressante :

– la relation de surréduction “classique” de graphes ; qui utilise l’identité comme
stratégie de compression et

– la relation de surréduction compressante maximale de graphes I>; qui utilise la
stratégie de compression maximale I>.
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l3 :x

r1 :s

r2 :gl2 :s

l1 :g

l4 :s

l5 :y

L R

n1 :c

n3 :z

n4 :c

n2 :g

H

n1 :c n4 :c

m1 :s

m2 :u

σ(H)

n2 :g n5 :g

n5 :g

p1 :c

p3 :s

m2 :u

H ′

p2 :g

p1 :c

q1 :s

q2 :g

m2 :u

p3 :s

B

H1

[p2, R5]

Fig. 5.6:

Exemple 5.2.2 Soient H le terme-graphe admissible et L → R la règle de la Figure 5.6.
La règle L → R est exactement la règle R5 de la Figure 3.2 et de l’Exemple 3.1.12. Soit
σ = {z 7→ m1 :s(m2 :u)}. Nous avons vu dans l’Exemple 5.1.2 que σ était un unificateur le
plus général de H|n2 par rapport à L. Soit H ′ = p1 :c(p2 :g(p3 :s(m2 :u),p3),p1). Nous
avons vu dans l’Exemple 5.1.6 que I>(σ(H)) = H ′ avec le V-homomorphisme h : σ(H) → H ′

défini dans l’Exemple 5.1.4. H ′ se réécrit au nœud h(n2) = p2 avec la règle R5 en H1 =
p1 :c(q1 :s(q2 :g(m2 :u,p3 :s(m2))),p1). Donc nous concluons que H I>;[n2,R5, σ]

H1. Ce pas de surréduction est un pas de surréduction compressante maximale la plus générale.
2

La proposition ci-dessous établit d’une part qu’un pas de surréduction compressante est
bien défini (au sens où la surréduction d’un graphe permet bien de calculer un graphe) et
d’autre part que l’ensemble des termes-graphes admissibles est stable par surréduction.

Proposition 5.2.3 Soient SP = 〈Σ,R〉 un cGRS, I une stratégie de compression, g1 un
terme-graphe admissible, R = l → r une règle de réécriture de R, p un nœud fonctionnel de
g1 et σ un unificateur de g1|p par rapport à l. Alors il existe un terme-graphe admissible g2

tel que g1 I;[p,R,σ] g2. 3

Preuve : Puisque g1 I;[p,R,σ] g2, il existe un graphe g′1 et un V-homomorphisme h : σ(g1) → g′1
tels que g′1 →[h(p),R] g2. Comme σ est un unificateur de g1|p par rapport à l, σ est une substitution

telle que g1 soit compatible avec σ. Donc on infère que σ(g1) est un terme-graphe admissible, à partir

de la preuve de la Proposition 2.5.9. σ(g1) est un terme-graphe admissible et σ(g1) B g′1, donc g′1 est

aussi un terme-graphe admissible. D’après la Proposition 3.2.7 et le Théorème 3.2.8, la réécriture du

terme-graphe admissible g′1 permet bien de calculer un terme-graphe admissible. Nous concluons donc

que g2 est un terme-graphe admissible. 2

Notons qu’il existe d’autres définitions du pas de surréduction, en particulier celles qui uti-
lisent des homomorphismes [Yam93, EJ98a, EJ98b]. Toutefois, nous préférons une définition



5.2. PAS DE SURRÉDUCTION COMPRESSANTE 89

utilisant des substitutions car elle se rapproche de la définition de la surréduction des termes
du premier ordre. Elle facilite donc la compréhension des exemples, des résultats et des
preuves. Notre définition est équivalente aux définitions à base d’homomorphismes dans le
cadre des cGRS.

Après avoir posé les bases du calcul de surréduction compressante, nous donnons ci-dessous
les raisons qui nous ont poussées à choisir cette définition de la relation de surréduction
compressante. En effet, il existe plusieurs manières de combiner la compression de graphes et
la surréduction de graphes :

1. On peut commencer par faire le pas de compression puis celui de surréduction. La
relation I¯; qu’on obtient est définie de la manière suivante :

g1 I¯;[p,R,σ] g2 ⇐⇒







il existe un graphe g′1 tel que I(g1) = g′1,
il existe un V-homomorphisme h : g1 → g′1 et
σ(g′1) →[h(p),R] g2

2. On peut aussi commencer par faire le pas de surréduction puis celui de compression. La
relation ;¯I qu’on obtient est définie de la manière suivante :

g1 ;¯I[p,R,σ] g2 ⇐⇒ σ(g1) →[p,R] g′1 et I(g′1) = g2

3. Rappelons enfin la définition de la relation de surréduction compressante I; que nous
avons choisie :

g1 I;[p,R,σ] g2 ⇐⇒







il existe un graphe g′1 tel que I(σ(g1)) = g′1,
il existe un V-homomorphisme h : σ(g1) → g′1 et
σ(g′1) →[h(p),R] g2

Mais des trois relations ci-dessus, la relation de surréduction compressante I; semble
“meilleure” que les autres, au sens où elle permet de calculer plus rapidement des formes
normales constructeurs que I¯; et ;¯I. Cette propriété semble vérifiée lorsque la stratégie
de compression utilisée est I>. C’est en tout cas ce que suggère l’exemple ci-dessous. Par
contre, nous ignorons si cette propriété est vraie pour une stratégie de compression quelconque.

Exemple 5.2.4 Soient g = n1 :A(n2 :B(n3 :X,n3),n4 :B(n5 :O,n5)) un terme-graphe
admissible (cf. Figure 5.7) où A et O sont des symboles constructeurs, B est une opération
définie et X est une variable. Soient R = l1 :B(l2 :O,l3 :O) → l2 :O une règle de
réécriture, p = n2 un nœud fonctionnel de g et σ = {X 7→ n6 :O} une substitution. Exécutons

n1 :A

n2 :B n4 :B

n5 :On3 :X

g

n1 :A

n6 :O n4 :B

n5 :O

g1

p1 :A

p3 :B

g2

p2 :O

q1 :A

g3

q3 :O

Fig. 5.7:

successivement les trois pas de surréduction définis précédemment :
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1. Soit g1 le graphe tel que g I>¯;[p,R,σ] g1. On ne peut pas compacter g
plus qu’il ne l’est déjà, donc g I>¯;[p,R,σ] g1 ssi σ(g) →[p,R] g1.
Comme σ(g) = n1 :A(n2 :B(n6 :O,n6),n4 :B(n5 :O,n5)), le lecteur
peut vérifier que g1 = n1 :A(n6 :O,n4 :B(n5 :O,n5)) (cf. Figure 5.7).

2. Soit g2 le graphe tel que g ;¯I>[p,R,σ] g2. Nous venons juste de montrer que
σ(g) →[p,R] g1 où g1 = n1 :A(n6 :O,n4 :B(n5 :O,n5)). En compactant g1 au
maximum, on obtient le graphe g2 = p1 :A(p2 :O,p3 :B(p2,p2)) (cf. Figure 5.7).

3. Nous effectuons maintenant le pas de surréduction compressante g I>;[p,R,σ] g3. En
compactant σ(g) au maximum, on obtient g′1 = q1 :A(q2 :B(q3 :O,q3),q2). Le lec-
teur peut vérifier que σ(g′1) se réécrit au nœud q2 en g3 = q1 :A(q3 :O,q3) (cf. Fi-
gure 5.7).

g3 est une forme normale constructeur alors qu’il faut encore surréduire g1 et g2 pour calculer
leurs formes normales constructeurs. On constate donc sur cet exemple que I>; est meilleure
que I>¯; et ;¯I>. 2

5.3 Cohérence et complétude de I;

Dans cette partie, nous définissons les notions de cohérence et de complétude de la
surréduction compressante. Ces définitions ne considèrent pas la surréduction comme une
règle d’inférence permettant de résoudre des buts particuliers mais plutôt comme un modèle
général de calcul d’expressions arbitraires représentées sous la forme de graphes cycliques
admissibles. Les buts traditionnels comme les équations peuvent être représentés comme des
expressions booléennes. La solution d’un but est une substitution.

Définition 5.3.1 (Substitution calculée par surréduction compressante)
Soient SP un cGRS, I une stratégie de compression et g1 et g2 deux termes-graphes ad-
missibles. On dit qu’une substitution σ est calculée par surréduction compressante de g1

en g2, noté g1
∗

I;σ g2, ssi il existe une dérivation g1 I;[p1,R1, σ1] . . . I;[pk,Rk, σk] g2 et
σ = (σk ◦ . . . ◦ σ1)|Vg1

. 3

Exemple 5.3.2 Soit H I>;[n2,R5, σ] H1 le pas de surréduction compressante de la Figure 5.6
et de l’Exemple 5.2.2 où H1 = p1 :c(q1 :s(q2 :g(m2 :u,p3 :s(m2))),p1) et σ = {z 7→
m1 :s(m2 :u)}. Considérons la règle L′ → R′ de la Figure 5.8. Cette règle est exactement
la règle R3 de Figure 3.2 et de l’Exemple 3.1.12. Soit σ′ = {u 7→ m3 :a} une substitution.
Le lecteur peut vérifier de σ′ est un unificateur le plus général de H1|q2 par rapport à L′.

De plus, comme σ′(H1) = p1 :c(q1 :s(q2 :g(m3 :a,p3 :s(m3))),p1) (cf. Figure 5.8),
σ′(H1) ne peut pas être plus compressé qu’il ne l’est déjà. Donc I>(σ′(H1)) = σ′(H1). Enfin,
σ′(H1) se réécrit au nœud q2 avec la règle R3 en H2 = p1 :c(q1 :s(q3 :s(m3 :a)),p1).
Par conséquent, nous concluons qu’il existe une dérivation de surréduction compressante

H
∗

I>;θ H2 où θ = (σ′ ◦ σ)|VH
= {z 7→ m1 :s(m3 :a). θ est calculée par surréduction

compressante de H en H2. 2

La cohérence et la complétude de la surréduction compressante sont définies par rapport
à la réécriture de graphes.

Définition 5.3.3 (Cohérence)
Soit SP un cGRS et I une stratégie de compression. On dit que la relation de surréduction
compressante I; est cohérente ssi pour tout terme-graphe admissible g, pour tout graphe
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r1 :s

l2 :a

l1 :g

l3 :x

L′ R′

p1 :c

q1 :s

q2 :g

m2 :u

p3 :s

p1 :c

q1 :s

q2 :g

m3 :a

p3 :s

p1 :c

q1 :s

q3 :s

m3 :a

[q2, R3]

H1 σ′(H1) H2

Fig. 5.8:

constructeur c et pour toute substitution θ tels que g
∗

I;θ c, il existe un graphe constructeur s
tel que θ(g)

∗
→ s et s

.
= c. 3

Theorème 5.3.4 Soit SP un cGRS et I une stratégie de compression. La relation de
surréduction compressante I; est cohérente. 3

Nous montrons le Théorème 5.3.4 dans la Section 5.4.

Définition 5.3.5 (Complétude)
Soit SP un cGRS et I une stratégie de compression. On dit que la relation de surréduction
compressante I; est complète ssi pour tout terme-graphe admissible g, pour tout graphe
constructeur c et pour toute substitution constructeur2 θ tels que θ(g)

∗
→ c, il existe un

terme-graphe constructeur s et une substitution σ tels que g
∗

I;σ s, s
.
≤ c et σ

.
≤ θ [Vg]. 3

Theorème 5.3.6 Soit SP un WAGRS et I une stratégie de compression. La relation de
surréduction compressante la plus générale I; est complète. 3

Nous prouvons le Théorème 5.3.6 dans la Section 5.5. Comme conséquence des deux
théorèmes précédents, nous obtenons le résultat suivant :

Corollaire 5.3.7 Soit SP un WAGRS. Alors I>; et ; sont cohérentes et complètes. 3

On remarque que nous restreignons le Théorème 5.3.6 et le Corollaire 5.3.7 à des WAGRS.
En effet, les preuves de ces résultats nécessitent la confluence de la relation de réécriture
(Théorème 3.3.4). En fait, on peut déduire de la preuve du Théorème 5.3.6 que ; est complète
dans le cas général d’un cGRS. Mais ce n’est pas vrai pour I>; (et donc pour I;), comme
le montre l’exemple suivant :

2Une substitution constructeur θ est une substitution telle que θ(x) soit un terme-graphe constructeur pour
tout x ∈ Dθ.
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Exemple 5.3.8 Les trois règles suivantes constituent un cGRS non confluent :

(R1) l1:A(l2:B(l3:X)) -> r1:C(r2:D,r3:D)

(R2) l1:D -> r1:E

(R3) l1:D -> r1:F

On suppose que A et D sont des opérations définies et B, C, E, F et O sont des sym-
boles constructeurs. Soient s = n1 :A(n2 :Y) et t = θ(s) = n1 :A(n3 :B(n4 :O)) où

θ = {Y 7→ n3 :B(n4 :O)} (cf. Figure 5.9). Le lecteur peut vérifier que t
∗
→ t′ avec t′ =

m1 :C(m4 :E,m5 :F). Considérons les dérivations de surréduction compressante maximale

n1 :A

n3 :B

n4 :O

m2 :D

m1 :C

m3 :D m4 :E

m1 :C

m4 :E

m1 :C

m5 :F

t′

t = θ(s)

→[n1,R1] →[m2,R2] →[m3,R3]

m3 :D

n1 :A

n2 :Y

s

s1

s2

p3 :E

p1 :C

p4 :F

p1 :C

p2 :D

p1 :C

s′

I>;[p1,R2, Id]

I>;[p1,R3, Id]

I>;[n1,R1,σ]

Fig. 5.9:

partant de s (cf. Figure 5.9). Tout d’abord, il existe une seule manière de commencer une
dérivation de surréduction compressante maximale à partir de s : s I>;[n1,R1, σ] s′ avec
σ = {Y 7→ q1 :B(q2 :Z)} et s′ = p1 :C(p2 :D,p2). Ensuite, s′ peut être surréduit de deux
manières différentes en s1 = p1 :C(p3 :E,p3) ou en s2 = p1 :C(p4 :F,p4) qui sont des
graphes constructeurs. Il est clair que s1 6

.
≤ t′ et que s2 6

.
≤ t′. Nous concluons donc que I>;

et, plus généralement, I; ne sont pas complètes dans le cas général d’un cGRS. 2

Pour finir cette section, nous abordons une autre question intéressante concernant la
complétude de la relation de surréduction décompressante de graphes. On dit qu’un graphe g1

se décompresse en un graphe g2, noté g1 C g2, ssi g2 se compacte en g1 (i.e., g2 B g1).
On définit un pas de surréduction décompressante de graphes en posant g1 J;[p,R,σ] g2 ssi
(1) il existe un graphe g′ tel que I(g′) = σ(g1) avec le V-homomorphisme h : g′ → σ(g1)
(c’est-à-dire σ(g1) C g′), (2) il existe un nœud q ∈ Ng′ tel que h(q) = p et (3) g′ →[q,R] g2.
L’exemple suivant montre que la surréduction décompressante n’est pas complète dans le
cadre des WAGRS :

Exemple 5.3.9 Considérons la simple règle (R) l1 :A(l2 :O) → l2 :O où A est une
opération définie et O et C sont des symboles constructeurs. Soit s = n :C(A(O),n). A partir
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de s, on peut construire une dérivation de surréduction décompressante infinie :

s C m :C(A(O),C(A(O),m))

→ m :C(O,C(A(O),m))

C p :C(O,C(A(O),C(O,C(A(O),p))))

→ p :C(O,C(O,C(O,C(A(O),p))))

C q :C(O,C(O,C(O,C(A(O),C(O,C(O,C(O,C(A(O),q))))))))

→ q :C(O,C(O,C(O,C(O,C(O,C(O,C(O,C(A(O),q))))))))

C . . .

Pourtant, s
∗
;Id n :C(O,C(O,n)). 2

5.4 Preuve de cohérence de I;

Dans cette section, nous prouvons le théorème suivant :

Théorème 5.3.4 Soit SP un cGRS et I une stratégie de compression. La relation de
surréduction compressante I; est cohérente, i.e., pour tout terme-graphe admissible g, pour

tout graphe constructeur c et pour toute substitution θ tels que g
∗

I;θ c, il existe un graphe
constructeur s tel que θ(g)

∗
→ s et s

.
= c. 2

La preuve du Théorème 5.3.4 repose sur la proposition suivante :

Proposition 5.4.1 Soient SP un cGRS et g1 et g2 deux termes-graphes admissibles tels
que g1 B g2. Si il existe un graphe g′2 tel que g2 → g′2 (resp. g2

∗
→ g′2), alors il existe un

terme-graphe admissible g′1 tel que g1
+
→ g′1 (resp. g1

∗
→ g′1) et g′1 B g′2 (cf. Figure 5.10). 3

+ * *

g′
2g′

1

g1 g2

(a)

g′
2g′

1

g1 g2

(b)

Fig. 5.10:

Preuve : Immédiat avec la définition de B et la Proposition 3.5.3. 2

Preuve du Théorème 5.3.4 : Par induction sur la longueur n de la dérivation de surréduction

compressante. Le cas de base n = 0 est évident. Soit n ≥ 0. Supposons que le théorème soit vrai

pour toutes les dérivations de surréduction compressante de longueur n. Soit g1 I;σ g2

n
I;θ c une

dérivation de surréduction compressante de longueur n+1. g2

n
I;θ c est une dérivation de surréduction

compressante de longueur n. Donc par hypothèse d’induction, il existe un terme-graphe constructeur

s tel que θ(g2)
∗
→ s et s

.
= c. Comme g1 I;σ g2, il existe un graphe g′1 tel que σ(g1) B g′1 et g′1 → g2.

Il est clair que θ(σ(g1)) B θ(g′1) et θ(g′1) → θ(g2). Puisque θ(σ(g1)) B θ(g′1) et θ(g′1) → θ(g2)
∗
→ s,

nous déduisons de la Proposition 5.4.1 qu’il existe un graphe s′ tel que θ(σ(g1))
∗
→ s′ et s′ B s.

Comme s′ B s et s
.
= c, on infère que s′

.
= c. Donc il existe un terme-graphe constructeur s′ tel que

θ(σ(g1))
∗
→ s′ et s′

.
= c. 2
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5.5 Preuve de complétude de I;

Nous consacrons cette section à la preuve du théorème suivant :

Théorème 5.3.6 Soient SP un WAGRS et Iune stratégie de compression. Alors la relation
de surréduction compressante la plus générale I; est complète, i.e., pour tout terme-graphe
admissible g, pour tout graphe constructeur c et pour toute substitution constructeur θ tels

que θ(g)
∗
→ c, il existe un graphe constructeur s et une substitution σ tels que g

∗
I;σ s, s

.
≤ c

et σ
.
≤ θ [Vg]. 2

5.5.1 Lemme de Hullot

Comme pour la complétude de la surréduction la plus générale dans le cadre des termes
du premier ordre, le Théorème 5.3.6 repose sur un lemme qui relie la réécriture de graphes
et la surréduction de graphes. Nous l’appelons lemme de Hullot, en référence au premier
chercheur qui a utilisé cette technique de preuve pour montrer la complétude de la relation
de surréduction de termes [Hul80a, Hul80b]. Ce nom n’est pas standart. Nous l’utilisons à
défaut d’une “bonne” traduction de lifting lemma en français).

Dans cette partie, nous établissons progressivement l’énoncé de ce lemme. Nous partons
avec un énoncé “simpliste”, puis nous donnons plusieurs contre-exemples nous permettant
de raffiner cet énoncé. Nous répétons ce processus plusieurs fois, jusqu’à obtenir le véritable
lemme du Hullot qui se trouve à la fin du paragraphe (Lemme 5.5.6 page 98). Cette manière
de procéder nous permet d’introduire progressivement les notions qui sont nécessaires pour
énoncer le lemme.

Pour simplifier cette analyse, nous supposons que la stratégie de compression est la fonc-
tion identité. Nous travaillons donc avec la relation de surréduction la plus générale classique
de graphes ;. Une première expression du lemme de Hullot qu’un lecteur pourrait imaginer
serait sans doute la suivante :

Lemme Soient SP un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles et θ1 une sub-
stitution constructeur tels que t1 ∼ θ1(s1). Supposons qu’il existe un graphe t2, un nœud
fonctionnel q ∈ Nt1 et une règle l → r tels que t1 →[q, l→r] t2.
Alors il existe un terme-graphe admissible s2, un nœud fonctionnel p ∈ Ns1 et un unificateur
le plus général σ de s1|p par rapport à l tels que s1 ;[p, l→r,σ] s2. De plus, il existe une
substitution constructeur θ2 telle que t2 ∼ θ2(s2) et θ2 ◦ σ

.
= θ1 [Vs1 ] (cf. Figure 5.11). 2

t1 t2→[q,R]

∼

θ1(s1)
∼

θ2(s2)

s1 s2;[p,R,σ]

Fig. 5.11:

Mais ce lemme est faux, comme le montre l’exemple suivant :

Exemple 5.5.1 Soient s1 = n1 :A(n2 :Z,n2) un terme-graphe admissible, θ1 une sub-
stitution constructeur telle que θ1(Z) = p :B(p) et t1 le terme-graphe tel que t1 =



5.5. PREUVE DE COMPLÉTUDE DE I; 95

θ1(s1) = n1 :B(p :A(p),p) (cf. Figure 5.12). Considérons la règle R = l → r où l =

n1 :A

p :B

t1 = θ1(s1)

→[n1,R] r1 :C

t2 6= θ2(s2)

p :B

n1 :A

n2 :Z

s1

;[n1,R,σ] r1 :C

m2 :U s2

m1 :B

h1 h2

Fig. 5.12:

l1 :A(l2 :B(l3 :X),l4 :Y) et r = r1 :C(l3 :X,l4 :Y). Le lecteur peut vérifier que
t1 →[n1,R] t2 avec t2 = r1 :C(p :B(p),p). D’un autre côté, la substitution σ = {Z 7→
m1 :B(m2 :U)} est un unificateur le plus général de s1 par rapport à l. Donc s1 se surréduit
à la racine avec la règle R et la substitution σ en s2 = r1 :C(m2 :U,m1 :B(m2)). Pourtant,
il n’existe pas de substitution θ2 telle que θ2(s2) soit égal à t2 au renommage des nœuds près.
En fait, il existe une substitution θ2 telle que θ2(s2) soit bisimilaire à t2. 2

Nous constatons avec l’exemple ci-dessus qu’il n’existe pas de substitution constructeur θ2

telle que t2 ∼ θ2(s2) mais qu’il existe une substitution constructeur θ2 telle que t2
.
= θ2(s2).

On est donc tenté de proposer le lemme de Hullot suivant :

Lemme Soient SP un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles et θ1 une sub-
stitution constructeur tels que t1

.
= θ1(s1). Supposons qu’il existe un graphe t2, un nœud

fonctionnel q ∈ Nt1 et une règle l → r tels que t1 →[q, l→r] t2.
Alors il existe un terme-graphe admissible s2, un nœud fonctionnel p ∈ Ns1 et un unificateur
le plus général σ de s1|p par rapport à l tels que s1 ;[p, l→r,σ] s2.
De plus, il existe une substitution constructeur θ2 telle que t2

.
= θ2(s2) et θ2 ◦ σ

.
= θ1 [Vs1 ]

(cf. Figure 5.13). 2

t1 t2→[q,R]
.
=

θ1(s1)

.
=

θ2(s2)

s1 s2;[p,R,σ]

Fig. 5.13:

Mais ce lemme est faux, lui aussi :

Exemple 5.5.2 Soit s1 = n1 :A(n2 :B(n3 :Z),n4 :B(n3)) un terme-graphe admissible,
θ1 une substitution constructeur telle que θ1(Z) = n5 :O et t1 = m1 :A(m2 :B(m3 :O),m2)
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un terme-graphe tel que t1
.
= θ1(s1) (cf. Figure 5.14). Considérons la règle R = l1 :B(l2 :O)

→[m2,R] m1 :C

m3 :O

m1 :A

m2 :B

m3 :O t1

n1 :A

n3 :Z

n4 :Bn2 :B

;[?,?,?]

h1

s1

?

t2

s2

Fig. 5.14:

→ l2 :O. Le lecteur peut vérifier que t1 →[m2,R] t2 avec t2 = n1 :A(m3 :O,m3). D’un autre
côté, s1 est surréductible aux nœuds m2 et m4 mais il est impossible de construire un graphe
s2 tel que s1 se surréduise en un seul pas en s2 et t2

.
= θ2(s2). 2

On constate avec l’Exemple 5.5.1 (resp. 5.5.2) que si on suppose t1 ∼ θ1(s1) (resp. t1
.
=

θ1(s1)), alors on ne peut pas montrer que t2 ∼ θ2(s2) (resp. t2
.
= θ2(s2)). Néanmoins, on

remarque dans l’Exemple 5.5.1 qu’il existe deux homomorphismes h1 : s1 → t1 et h2 : s2 → t2
qu’on pourrait essayer d’utiliser pour établir le lemme de Hullot.

Dans l’Exemple 5.5.2, il existe aussi un homomorphisme h1 : s1 → t1 mais pas d’homomor-
phisme h2 : s2 → t2. Notre idée n’est pas mauvaise pour autant : en fait, les homomorphismes
qui nous intéressent ne doivent pas “coller” deux nœuds fonctionnels de s1 dans t1 (ou de s2

dans t2). C’est le cas des homomorphismes h1 : s1 → t1 et h2 : s2 → t2 de l’Exemple 5.5.1.
Mais ce n’est pas le cas de l’homomorphisme h1 : s1 → t1 de l’Exemple 5.5.2 puisqu’il “colle”
les nœuds fonctionnels n2 et n4 de s1 en seul nœud m2 dans t1.

On appelle ces homomorphismes particuliers des D-monomorphismes :

Définition 5.5.3 (D-monomorphisme)
Soit SP un cGRS, g1 et g2 deux graphes admissibles et h : g1 → g2 un homomorphisme.
On dit que h est un D-monomorphisme ssi h est injectif sur tous les nœuds fonctionnels de g1 :
Pour tout nœud n1, n2 ∈ Ng1 , si Lg1(n1) ∈ D, Lg1(n2) ∈ D et h(n1) = h(n2), alors n1 = n2.
3

Avec de tels homomorphismes, nous proposons le lemme suivant :

Lemme Soient SP un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles et h1 : s1 → t1 un
D-monomorphisme tel que σh1 soit une substitution constructeur. Supposons qu’il existe un
graphe t2, un nœud fonctionnel q ∈ Nt1 et une règle l → r tels que t1 →[q, l→r] t2.
Alors il existe un terme-graphe admissible s2, un nœud fonctionnel p ∈ Ns1 et un unificateur
le plus général σ de s1|p par rapport à l tels que h1(p) = q et s1 ;[p, l→r,σ] s2.
De plus, il existe un D-monomorphisme h2 : s2 → t2 tel que σh2 soit une substitution
constructeur et σh2 ◦ σ

.
= σh1 [Vs1 ] (cf. Figure 5.15). 2
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t1 t2→[q,R]

h1 h2

s1 ;[p,R,σ] s2

Fig. 5.15:

Mais ce lemme est faux, une fois de plus :

Exemple 5.5.4 Soit s1 = n1 :A(n2 :X,n3 :Y) et t1 = m1 :A(m2 :O,m2) deux termes-
graphes admissibles (cf. Figure 5.16). Il est clair qu’il existe un D-monomorphisme h1 : s1 →
t1 ; la substitution σh1 est telle que σh1(X) = σh1(Y) = m2 :O. Considérons la règle R =

→[m1,R]m1 :A

m2 :O

m1 :A

m2 :O

T2

t1 t2

;[n1,R,Id]

h1

n1 :A

n3 :Yn2 :X

h2

n1 :A

n3 :Yn2 :X

s2

S2

s1

Fig. 5.16:

l1 :A(l2 :U,l3 :V) → l2 :U (où U et V sont des variables). Le lecteur peut vérifier que
t1 →[m1,R] t2 avec t2 = m2 :O et s1 ;[n1,R,σ] s2 avec σ = Id et s2 = n2 :X. On constate
sur la Figure 5.16 qu’il existe bien un D-monomorphisme h2 : s2 → t2 ; la substitution
σh2 est telle que σh2(X) = m2 :O. Nous obtenons σh2 ◦ σ = σh2 puisque σ = Id. Comme
σh1 = {X 7→ m2 :O, Y 7→ m2 :O} et σh2 = {X 7→ m2 :O}, il est clair que σh2 ◦ σ 6

.
= σh1 [Vs1 ]. 2

Dans l’exemple précédent, la relation σh2 ◦ σ
.
= σh1 [Vs1 ] est fausse car nous avons “perdu”

la variable Y (donc la valeur de σh1(Y)) pendant que nous calculions s2. En fait, Y a été éliminée
de s2 lorsque nous avons éliminé les nœuds et les variables “inutiles” de s2 (garbage collection).

Si nous ne faisons pas cette étape d’élimination pendant le calcul de s2 et de t2, nous obte-
nons les graphes S2 et T2 de la Figure 5.16. Il est clair qu’il existe un nouvel homomorphisme
h′

2 : S2 → T2. De plus, nous obtenons σh′
2
◦ σ

.
= σh1 [Vs1 ].

Nous proposons donc le lemme (correct !) suivant :

Lemme 5.5.5 Soient SP un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles, S1 et T1

deux graphes admissibles et h1 : S1 → T1 un D-monomorphisme tels que s1 soit un sous-
graphe de S1, t1 soit un sous-graphe de T1, h1(s1) = t1 et (σh1)|Vs1

soit une substitution
constructeur. Supposons qu’il existe un graphe t2, un nœud fonctionnel q ∈ Nt1 et une règle
l → r tels que t1 →[q, l→r] t2 (cf. Figure 5.17). Alors :
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s2S2s1S1

t1T1

h1 h2

t2T2

;[p,R,σ]

→[q,R]

Fig. 5.17:

1. Il existe une terme-graphe admissible s2, un nœud fonctionnel p de s1 et un unificateur
le plus général σ de s1|p par rapport à l tels que s1 ;[p, l→r,σ] s2.

2. Il existe deux graphes admissibles S2 et T2 et un D-monomorphisme h2 : S2 → T2 tels
que s2 soit un sous-graphe de S2, t2 soit un sous-graphe de T2, h2(s2) = t2 et (σh2)|Vs2

soit une substitution constructeur.

3. σh2 ◦ σ
.
= σh1 [VS1 ].

3

Le lemme ci-dessus est un cas particulier du lemme suivant qui, lui, prend en compte une
stratégie de compression I :

Lemme 5.5.6 (Lemme de Hullot)
Soient SP un cGRS, Iune stratégie de compression, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles,
S1 et T1 deux graphes admissibles et h1 : S1 → T1 un D-monomorphisme tels que s1 soit un
sous-graphe de S1, t1 soit un sous-graphe de T1, h1(s1) = t1 et (σh1)|Vs1

soit une substitution
constructeur. Supposons qu’il existe un graphe constructeur c et une dérivation de réécriture

t1
+
→ c commençant par un pas de réécriture au nœud q avec la règle R = l → r (i.e.,

t1 →[q,R] u
∗
→ c) (cf. Figure 5.18). Alors :

1. Il existe une terme-graphe admissible s2, un nœud fonctionnel p de s1 et un unificateur
le plus général σ de s1|p par rapport à l tels que s1 I;[p, l→r,σ] s2.

2. Il existe deux termes-graphes admissibles t′1 et t2 tels que t1 B t′1 avec le V-
homomorphisme γ : t1 → t′1 et t′1 →[γ(q), l→r] t2.

3. Il existe deux graphes admissibles S2 et T2 et un D-monomorphisme h2 : S2 → T2 tels
que s2 soit un sous-graphe de S2, t2 soit un sous-graphe de T2, h2(s2) = t2 et (σh2)|Vs2

soit une substitution constructeur.

4. Pour tout sous-graphe constructeur u de S1, σ(u) est bisimilaire à un sous-graphe
constructeur de S2.

5. σh2 ◦ σ
.
= σh1 [VS1 ].

3

5.5.2 Preuve du lemme de Hullot

Dans cette partie, nous nous attaquons à la preuve du Lemme 5.5.6. Nous utiliserons les
deux propositions suivantes :



5.5. PREUVE DE COMPLÉTUDE DE I; 99

t1T1 t′1

t2T2

[γ(q), R]

s2S2s1S1

h2

h1

γ

I;[p,R,σ]

u c
∗

[q, R]

Fig. 5.18:

Proposition 5.5.7 Soit SP un cGRS, s et t deux termes-graphes admissibles et h : s → t
un D-monomorphisme tels que σh soit une substitution constructeur. Supposons qu’il existe
un terme-graphe admissible s′ tel que s B s′ (cf. Figure 5.19). Alors, il existe un terme-graphe

t t′

s s′

B

B

h′h

Fig. 5.19:

admissible t′ tel que t B t′. De plus, il existe un D-monomorphisme h′ : s′ → t′ tel que σh′

soit une substitution constructeur. 3

Preuve : Comme s B s′, il existe un V-homomorphisme υ : s → s′. Par hypothèse, h(s) = t, donc
σh(s)

.
= t. De plus, υ : s → s′ est un V-homomorphisme, donc s

.
= s′. Comme σh(s)

.
= t et s

.
= s′, nous

inférons que σh(s′)
.
= t. Par conséquent, s′ et t sont unifiables : il existe un terme-graphe admissible

t′ et deux homomorphismes µ : t → t′ et δ : s′ → t′ tels que pour tout terme-graphe admissible g et
pour tout homomorphisme φ1 : t → g et φ2 : s′ → g, il existe un homomorphisme η : t′ → g.

Comme σh(s′)
.
= t, aucune variable de t n’est affectée par unification. Donc nous déduisons que

µ : t → t′ est un V-homomorphisme, i.e., t B t′. Nous avons choisi t′ de sorte que µ∪h′ : (t⊕s′) → (t′⊕t′)

soit un unificateur le plus général de t et s′. Si h′ n’était pas un D-monomorphisme, alors h′ “collerait”

deux nœuds fonctionnels n1 et n2 de s′. Mais alors, nous pourrions construire un graphe g et deux

homomorphismes φ1 : t → g et φ2 : s′ → g qui ne “collent” pas n1 et n2. Par conséquent, il n’existerait

pas d’homomorphisme η : t′ → g, ce qui est faux par construction. Donc h′ est un D-monomorphisme.

2

Proposition 5.5.8 Soit SP un cGRS, g1 et g2 deux graphes admissibles et h : g1 → g2

un D-monomorphisme. Soient n1 un nœud fonctionnel de g1, p1 un nœud de g1 de même
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sorte que n1 et ρ1 la redirection de pointeurs telle que ρ1(n1) = p1 et ρ1(n) = n pour tout
n 6= n1. Soient n2 un nœud fonctionnel de g2, p2 un nœud de g2 de même sorte que n2 et ρ2

la redirection de pointeurs telle que ρ2(n2) = p2 et ρ2(n) = n pour tout n 6= n2. Supposons
que h(n1) = n2 et h(p1) = p2. Alors :

1. h(ρ1(n)) = ρ2(h(n)) pour tout n ∈ Ng1 .

2. h est un D-monomorphisme allant de ρ1(g1) vers ρ2(g2).

3

Preuve :
Point 1 : Nous prouvons que ρ2(h(q)) = h(ρ1(q)) pour tout nœud q ∈ Ng1

. Il y a deux cas à étudier
selon que q 6= n1 ou que q = n1. Premier cas, si q 6= n1, alors par définition de ρ1, ρ1(q) = q et
donc h(ρ1(q)) = h(q). Comme q 6= n1 et h est injectif sur n1, h(q) 6= h(n1), donc h(q) 6= n2. Aussi,
par définition de ρ2, ρ2(h(q)) = h(q). Par conséquent, h(ρ1(q)) = ρ2(h(q)). Deuxième cas, si q = n1,
alors par définition de ρ1, ρ1(q) = ρ1(n1) = p1 et donc h(ρ1(q)) = h(p1) = p2. Or p2 = ρ2(n2) et
n2 = h(n1) = h(q). Donc h(ρ1(q)) = p2 = ρ2(h(q)).

Point 2 : h est un D-monomorphisme allant de g1 vers g2. Nous prouvons que h est aussi un D-

monomorphisme allant de ρ1(g1) vers ρ2(g2). Tout d’abord, h est une fonction allant de Ng1
vers

Ng2
. Comme Nρ1(g1) = Ng1

et Nρ2(g2) = Ng2
, h est aussi une fonction allant de Nρ1(g1) vers Nρ2(g2).

De plus, h préserve la fonction d’étiquetage de ρ1(g1). En effet, h préserve la fonction d’étiquetage

de g1, Lρ1(g1) = Lg1
et Lρ2(g2) = Lg2

. Nous devons ensuite montrer que h préserve la fonction de

successeur de ρ1(g1), c’est-à-dire que Sρ2(g2)(h(p)) = h(Sρ1(g1)(p)) pour tout nœud p ∈ Nρ1(g1). D’une

part, Sρ(g)(q) = ρ(Sg(q)) pour tout graphe g, pour toute redirection de pointeurs ρ et pour tout nœud

q ∈ Ng. D’autre part, Nρ1(g1) = Ng1
. Donc nous cherchons à montrer que ρ2(Sg2

(h(p))) = h(ρ1(Sg1
(p)))

pour tout nœud p ∈ Ng1
. h est un homomorphisme allant de g1 vers g2, donc h préserve la fonction de

successeur de g1 : Sg2
(h(p)) = h(Sg1

(p)). Aussi, nous devons vérifier que ρ2(h(Sg1
(p))) = h(ρ1(Sg1

(p)))

pour tout nœud p ∈ Ng1
. Grâce au point 1 de la proposition, ρ2(h(q)) = h(ρ1(q)) pour tout nœud q ∈

Ng1
. Donc nous déduisons la propriété qu’il faut vérifier, à savoir, ρ2(h(Sg1

(p))) = h(ρ1(Sg1
(p))) pour

tout nœud p ∈ Ng1
. Nous concluons donc que h préserve la fonction de successeur de ρ1(g1). Pour finir,

nous devons vérifier que h(Rootsρ1(g1)) = Rootsρ2(g2), c’est-à-dire h(ρ1(Rootsg1
).n1) = ρ2(Rootsg2

).n2,

ce qui est évident puisque h(n1) = n2 et h(ρ1(Rootsg1
)) = ρ2(h(Rootsg1

)) = ρ2(Rootsg2
), d’après le

point 1 de la proposition. 2

Nous sommes prêts pour montrer le lemme de Hullot :

Preuve du Lemme 5.5.6 :
Construction de p : t1 se réécrit au nœud q avec la règle l → r. Donc il existe un filtre µ : l → t1|q.
l est un motif, donc Rootl est un nœud fonctionnel de l. Comme µ : l → t1|q est un homomorphisme,
nous inférons que q est aussi un nœud fonctionnel de t1. (σh1

)|Vs1
est une substitution constructeur,

donc il existe au moins un nœud fonctionnel p de s1 tel que h1(p) = q. h1 est un D-monomorphisme,
donc deux nœuds distincts de s1 étiquetés par la même opération définie ont deux images distinctes
par h1. Aussi, nous concluons que p est le seul nœud de s1 tel que h1(p) = q.
Construction de σ : µ : l → t1|q et h1|p : s1|p → t1|q sont tous les deux des homomorphismes, donc
h1|p ∪µ : (s1|p ⊕ l) → (t1|q ⊕ t1|q) est un homomorphisme tel que (h1|p ∪µ)(s1|p) = (h1|p ∪µ)(l) = t1|q.
Par conséquent, s1|p et l sont unifiables. Comme l est un motif, nous inférons qu’il existe un unificateur
le plus général σ de s1|p par rapport à l et un homomorphisme υ : (s1|p ⊕ l) → (σ(s1|p)⊕ σ(s1|p)) tels
que υ(s1|p) = υ(l) = σ(s1|p). De plus, comme υ : (s1|p ⊕ l) → (σ(s1|p) ⊕ σ(s1|p)) est un unificateur le
plus général de s1|p et l et h1|p ∪ µ : (s1|p ⊕ l) → (t1|q ⊕ t1|q) est un simple unificateur de s1|p et l, il
existe un homomorphisme δ : σ(s1|p) → t1|q tel que δ ◦ υ|p = h1|p et δ ◦ υ|Rootl

= µ (cf. Figure 5.20).
Construction de s2, t′1 et t2 : Pour construire s2 et t2, on commence par étendre δ : σ(s1|p) → t1|q
au graphe σ(s1) tout entier. Soit δ1 la fonction allant de Nσ(s1) vers Nt1 telle que δ1(n) = δ(n) pour
tout n ∈ Nσ(s1|p) et δ1(n) = h1(n) pour tout n ∈ (Nσ(s1) − Nσ(s1|p)). Il est clair que δ1 est un
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t1|q l

s1|p σ(s1|p)

h1|p

υ|p

µ

υ|Rootl
δ

Fig. 5.20:

homomorphisme allant de σ(s1) vers t1 et que δ = δ1|p. Soit υ1 l’homomorphisme allant de s1 vers
σ(s1). Nous avons δ1 ◦υ1 = h1|Roots1

(cf. A dans la Figure 5.21). Cette égalité nous permet de déduire

t1 t′1

s1 σ(s1) s′1

Bγ2

Iγ1

→[γ2(q), l→r]

→[γ1(p), l→r]

t2

s2
υ1

δ′1δ1

h1|Roots1

A

B C

Fig. 5.21:

que δ1 est un D-monomorphisme allant de σ(s1) vers t1 tel que σδ1
soit une substitution constructeur ;

si ce n’était pas le cas, h1|Roots1
: s1 → t1 ne serait pas un D-monomorphisme tel que σ(h1

|Roots1
)

soit une substitution constructeur (puisque δ1 ◦ υ1 = h1|Roots1
), ce qui est contraire aux hypothèses.

Nous effectuons maintenant le pas de compression de σ(s1) en s′1, ce qui nous permet de définir
le pas de compression de t1 en t′1. Soit s′1 le terme-graphe admissible tel que I (σ(s1)) = s′1. Par
définition de I, il existe un V-homomorphisme γ1 : σ(s1) → s′1. De plus, δ1 est un D-monomorphisme
allant de σ(s1) vers t1 tel que σδ1

soit une substitution constructeur. Donc d’après la Proposition 5.5.7,
il existe un terme-graphe admissible t′1, un V-homomorphisme γ2 : t1 → t′1 et un D-monomorphisme
δ′1 : s′1 → t′1 tels que t1 B t′1 et σδ′

1
soit une substitution constructeur (cf. B dans la Figure 5.21).

Nous pouvons désormais construire t2 par réécriture de t′1 et s2 par réécriture de s′1 (cf. C dans
la Figure 5.21). Par composition, γ2|q ◦ µ est un homomorphisme allant de l vers t′1|γ2(q)

, donc t′1 se

réécrit au nœud γ2(q) avec la règle l → r en t2 = t′1[γ2(q) ← γ2[µ[r]]]. Par composition, γ1|p ◦ υ|Rootl

est un homomorphisme allant de l vers s′1|γ1(q)
, donc s′1 se réécrit au nœud γ1(p) avec la règle l → r

en s2 = s′1[γ1(p) ← γ1[υ[r]]].
Construction de S2 et T2 : Par hypothèse, les graphes S1 et T1 contiennent les graphes s1 et t1. On
calcule S2 et T2 de sorte qu’ils contiennent s2 et t2 ainsi que les nœuds et les variables de s1 et t1 qui
ont été éliminés par réécriture de s2 et t2. Ce calcul est schématisé dans la Figure 5.22.

T1 ⊕ r

S1 ⊕ r

T ′
1 = T1 ⊕ µ[r]

S′
1 = σ(S1) ⊕ υ[r] S′

2 = γ1[S
′
1]

T ′
2 = γ2[T

′
1] T2 = %(T ′

2)

S2 = ρ(S′
2)

υ′ γ′
1

µ′ γ′
2

h′
1 ∆1 ∆2 h2A B C

Fig. 5.22:

Considérons les graphes T1 ⊕ r et S1 ⊕ r. Comme il existe un D-monomorphisme h1 : S1 → T1, il
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existe aussi un D-monomorphisme h′
1 : (S1 ⊕ r) → (T1 ⊕ r). Soit T ′

1 = T1 ⊕µ[r]. Il est clair qu’il existe
un D-monomorphisme µ′ : (T1 ⊕ r) → (T1 ⊕µ[r]). Soit S′

1 = σ(S1)⊕υ[r]. Il existe un homomorphisme
υ′ : (S1 ⊕ r) → (σ(S1)⊕υ[r]). Nous prétendons qu’il existe un D-monomorphisme ∆1 : S′

1 → T ′
1 (cf. A

dans la Figure 5.22) ; ∆1 est défini par ∆1(n) = δ(n) pour tout n ∈ Nσ(s1|p), ∆1(n) = h1(n) pour tout

n ∈ (NS1
−Nσ(s1|p)) et ∆1(n) = n pour tout n ∈ (Nr −Nl). De plus, nous obtenons ∆1 ◦ υ′ = µ′ ◦ h′

1.

Comme µ′ et h′
1 sont des D-monomorphismes, µ′ ◦h′

1, donc ∆1 ◦υ′, sont aussi des D-monomorphismes.
Si ∆1 n’était pas un D-monomorphisme, alors ∆1 ◦ υ′ ne serait pas non plus un D-monomorphisme,
ce qui n’est pas possible. Donc ∆1 est un D-monomorphisme.

Soit T ′
2 = γ2[T

′
1]. Comme γ2 est un V-homomorphisme, nous déduisons qu’il existe un V-

homomorphisme γ′
2 : T ′

1 → T ′
2. Soit S′

2 = γ1[S
′
1]. De même, il existe un V-homomorphisme γ′

1 : S′
1 → S′

2.
De plus, il existe un D-monomorphisme ∆2 : S′

2 → T ′
2 tel que ∆2 ◦ γ′

1 = γ′
2 ◦ ∆1 (cf. B dans la Fi-

gure 5.22).

Soit % la redirection de pointeurs telle que %(γ2(q)) = Rootγ2[µ[r]] et %(n) = n pour tout n 6= γ2(q).
Soit T2 = %(T ′

2). t1 est un sous-graphe de T1, donc de T ′
1. Comme t′1 = γ2(t1) et T ′

2 = γ2[T
′
1], t′1 est

un sous-graphe de T2. t2 est obtenu à partir de t′1 en redirigeant toutes les flèches pointant sur γ2(q)
pour qu’elles pointent sur Rootγ2[µ[r]], i.e., t2 est obtenu à partir de t′1 avec %. Donc il est clair que t2
est un sous-graphe de T2 : t2 = T2|%(Roott′1

).

Soit ρ la redirection de pointeurs telle que ρ(γ1(p)) = Rootγ1[υ[r]]. Soit S2 = ρ(S′
2). s1 est un

sous-graphe de S1. Donc σ(s1) est un sous-graphe de σ(S1), donc de S′
1. Comme s′1 = γ1(σ(s1)) et

S2 = γ1[S
′
1], s′1 est un sous-graphe de S′

2. s2 est obtenu à partir de s′1 en redirigeant toutes les flèches
pointant sur γ1(p) pour qu’elles pointent sur Rootγ1[υ[r]], i.e., s2 est obtenu à partir de s′1 avec ρ. Donc
il est clair que s2 est un sous-graphe de S2 : s2 = S2|ρ(Roots′1

).

Construction de h2 : S2 → T2 : Nous avons vu que ∆2 : S′
2 → T ′

2 était un D-monomorphisme.
Comme ∆2(γ1(p)) = γ2(q) et ∆2(Rootγ2[µ[r]]) = Rootγ1[υ[r]], nous déduisons avec la Proposition 5.5.8
que ∆2 reste un D-monomorphisme allant de S2 vers T2. Donc soit h2 = ∆2 (cf. C dans la Figure 5.22).
Il est clair que h2(s2) = t2. De plus, σ(h2)|Vs2

est une substitution constructeur. En effet, δ′1 est un

D-monomorphisme allant de s′1 vers t′1 tel que σh′
1

soit une substitution constructeur. Comme ∆2

est un homomorphisme allant de S′
1 vers T ′

1 et que s′1 (resp. t′1) est un sous-graphe de S′
1 (resp. T ′

1),
nous inférons que δ′1 = ∆2|Roots′1

. Donc σ(∆2)|Vs′1

= σ(δ′
1)|Vs′1

. Comme σ(δ′
1)|Vs′1

est une substitution

constructeur, nous déduisons que σ(∆2)|Vs′1

est une substitution constructeur. Pour finir, comme h2 =

∆2 et Vs2
= Vs′

1
, nous concluons que σ(h2)|Vs2

est aussi une substitution constructeur.

σ préserve les sous-graphes constructeurs de S1 dans S2 : Soit u un sous-graphe constructeur
de S1. Comme S′

1 = σ(S1) ⊕ υ[r], σ(u) est un sous-graphe de S′
1. Comme σ est l’unificateur le plus

général de s1|p par rapport à l, σ est une substitution constructeur. Donc σ(u) est un sous-graphe
constructeur de S′

1. Puisque S′
2 = γ1[S

′
1], γ1[σ(u)] est un sous-graphe constructeur de S′

2. De plus, γ1

est un V-homomorphisme, donc γ1[σ(u)] est bisimilaire à σ(u). Nous avons vu que S2 = ρ(S′
2) où ρ

est la redirection de pointeurs allant du nœud fonctionnel γ1(p) vers Rootγ1[υ[r]]. Puisque γ1[σ(u)] est
un graphe constructeur, γ1(p) n’est pas un nœud de γ1[σ(u)], donc γ1[σ(u)] n’est pas modifié par la
redirection de pointeurs ρ. Par conséquent, γ1[σ(u)] est un sous-graphe constructeur de S2. Comme
σ(u) est bisimilaire à γ1[σ(u)], nous concluons que σ(u) est bisimilaire à un sous-graphe constructeur
de S2.

Vérification de l’équation σh2
◦ σ

.
= σh1

[VS1
] : Soient x ∈ VS1

et n ∈ NS1
tels que LS1

(n) = x.

Comme x est une variable de S1, σh1
(n : x) = h′

1(S1|n) (cf. Figure 5.22). h′
1 est une homomorphisme

allant de S1⊕r vers T1⊕r, donc σh1
(n : x) est un sous-graphe de T1. T1 est invariant par µ′, donc σh1

(n :

x) est un sous-graphe de T ′
1 et σh1

(n : x) = µ′ ◦ h′
1(S1|n). Comme σh1

(n : x) est un sous-graphe de

T ′
1, nous déduisons que γ′

2(σh1
(n : x)) est un sous-graphe de T ′

2. Comme γ′
2 est un V-homomorphisme,

σh1
(n : x)

.
= γ′

2(σh1
(n : x)). Donc nous déduisons que σh1

(n : x)
.
= γ′

2 ◦ µ′ ◦ h′
1(S1|n). Par composition,

γ′
2 ◦ µ′ ◦ h′

1 = ∆2 ◦ γ′
1 ◦ υ′, donc σh1

(n : x)
.
= ∆2 ◦ γ′

1 ◦ υ′(S1|n). υ′ est un homomorphisme allant de

S1 ⊕ r vers σ(S1) ⊕ υ[r] et n : x est un sous-graphe de S1, donc υ′(n : x) = σ(n : x). Par conséquent,
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σh1
(n : x)

.
= ∆2(γ

′
1(σ(n : x))). γ′

1 est un V-homomorphisme, donc γ′
1(σ(n : x))

.
= σ(n : x) et par

conséquent, σh1
(n : x)

.
= ∆2(σ(n : x)). σ(n : x) est un sous-graphe constructeur de S′

2, donc nous

inférons que ∆2(σ(n : x)) = h2(σ(n : x)). Comme h2(σ(n : x))
.
= σh2

(σ(n : x)), nous déduisons que

σh1
(n : x)

.
= σh2

(σ(n : x)). Nous concluons donc que σh1

.
= σh2

◦ σ [VS1
]. 2

5.5.3 Preuve du théorème de complétude

Nous prouvons ci-dessous le Théorème 5.3.6. Nous utiliserons le résultat clef suivant :

Proposition 5.5.9 Soient SP un WAGRS et g1 et g2 deux termes-graphes admissibles tels

que g1 B g2. Si il existe un graphe g′1 tel que g1 → g′1 (resp. g1
k
→ g′1), alors il existe deux

termes-graphes admissibles g′′1 et g′2 tels que g′1
∗
→ g′′1 , g2 → g′2 (resp. g2

k′

→ g′2 avec k′ ≤ k) et
g′′1 B g′2 (cf. Figure 5.23). 3

g′′
1 g′

2

*

g1 g2

g′
1

(a)

g′′
1 g′

2

*

g1 g2

g′
1

(b)

k

k′ ≤ k

Fig. 5.23:

Preuve : Immédiat avec la définition de B et les Propositions 3.5.4 et 3.5.5. 2

La proposition suivante généralise le lemme de Hullot :

Proposition 5.5.10 Soit SP un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles, S1 et
T1 deux graphes admissibles et h1 : S1 → T1 un D-monomorphisme tels que s1 soit un sous-
graphe de S1, t1 soit un sous-graphe de T1, h1(s1) = t1 et (σh1)|Vs1

soit une substitution

constructeur. Si il existe un graphe constructeur c1 tel que t1
n
→ c1, alors il existe un graphe

constructeur s et deux substitutions σ et η tels que s1
∗

I;σ s, η(s)
.
= c1 et η ◦ σ

.
= σh1 [VS1 ].

3

Preuve : Par induction sur la longueur n de la dérivation de réécriture t1
n
→ c1. Le cas n = 0 est

évident. Soit k1 ≥ 0 et supposons que la propriété soit vraie pour tout k < k1. Soit t1
k1→ c1 une

dérivation de longueur k1 (cf. Figure 5.24). Supposons que cette dérivation commence avec un pas de
réécriture au nœud q avec la règle R. Alors, d’après le Lemme 5.5.6, (1) il existe un terme-graphe
admissible s2 et une substitution σ′ tels que s1 I;σ′ s2, (2) il existe deux termes-graphes admissibles
t′1 et t2 tels que t1 B t′1 avec l’homomorphisme γ : t1 → t′1 et t′1 →[γ(q), l→r] t2, (3) il existe deux
graphes admissibles S2 et T2 et un D-monomorphisme h2 : S2 → T2 tels que s2 soit un sous-graphe
de S2, t2 soit un sous-graphe de T2, h2(s2) = t2 et (σh2

)|Vs2
soit une substitution constructeur, (4)

pour tout sous-graphe constructeur u de S1, σ′(u) est bisimilaire à un sous-graphe constructeur de S2

et (5) σh2
◦ σ′ .

= σh1
[VS1

].

D’après le point (2), t1 B t′1 avec l’homomorphisme γ : t1 → t′1 et t1
k1→ c1, par hypothèse. Donc

nous déduisons de la Proposition 5.5.9 qu’il existe un graphe constructeur c2 et une dérivation de

réécriture t′1
k′
1→ c2 tels que k′

1 ≤ k1 et c2
.
= c1. Le premier pas de la dérivation t1

k1→ c1 est au nœud
q avec la règle R et t1 se compacte en t′1 avec l’homomorphisme γ. La preuve de la Proposition 5.5.9

montre que le premier pas de la dérivation t′1
k′
1→ c2 est effectué au nœud γ(q) avec la règle R, i.e.,
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c2
k2 < k1

t2T2

t1T1

h1

h2

t′1

c1

.
=

η(s)

.
=

ss2S2s1S1

k′
1 ≤ k1

∗

γ

[γ(q), R]

k1 − 1
[q, R] u

σ′ σ

Fig. 5.24:

le premier pas de cette dérivation est t′1 →[γ(q),R] t2. Donc nous concluons qu’il existe une dérivation

t′1 →[γ(q),R] t2
k′
1−1
→ c2 et la longueur de la dérivation t2

∗
→ c2 est k2 = k′

1 − 1 < k1.
s2 est un sous-graphe de S2, t2 est un sous-graphe de T2, h2 : S2 → T2 est un D-monomorphisme

tels que h2(s2) = t2 et (σh2
)|Vs2

est une substitution constructeur. De plus, t2
k2→ c2 et k2 < k1. Donc

par hypothèse d’induction, il existe un graphe constructeur s et deux substitutions σ et η tels que

s2

∗
I;σ s, η(s)

.
= c2 et η ◦ σ

.
= σh2

[VS2
].

Nous devons prouver que η(s)
.
= c1. C’est immédiat puisque η(s)

.
= c2 et c2

.
= c1. Nous prouvons

maintenant que η ◦ (σ ◦ σ′)
.
= σh1

[VS1
]. Soient x ∈ VS1

et n ∈ NS1
tels que Ls1

(n) = x. D’après le

Lemme 5.5.6, σh1
(n : x)

.
= σh2

(σ′(n : x)). De plus, comme n : x est un sous-graphe variable (donc

constructeur) de S1, σ′(n : x) est bisimilaire à un sous-graphe constructeur de S2. Donc Vσ′(n:x) ⊆ VS2
.

Par hypothèse d’induction, η ◦ σ
.
= σh2

[VS2
]. Donc nous concluons que σh1

(n : x)
.
= σh2

(σ′(n : x)
.
=

η(σ(σ′(n : x))), i.e., η ◦ (σ ◦ σ′)
.
= σh1

[VS1
]. 2

Le Théorème 5.3.6 est une conséquence immédiate de la Proposition 5.5.10 :

Preuve du Théorème 5.3.6 : Soient g un terme-graphe admissible, c un graphe constructeur et θ une

substitution constructeur tels que θ(g)
∗
→ c. Soient S1 = s1 = g et T1 = t1 = θ(g). Il est clair qu’il existe

un D-monomorphisme h1 : S1 → T1 tel que h1(s1) = t1 et (σh1
)|Vs1

soit une substitution constructeur

(puisque (σh1
)|Vs1

= θ|Vs1
). Donc d’après la Proposition 5.5.10, il existe un graphe constructeur s et

deux substitutions σ et η tels que g
∗

I;σ s, η(s)
.
= c et η ◦ σ

.
= θ [Vg]. Comme η(s)

.
= c, nous déduisons

que s
.

≤ c. Comme η ◦ σ
.
= θ [Vg], nous concluons que σ

.

≤ θ [Vg]. 2



Chapitre 6

Stratégies de surréduction de
graphes admissibles

Dans le chapitre précédent, nous avons montré qu’on pouvait utiliser les programmes d’un
langage logico-fonctionnel pour évaluer par surréduction des expressions partiellement définies
modélisées sous la forme de graphes cycliques admissibles contenant des variables. Pour cela,
nous avons défini la relation de surréduction compressante I; et nous avons montré qu’elle
était cohérente et complète.

Toutefois, nous n’avons pas abordé le problème du choix des positions et des règles qu’il
faut utiliser pour surréduire un graphe. C’est sur cette problématique que nous travaillons dans
ce chapitre : nous définissons plusieurs stratégies de surréduction. De nombreuses stratégies de
surréduction existent dans le cadre des termes du premier ordre, par exemple, la surréduction
basique [Hul80a, MH92], innermost [Fri85], outermost [Ech88, Ech92], outer [You89], pares-
seuse [DG89, MKLR90, Red85] ou avec des tests de redondance [BKW92, KB91]. Nous nous
intéressons plus particulièrement à la surréduction nécessaire1 [AEH94a], à la surréduction
faiblement nécessaire2 [AEH97a] et à la surréduction parallèle3 [AEH97a]. Ces stratégies
récemment étudiées sont optimales selon de nombreux critères. Elles peuvent être facile-
ment programmées et sont donc couramment utilisées dans l’implantation des langages logico-
fonctionnels.

Dans ce chapitre, nous généralisons les trois stratégies précédentes à la surréduction com-
pressante de graphes. Nous montrons que notre extension préserve les propriétés de cohérence,
de complétude et d’optimalité qu’elles ont sur les termes du premier ordre. De plus, nous
mettons en évidence plusieurs propriétés d’optimalité propres à la surréduction de graphes
admissibles. Nos travaux ont partiellement été publiés dans [EJ99c, EJ98a, EJ98b]. Leurs
fondements se trouvent dans deux rapports [EJ99a, EJ97a].

Une seule autre stratégie de surréduction de graphes existe dans la littérature, la
surréduction basique de graphes acycliques4 [Kri96, HP99]. La surréduction basique de termes
est la première stratégie de surréduction à avoir été étudiée [Hul80a]. Elle ne possède pas les
propriétés d’optimalité des trois stratégies qui nous intéressent.

Dans la Section 6.1, nous étendons les stratégies de surréduction nécessaire [AEH94a] et

1needed narrowing en anglais.
2weakly needed narrowing en anglais.
3parallel narrowing en anglais.
4basic graph narrowing en anglais.
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de surréduction faiblement nécessaire [AEH97a] aux graphes admissibles. Ces stratégies dites
séquentielles améliorent la surréduction compressante la plus générale de graphes dans le cadre
des ISGRS et des WAGRS respectivement. Nous montrons que les relations de surréduction
compressante qu’elles engendrent sont cohérentes et complètes. Nous étudions leurs propriétés
d’optimalité dans la Section 6.2. Puis nous améliorons la relation de surréduction faiblement
nécessaire de graphes dans la Section 6.3, en étendant la relation de surréduction parallèle
de termes [AEH97a] aux graphes admissibles. Nous terminons ce chapitre en développant
quelques propriétés d’optimalité de la surréduction parallèle compressante de graphes (Sec-
tion 6.4).

6.1 Stratégies séquentielles de surréduction compressante

Nous avons vu dans le Chapitre 4 qu’une stratégie de réécriture était une fonction qui
prenait un terme-graphe admissible g et qui retournait un ou plusieurs couple de la forme
(p, R) où p est un nœud fonctionnel de g et R est une règle tels que g se réécrive au nœud p
avec la règle R. La définition d’une stratégie de surréduction compressante est à peu près la
même :

Définition 6.1.1 (Stratégie de surréduction compressante de graphes)
Soient SP = 〈Σ,R〉 un cGRS et Iune stratégie de compression. Une stratégie (séquentielle)
de surréduction compressante de graphes est une fonction partielle S qui prend un terme-
graphe admissible g et qui retourne un ensemble de triplets (p, R, σ) tels que p soit un nœud
fonctionnel de g, R soit une règle de réécriture de R, σ soit une substitution compatible avec g
et g I;[p,R,σ] g′ pour un certain terme-graphe g′.
On note g I;S,[p,R,σ] ou g I;S,σ g′ ou encore g I;S g′ le S-pas de surréduction com-

pressante de g en g′ tel que S(g) 3 (p, R, σ) et g I;[p,R,σ] g′. On note g
∗

I;S,σ g′ ou

simplement g
∗

I;S g′ toute S-dérivation de surréduction compressante de g en g′ calculant
la substitution σ. 3

Dans cette section, nous définissons deux stratégies de surréduction compressante. La
première, Λ, est adaptée aux ISGRS. Nous l’introduisons dans le Paragraphe 6.1.1. La seconde,
Λ̄, étend Λ au cas général des WAGRS. Nous la définissons dans le Paragraphe 6.1.2. Puis
nous montrons la cohérence et la complétude de I;Λ et de I;Λ̄ dans les Paragraphes 6.1.3
et 6.1.4.

6.1.1 Stratégie Λ (Cas des ISGRS)

La stratégie de surréduction Λ est une fonction partielle qui opère sur les termes-graphes
admissibles en présence d’un ISGRS. Λ(g) retourne, quand c’est possible, un ensemble de
triplets de la forme (p, l → r, σ). σ est un unificateur particulier de g|p par rapport à l qui n’est
généralement pas un unificateur le plus général de g|p par rapport à l. En fait, σ peut affecter
des variables de g qui ne sont pas des variables de g|p. Λ utilise une fonction auxilliaire λ qui
prend deux arguments : un terme-graphe de racine fonctionnelle et un pdt de cette fonction.

Définition 6.1.2 (Stratégie Λ)
Soit SP un ISGRS et g un terme-graphe admissible. Λ est la fonction partielle telle que
Λ(g) = λ(g|p, T ) où p désigne le plus haut nœud fonctionnel à gauche de g, p est étiqueté par
une opération définie f et T est un arbre de définition de f .
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Soit g un terme-graphe admissible de racine fonctionnelle et T un pdt tel que pattern(T ) et g
soient unifiables. λ(g, T ) est définie comme le plus petit ensemble tel que :

λ(g, T ) ⊇































































{(p, R, σ)} si T = rule(π → r), p = Rootg, R = π → r et
σ est un unificateur le plus général de g par rapport à π ;

λ(g, Ti) si T = branch(π, o, T1, . . . , Tk) et
pattern(Ti) et g sont unifiables pour un certain i ∈ 1..k ;

{(p, R, σ)} si T = branch(π, o, T1, . . . , Tk),
τ est un unificateur le plus général de g par rapport
à π et il existe un homomorphisme h : π → τ(g),
h(o) est étiqueté par une opération définie f ,
T ′ est un arbre de définition de f ,
(p, R, σ′) ∈ λ(τ(g|h(o)), T

′) et σ = σ′ ◦ τ .

3

Exemple 6.1.3 Considérons le terme-graphe g de la Figure 6.1 :
g = n1 :c(n2 :g(n3 :x,n4 :f(n5 :y,n5)),n6 :c(n7 :g(n3,n4),n1)). On calcule Λ(g)
dans le cas de l’ISGRS SP1 = 〈Σ,R1〉 de l’Exemple 3.1.12 (cf. Figures 3.2 et 4.4). Le plus

k19 :g(k20 :x8,k21 :x9)
n6 :c

n2 :g

n3 :x

n1 :c

n7 :g

n4 :f

n5 :y

g

k23 :s(k22 :a)

M1 = k19 :g(k22 :a,k21 :x9)

k28 :s(k29 :g(k25 :x10,k26 :s(k27 :x11)))

M2 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9)

M3 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11))R3

R5

T 1
g

Fig. 6.1:

haut nœud fonctionnel à gauche de g est n2. Aussi, Λ(g) = λ(g|n2, T 1
g ). Le terme-graphe g|n2

est unifiable avec le motif M1 = k19 :g(k22 :a,k21 :x9) de T 1
g . La substitution σ1 = {x 7→

p1 :a} est un unificateur le plus général de g|n2 par rapport à M1. Comme le motif M1 est
le membre gauche de la règle de réécriture R3, on déduit que le triplet (n2, R3, σ1) est dans
Λ(g).

D’autre part, le terme-graphe admissible g|n2 est unifiable avec M2 =
k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k21 :x9) et τ = {x 7→ p2 :s(p3 :u)} est un unificateur le plus
général de g|n2 par rapport à M2. On a τ(g|n2) = n2 :g(p2 :s(p3 :u),n4 :f(n5 :y,n5))

(cf. Figure 6.2) et il existe un homomorphisme h : M2 → τ(g|n2) tel que h(k21) = n4. Le
motif M3 = k19 :g(k24 :s(k25 :x10),k26 :s(k27 :x11)) ne s’unifie pas avec g|n2. En
effet, le nœud k26 est étiqueté par s dans M3 alors que le nœud n4 est étiqueté par f dans
τ(g|n4). Aussi, λ(g|n2, T 1

g ) fait un appel récursif à λ(τ(g|n4), T 1
f ) (cf. Figure 6.2).

On constate que le terme-graphe τ(g|n4) s’unifie avec le motif M4 =
k5 :f(k8 :a,k7 :x4) et la substitution σ′ = {y 7→ p4 :a} est un unificateur le
plus général de τ(g|n4) par rapport à M4. Comme le motif M4 est le membre gauche
de la règle de réécriture R1, on déduit que Λ(g) contient le triplet (n4, R1, σ2) où
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n6 :c

n2 :g

p1 :s

n1 :c

n7 :g

n4 :f

n5 :y

τ(g)

p2 :u

k5 :f(k6 :x3,k7 :x4)

k9 :c(k7 :x4,k9)

T 1
f

M4 = k5 :f(k8 :a,k7 :x4)

R1

Fig. 6.2:

σ2 = σ′ ◦ τ = {x 7→ p2 :s(p3 :u), y 7→ p4 :a}. On remarque que σ2 n’est pas un unificateur
le plus général de τ(g|n4) par rapport au motif M4.

Nous concluons donc que Λ(g) = {(n2, R3, σ1), (n4, R1, σ2)} avec σ1 = {x 7→ p1 :a} et
σ2 = {x 7→ p2 :s(p3 :u), y 7→ p4 :a}. 2

Nous montrerons plus loin que la relation de Λ-surréduction compressante, I;Λ, est
cohérente et complète.

6.1.2 Stratégie Λ̄ (Cas des WAGRS)

Nous venons de définir la stratégie Λ dans le cas des ISGRS. Cette stratégie ne peut plus
être utilisée dans le cas d’un WAGRS puisque la définition de Λ repose sur l’existence d’un
arbre de définition contenant toutes les règles de réécriture définissant une opération. Nous
avons vu dans le Chapitre 4 qu’un tel arbre n’existait pas toujours dans le cas d’un WAGRS
et qu’il fallait utiliser des forêts d’arbres de définition pour classer les règles d’un WAGRS.
Dans cette partie, nous généralisons la stratégie Λ au cas des WAGRS de sorte qu’elle n’utilise
pas de simples arbres de définition mais des forêts d’arbres de définition des opérations.

Cette nouvelle stratégie, Λ̄, opère donc sur les termes-graphes admissibles en présence
d’un WAGRS. Λ̄(g) retourne, quand c’est possible, un ensemble de triplets (p, l → r, σ) tels
que g se surréduise au nœud p avec la règle l → r et la substitution σ. Λ̄ utilise une fonction
auxilliaire λ̄ qui prend deux arguments : un terme-graphe admissible de racine fonctionnelle
et un pdt de cette opération.

Définition 6.1.4 (Stratégie Λ̄)
Soient SP = 〈Σ,R〉 un WAGRS et g un terme-graphe admissible. Λ̄ est la fonction partielle
telle que Λ̄(g) = λ̄(g|p, T1) ∪ . . . ∪ λ̄(g|p, Tn) où p désigne le plus haut nœud fonctionnel à
gauche de g et {T1, . . . , Tn} est une forêt d’arbres de définition de l’étiquette de p dans g.

Soient g un terme-graphe admissible de racine fonctionnelle et T un pdt tel que pattern(T )
et g s’unifient. λ̄(g, T ) est un ensemble de triplets de la forme (p, R, σ), où p est un nœud
fonctionnel de g, R est une règle de réécriture de R et σ est un unificateur de g|p par rapport
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au membre gauche de R. λ̄(g, T ) est défini comme le plus petit ensemble tel que :

λ̄(g, T ) ⊇











































































{(p, R, σ)} si T = rule(π → r), p = Rootg, R = π → r et
σ est un unificateur le plus général de g par rapport à π ;

λ̄(g, Ti) si T = branch(π, o, T1, . . . , Tk) et
g et pattern(Ti) s’unifient pour un certain i ∈ 1..k ;

{(p, R, σ)} si T = branch(π, o, T1, . . . , Tk),
τ est un unificateur le plus général de g par rapport
à π et il existe un homomorphisme h : π → τ(g),
h(o) est étiqueté par une opération définie f ,
F = {T ′

1 , . . . , T ′
k} est une forêt d’arbres de définition de f ,

S = λ̄(τ(g|h(o)), T
′
1 ) ∪ . . . ∪ λ̄(τ(g|h(o)), T

′
k),

(p, R, σ′) ∈ S et σ = σ′ ◦ τ .

3

Exemple 6.1.5 Pour traiter cet exemple, on considère un nouveau WAGRS défini par le
système de réécriture suivant :

(R1) l1:f(l2:a,l3:x) -> r1:c(l3:x,r1)

(R2) l1:f(l2:x,l3:s(l4:y)) -> r1:c(l3:s(l4:y),r1)

(R3) l1:g(l2:a,l3:a,l4:x) -> l4:x

(R4) l1:h(l2:a) -> l2:a

(R5) l1:i(l2:a,l3:x,l4:y) -> l2:a

(R6) l1:i(l2:x,l3:a,l4:y) -> l2:x

(R7) l1:i(l2:x,l3:y,l4:a) -> l2:x

Des forêts d’arbres de définition des opérations f, g, h et i sont représentées dans la Figure 6.4.
Soit g = n1 :f(n2 :g(n3 :x,n4 :y,n5 :h(n4)),n6 :i(n5,n7 :h(n4),n8 :a) le terme-
graphe de la Figure 6.3.

n1 :f

n5 :h

n6 :in2 :g

n4 :y

n7 :h n8 :an3 :x

g

Fig. 6.3:

Nous montrons ci-dessous le calcul de Λ̄(g). D’après la Définition 6.1.4,

Λ̄(g) = λ̄(g|n1, T 1
f ) ∪ λ̄(g|n1, T 2

f )

= λ̄(g|n2, Tg) ∪ λ̄(g|n6, T 1
i ) ∪ λ̄(g|n6, T 2

i ) ∪ λ̄(g|n6, T 3
i )

= {(n2, R3, σ1)} ∪ λ̄(g|n5, Th) ∪ λ̄(g|n7, Th) ∪ {(n6, R7, Id)}

= {(n2, R3, σ1), (n5, R4, σ2), (n7, R4, σ2), (n6, R7, Id)}

où les substitutions σ1 et σ2 sont définies par
σ1 = {x 7→ r1 : a, y 7→ r2 : a} et σ2 = {y 7→ r3 : a}. 2
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k1 :f(k2 :x1,k3 :x2)

k5 :c(k3 :x2,k5)

T 1
f

k6 :f(k7 :x3,k8 :x4)

k6 :f(k7 :x3,k9 :s(k10 :x5))

k11 :c(k9 :s(k10 :x5),k11)

T 2
f

R1 R2

k1 :f(k4 :a,k3 :x2)

k12 :g(k13 :x6,k14 :x7,k15 :x8)

k12 :g(k16 :a,k14 :x7,k15 :x8)

k12 :g(k16 :a,k17 :a,k15 :x8)

k15 :x8

Tg

k18 :h(k19 :x9)

k18 :h(k20 :a)

k20 :a

Th

R3 R4

k26 :i(k27 :x13,k28 :x14,k29 :x15)

k27 :x13

k26 :i(k27 :x13,k30 :a,k29 :x15)

T 2
i

k21 :i(k22 :x10,k23 :x11,k24 :x12)

k25 :a

k21 :i(k25 :a,k23 :x11,k24 :x12)

T 1
i

k13 :i(k32 :x16,k33 :x17,k34 :x18)

k31 :i(k32 :x16,k33 :x17,k35 :a)

k32 :x16

T 3
i

R5 R6 R7

Fig. 6.4:
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De même que I;Λ est cohérente et complète, la relation de Λ̄-surréduction compres-
sante, I;Λ̄, est cohérente et complète. Nous montrons ces résultats dans les deux prochains
paragraphes.

6.1.3 Cohérence de I;Λ et de I;Λ̄

Dans ce paragraphe, nous montrons le théorème suivant :

Theorème 6.1.6 Soient SP un WAGRS et I une stratégie de compression. I;Λ̄ est
cohérente sur SP , i.e., pour tout terme-graphe admissible g, pour tout graphe constructeur c

et pour toute substitution θ tels que g
∗

I;Λ̄,θ c, il existe un terme-graphe constructeur s tel

que θ(g)
∗
→ s et s

.
= c. 3

Nous constatons que la stratégie Λ est un cas particulier de Λ̄ lorsque le système de
réécriture de graphes considéré est un ISGRS plutôt qu’un WAGRS. Nous obtenons donc le
corollaire suivant :

Corollaire 6.1.7 Soient SP un ISGRS et Iune stratégie de compression. I;Λ est cohérente
sur SP . 3

Nous avons vu que la relation générale de surréduction compressante I; était cohérente
(Théorème 5.3.4). Aussi, pour prouver le théorème précédent, il suffit de montrer que g peut
se surréduire au nœud p avec la règle R et la substitution σ si (p, R, σ) ∈ Λ̄(g). Cette propriété
est une conséquence immédiate de la proposition suivante :

Proposition 6.1.8 Soit SP = 〈Σ,R〉 un WAGRS et s un terme-graphe admissible.
Si (p, R, σ) ∈ Λ̄(s), alors (1) p est un nœud fonctionnel de s, (2) R est une règle de R, (3)
σ est un unificateur de s|p par rapport au membre gauche de R et (4) σ(x) est un arbre
constructeur pour tout x ∈ Dσ. 3

Preuve : Par définition de Λ̄, si (p,R, σ) ∈ Λ̄(s), alors il existe un plus haut nœud fonctionnel q
dans s et un arbre de définition T tels que (p,R, σ) ∈ λ̄(s|q, T ). Les points de la proposition sont vrais
pour (p,R, σ) ∈ Λ̄(s) ssi ils sont vrais pour (p,R, σ) ∈ λ̄(s|q, T ). Donc nous supposons sans perte de
généralité que s est un terme-graphe de racine fonctionnelle. On note < l’ordre nœthérien défini par
(g1, T1) < (g2, T2) ssi le graphe g1 a moins d’occurrences d’opérations définies que le graphe g2, ou
alors g1 = g2 et T1 est un sous-arbre propre de T2. Cette preuve se fait par induction nœthérienne sur
<. Nous étudions les différents cas de la définition de λ̄(s, T ) où T est un pdt dont le motif s’unifie
avec s :
Cas de base : Considérons (s, T ) où T = rule(π → r) et π → r est une règle de R. On a alors
λ̄(s, T ) = {(Roots, π → r, σ)} où σ est un unificateur le plus général de s par rapport à π. Donc tous
les points de la proposition sont trivialement vrais.
Cas d’induction : Considérons (s, T ) où T = branch(π, o, T1, . . . , Tk), o est un nœud variable de π, o a
pour sorte ζ, c1, . . . , ck (k > 0) sont différents constructeurs de la sorte ζ et pour tout j ∈ 1..k, Tj est un
pdt de motif π[o ← p : cj(o1 : X1, . . . , on : Xn)] tel que n soit le nombre d’arguments de cj , X1, . . . ,Xn

soient des variables frâıches et p, o1, . . . , on soient de nouveaux nœuds. Soit (p, l → r, σ) ∈ λ̄(s, T ).
Nous étudions les différents cas de la définition de λ̄(s, T ) lorsque la racine du motif de T est étiquetée
par branch.
Cas 1 : Supposons qu’il existe i ∈ 1..k tel que s et pattern(Ti) soient unifiables. Alors λ̄(s, T ) ⊇ λ̄(s, Ti).
De plus, le triplet (p, l → r, σ) que nous considérons est dans λ̄(s, Ti) pour un certain i ∈ 1..k. Comme
(s, Ti) < (s, T ), nous utilisons l’hypothèse d’induction : tous les points de la proposition sont vérifiés
pour (s, Ti) donc ils le sont aussi pour (s, T ).
Cas 2 : Supposons qu’il n’existe pas i ∈ 1..k tel que s et pattern(Ti) soient unifiables. Soient τ un
unificateur le plus général de s par rapport à π et h l’homomorphisme allant de π vers τ(s). Dans le
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cas que nous considérons ici, h(o) est étiqueté par une opération définie f . Soit F = {T ′
1 , . . . , T ′

k} une
forêt d’arbres de définition de f et soit S = λ̄(τ(s|h(o)), T

′
1 ) ∪ . . . ∪ λ̄(τ(s|h(o)), T

′
k).

Nous avons choisi (p, l → r, σ) ∈ λ̄(s, T ), donc par définition de λ̄, il existe une substitution σ′ et
un entier i ∈ 1..k tels que (p, l → r, σ′) ∈ λ̄(τ(s|h(o)), T

′
i ) et σ = σ′ ◦ τ . Comme τ est un unificateur le

plus général de s par rapport à π, τ(x) est un arbre constructeur pour tout x ∈ Dτ . Donc τ(s|h(o)) a
moins d’opérations définies que s, i.e., (τ(s|h(o)), T

′
i ) < (s, T ). Aussi, par hypothèse d’induction, tous

les points de la proposition sont vérifiés par (p, l → r, σ′), à savoir (a) p est un nœud fonctionnel de
τ(s|h(o)), (b) l → r est une règle de R, (c) σ′ est un unificateur de τ(s|h(o))|p par rapport à l et (d)

σ′(x) est un arbre constructeur pour tout x ∈ Dσ′.
(1) D’après le point (a), p est un nœud fonctionnel de τ(s|h(o)). Comme τ est un unificateur le plus

général de s par rapport à π, τ est une substitution constructeur. Par conséquent p n’est pas introduit
par τ dans τ(s|h(o)). Autrement dit, p est un nœud fonctionnel de s|h(o), donc de s.

(2) D’après le point (b), l → r est une règle de R.
(3) D’après le point (c), σ′ est un unificateur de τ(s|h(o))|p par rapport à l, donc il existe un

homomorphisme µ : l → σ′(τ(s|h(o))|p). De plus, σ′(τ(s|h(o))|p) = σ′(τ(s|p)) = σ(s|p) (puisque σ =

σ′ ◦ τ). Donc µ est un homomorphisme allant de l vers σ(s|p), i.e., σ est un unificateur de s|p par
rapport à l.

(4) Soit x ∈ Dσ. Si x 6∈ Dτ , alors σ(x) = σ′ ◦ τ(x) = σ′(x), donc σ(x) est un arbre constructeur

(d’après le point (d)). Si x ∈ Dτ , alors τ(x) est un arbre constructeur puisque τ est un unificateur

le plus général de s par rapport à π. Pour tout u, v ∈ (Dσ′ ∩ Vτ(x)) tels que u 6= v, σ′(u) et σ′(v)

ne partage aucun nœud ni aucune variable et σ′(u) et σ′(v) sont des arbres constructeurs. Donc nous

concluons que σ(x) = σ′(τ(x)) est un arbre constructeur. 2

6.1.4 Complétude de I;Λ et de I;Λ̄

Nous obtenons le résultat suivant :

Theorème 6.1.9 Soient SP un WAGRS et I une stratégie de compression. I;Λ̄ est
complète sur SP , i.e., pour tout terme-graphe admissible g, pour tout graphe constructeur c
et pour toute substitution constructeur θ tels que θ(g)

∗
→ c, il existe un graphe constructeur s

et une substitution σ tels que g
∗

I;Λ̄,σ s, s
.
≤ c et σ

.
≤ θ [Vg]. 3

Comme nous l’avons dit précédemment, la stratégie Λ est un cas particulier de Λ̄ lorsque
le WAGRS considéré est un ISGRS. Nous en déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 6.1.10 Soient SP un ISGRS et I une stratégie de compression. Alors I;Λ est
complète sur SP . 3

Nous consacrons le reste de ce paragraphe à la preuve du théorème de complétude de
I;Λ̄. Nous commençons par établir le lien entre le calcul de Φ̄ et le calcul de Λ̄. Ce lemme
s’apparente à [AEH97b, Lemma 4] :

Lemme 6.1.11 Soit SP = 〈Σ,R〉 un WAGRS, s et t deux termes-graphes admissibles et
h : s → t un D-monomorphisme tels que σh soit une substitution constructeur. Si (q, l → r) ∈
Φ̄(t), alors il existe un nœud fonctionnel p de s et une substitution σ tels que :

1. h(p) = q.

2. (p, l → r, σ) ∈ Λ̄(s).

3. σ
.
≤ σh [Vs].

3
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Preuve : Soit m le plus haut nœud fonctionnel à gauche dans t et F = {T1, . . . , Tk} une forêt d’arbres
de définition de l’étiquette de m. Si (q, l → r) ∈ Φ̄(t), alors il existe i ∈ 1..k tel que (q, l → r) ∈
ϕ̄(t|m, Ti), par définition de Φ̄. Soit n le plus haut nœud fonctionnel à gauche dans s. Nous allons
montrer qu’il existe un nœud fonctionnel p de s et une substitution σ tels que (p, l → r, σ) ∈ λ̄(s|n, Ti),

h(p) = q et σ
.

≤ σh [Vs]. Comme Λ̄(s) ⊇ λ̄(s|n, Ti), nous aurons donc bien une preuve du Lemme 6.1.11.
n et m sont respectivement les plus hauts fonctionnels à gauche de s et t et σh est une substitution

constructeur, donc h(n) = m. Par conséquent, h|n est un D-monomorphisme allant de s|n vers t|m
tel que σ(h|n) soit une substitution constructeur. Aussi, nous supposons sans perte de généralité que s
et t sont des termes-graphes admissibles de racine fonctionnelle et qu’il existe un D-monomorphisme
h : s → t tel que σh soit une substitution constructeur.

Soit T un pdt tel que pattern(T ) filtre t à la racine. Nous montrons que si (q, l → r) ∈ ϕ̄(t, T ),
alors il existe un nœud fonctionnel p de s et une substitution σ tels que h(p) = q, (p, l → r, σ) ∈ λ̄(s, T )

et σ
.

≤ σh [Vs]. On note < l’ordre nœthérien défini par (g1, T1) < (g2, T2) ssi le graphe g1 a moins
d’occurrences d’opérations définies que le graphe g2, ou alors g1 = g2 et T1 est un sous-arbre propre
de T2. Cette preuve se fait par induction nœthérienne sur <. Nous étudions les différents cas de la
définition de ϕ̄(t, T ) où T est un pdt dont le motif filtre t à la racine :
Cas de base : Considérons (t, T ) où T = rule(π → r) et π → r est une règle de R. On a alors
ϕ̄(t, T ) = {(Roott, π → r)}. π filtre t à la racine, donc il existe un homomorphisme µ : π → t. De
plus, h est un homomorphisme allant de s vers t. Donc s et π sont unifiables et l’homomorphisme
(h∪µ) : (s⊕π) → (t⊕ t) tel que (h∪µ)(s) = (h∪µ)(π) = t est un unificateur. Comme π est un motif,
nous déduisons qu’il existe un unificateur le plus général τ de s par rapport à π et un homomorphisme
υ : (s ⊕ π) → (τ(s) ⊕ τ(s)) tels que υ(s) = υ(π) = τ(s). De plus, il existe un homomorphisme
δ : τ(s) → t tel que δ ◦ υ|Roots

= h et δ ◦ υ|Rootπ
= µ (cf. Figure 6.5).

(2) Puisque s et π sont unifiables, λ̄(s, T ) est défini et λ̄(s, T ) 3 (Roots, π → r, τ). (1) h est un
homomorphisme allant de s vers t, donc h(Roots) = Roott. (3) Nous avons vu que δ ◦ υ|Roots

= h,

donc σδ ◦ τ
.
= σh [Vs] ce qui implique τ

.

≤ σh [Vs].
Cas d’induction : Considérons (t, T ) où T = branch(π, o, T1, . . . , Tk), o est un nœud variable de π,
o est de sorte ζ, c1, . . . , ck (k > 0) sont différents constructeurs de la sorte ζ et pour tout j ∈ 1..k,
Tj est un pdt de motif π[o ← p : cj(o1 : X1, . . . , on : Xn)] tel que n soit le nombre d’arguments de cj ,
X1, . . . ,Xn soient des variables frâıches et p, o1, . . . , on soient de nouveaux nœuds.

π filtre t à la racine, donc il existe un homomorphisme µ : π → t. De plus, h est un homomorphisme
allant de s vers t. Donc s et π sont unifiables et l’homomorphisme (h ∪ µ) : (s ⊕ π) → (t ⊕ t) tel que
(h ∪ µ)(s) = (h ∪ µ)(π) = t est un unificateur. Comme s et π sont unifiables, λ̄(s, T ) est défini. Nous
étudions les différents cas de la définition de ϕ̄(t, T ) lorsque la racine du motif de T est étiquetée par
branch.
Cas 1 : Supposons qu’il existe i ∈ 1..k tel que pattern(Ti) filtre t à la racine. On a alors ϕ̄(t, T ) =
ϕ̄(t, Ti) 3 (q, l → r). Puisque (t, Ti) < (t, T ), nous utilisons l’hypothèse d’induction : il existe un nœud

fonctionnel p de s et une substitution σ tels que (1) h(p) = q, (3) σ
.

≤ σh [Vs] et (2) (p, l → r, σ) ∈
λ̄(s, Ti). Comme λ̄(s, T ) ⊇ λ̄(s, Ti), nous concluons que (p, l → r, σ) ∈ λ̄(s, T ).
Cas 2 : Supposons qu’il n’existe pas i ∈ 1..k tel que pattern(Ti) filtre t à la racine. Soit b = µ(o).
Dans le cas que nous considérons actuellement, nous supposons que b est étiqueté par une opération
définie f dans t. Soit F = {T ′

1 , . . . , T ′
k} une forêt d’arbres de définition de f . On a alors ϕ̄(t, T ) =

ϕ̄(t|b, T
′
1 )∪ . . .∪ ϕ̄(t|b, T

′
k). Comme (q, l → r) ∈ ϕ̄(t, T ), il existe i ∈ 1..k tel que (q, l → r) ∈ ϕ̄(t|b, T

′
i ).

Nous avons vu que s et π étaient unifiables et que l’homomorphisme (h∪ µ) : (s⊕ π) → (t⊕ t) tel
que (h∪µ)(s) = (h∪µ)(π) = t était un unificateur. Comme π est un motif, nous déduisons qu’il existe
un unificateur le plus général τ de s par rapport à π et un homomorphisme υ : (s⊕π) → (τ(s)⊕ τ(s))
tels que υ(s) = υ(π) = τ(s). De plus, il existe un homomorphisme δ : τ(s) → t tel que δ ◦ υ|Roots

= h
et δ ◦ υ|Rootπ

= µ (cf. Figure 6.5). Nous affirmons que δ : τ(s) → t est un D-monomorphisme tel que
σδ soit une substitution constructeur. En effet, δ ◦ υ|Roots

= h. Comme h est un D-monomorphisme
tel que σh soit une substitution constructeur, on déduit que δ est aussi un D-monomorphisme tel que
σδ soit une substitution constructeur (sinon h ne serait pas un D-monomorphisme tel que σh soit une
substitution constructeur).
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h υ|Rootπ

υ|Roots

µ

δ

t

s τ(s)

π
b o

aa

Fig. 6.5:

Soit a = υ(o). Puisque δ◦υ|Rootπ
= µ, δ(a) = δ(υ(o)) = µ(o) = b. Donc δ(a) = b. Comme b = µ(o)

est un nœud fonctionnel de t et comme δ : τ(s) → t est un D-monomorphisme tel que σδ soit une
substitution constructeur, nous déduisons que a = υ(o) est un nœud fonctionnel de τ(s). De plus, τ
est un unificateur le plus général de s par rapport à π, donc τ est une substitution constructeur. Par
conséquent, a est aussi un nœud fonctionnel de s. Aussi, λ̄(s, T ) ⊇ λ̄(τ(s|a), T ′

1 ) ∪ . . . ∪ λ̄(τ(s|a), T ′
k),

par définition de λ̄.

Soit h′ = δ|a. h′ est un D-monomorphisme allant de τ(s|a) vers t|b tel que σ′
h soit une substitution

constructeur (puisque δ est un D-monomorphisme tel que σδ soit une substitution constructeur). De
plus, τ(s|a) et t|b sont des termes-graphes admissibles de racine fonctionnelle et (q, l → r) ∈ ϕ̄(t|b, T

′
i )

pour un certain i. Pour finir, t|b a moins d’opérations définies que t, donc (t|b, T
′

i ) < (t, T ). Par
conséquent, nous pouvons utiliser l’hypothèse d’induction : il existe un nœud fonctionnel p dans τ(s|a)

et une substitution σ′ tels que h′(p) = q, (p, l → r, σ′) ∈ λ̄(τ(s|a), Ti) et σ′
.

≤ σh′ [Vτ(s|a)].

(1) p est un nœud fonctionnel de τ(s|a) et τ est une substitution constructeur, donc p est un nœud
fonctionnel de s|a et h(p) = h|a(p). Comme δ ◦ υ|Roots

= h et h′ = δ|a, il est clair que h′ ◦ υ|a = h|a.
Donc h|a(p) = (h′ ◦υ|a)(p). υ|a est un homomorphisme allant de s|a vers τ(s|a). Comme p est un nœud
fonctionnel et τ est une substitution constructeur, υ|a(p) = p. Aussi h(p) = h′(υ|a(p)) = h′(p) = q.

(2) Soit σ = σ′ ◦ τ . Par hypothèse d’induction, (p, l → r, σ′) ∈ λ̄(τ(s|a), Ti), donc (p, l → r, σ) ∈
λ̄(s, T ).

(3) Nous avons vu que δ ◦ υ|Roots
= h. Donc nous inférons que σδ ◦ τ

.
= σh [Vs]. Par hypothèse

d’induction, σ′
.

≤ σh′ [Vτ(s|a)]. De plus h′ = δ|a, donc σ′
.

≤ σδ [Vτ(s|a)]. σ′ n’a pas d’effet sur les

variables de (Vτ(s) −Vτ(s|a)), donc nous déduisons que σ′
.

≤ σδ [Vτ(s)], i.e., il existe une substitution θ

telle que θ ◦ σ′ .
= σδ [Vτ(s)]. Nous avons montré que σδ ◦ τ

.
= σh [Vs] et θ ◦ σ′ .

= σδ [Vτ(s)], donc nous

déduisons que θ ◦ (σ′ ◦ τ)
.
= σh [Vs], i.e., θ ◦ σ

.
= σh [Vs]. Par conséquent, σ

.

≤ σh [Vs]. 2

Nous établissons maintenant un lemme similaire au lemme de Hullot (Lemme 5.5.6). La
seule différence consiste en l’utilisation d’une dérivation de réécriture calculée par Φ̄ plutôt
qu’une dérivation de réécriture quelconque :

Lemme 6.1.12 Soient SP = 〈Σ,R〉 un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles,
S1 et T1 deux graphes admissibles et h1 : S1 → T1 un D-monomorphisme tels que s1 soit un
sous-graphe de S1, t1 soit un sous-graphe de T1, h1(s1) = t1 et (σh1)|Vs1

soit une substitution
constructeur. Supposons qu’il existe un graphe constructeur c et une dérivation de réécriture

t1
+
→Φ̄ c commençant par un pas de réécriture au nœud q avec la règle l → r, (i.e., t1 →[q,R]

u
∗
→Φ̄ c et (q, l → r) ∈ Φ̄(t1)). Alors :

1. Il existe un terme-graphe admissible s2, un nœud fonctionnel p de s1 et un unificateur
σ de s1|p par rapport à l tels que s1 I;[p, l→r,σ] s2 et (p, l → r, σ) ∈ Λ̄(s1).
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2. Il existe deux termes-graphes admissibles t′1 et t2 tels que t1 B t′1 avec le V-
homomorphisme γ : t1 → t′1 et t′1 →[γ(q), l→r] t2.

3. Il existe deux graphes admissibles S2 et T2 et un D-monomorphisme h2 : S2 → T2 tels
que s2 soit un sous-graphe de S2, t2 soit un sous-graphe de T2, h2(s2) = t2 et (σh2)|Vs2

soit une substitution constructeur.

4. Pour tout sous-graphe constructeur u de S1, σ(u) est bisimilaire à un sous-graphe
constructeur de S2.

5. σh2 ◦ σ
.
= σh1 [VS1 ].

3

Preuve : Par hypothèse, t1 se réécrit au nœud q avec la règle l → r pour un certain (q, l → r) ∈

Φ̄(t1). De plus h1|Roots1
est un D-monomorphisme allant de s1 vers t1 tel que σ(h1

|Roots1
) soit une

substitution constructeur (puisque σ(h1
|Roots1

) = (σh1
)|Vs1

). Donc d’après le Lemme 6.1.11, il existe

un nœud fonctionnel p de s1 et une substitution σ tels que (1) h1(p) = q, (2) (p, l → r, σ) ∈ Λ̄(s1)

et (3) σ
.

≤ σh1
[Vs1

]. De plus, (4) σ est un unificateur de s1|p par rapport à l et (5) σ(x) est un

arbre constructeur pour tout x ∈ Dσ d’après la Proposition 6.1.8. Nous déduisons du point (4) qu’il

existe un terme-graphe admissible s2 tel que s1 I;[p, l→r,σ] s2. Soit υ1 l’homomorphisme allant de s1

vers σ(s1). Les points (3) et (5) impliquent qu’il existe un homomorphisme δ1 : σ(s1) → t1 tel que

δ1 ◦ υ1 = h1|Roots1
(cf. Figure 6.6). Soit υ : (s1|p ⊕ l) → (σ(s1|p) ⊕ σ(s1|p)) l’homomorphisme tel que

t1 t′1

s1 σ(s1) s′1

Bγ2

Iγ1

→[γ2(q), l→r]

→[γ1(p), l→r]

t2

s2
υ1

δ′1δ1

h1|Roots1

Fig. 6.6:

υ(l) = υ(s1|p) = σ(s1|p). Soit δ = δ1|p et µ = δ ◦ υ|Rootl
Il est clair que δ ◦ υ|p = h1|p (cf. Figure 6.7).

Pour résumer, les relations suivantes sont satisfaites : (a) δ ◦ υ|Rootl
= µ, (b) δ ◦ υ|p = h1|p et (c)

t1|q l

s1|p σ(s1|p)

h1|p

υ|p

µ

υ|Rootl
δ

Fig. 6.7:

δ1 ◦ υ1 = h1|Roots1
. Ces relations sont exactement les mêmes que celles utilisées dans la preuve du

lemme de Hullot 5.5.6, comme le montre les Figures 5.20 et 5.21. Aussi, la construction de t′1, t2, S′
1,

T ′
1, S′

2, T ′
2, S2, T2, ∆1, ∆2 et h2 sont exactement les mêmes que celles de la preuve du Lemme 5.5.6.

Donc nous inférons que tous les points du Lemme 6.1.12 sont vérifiés. 2

La proposition suivante stipule qu’on peut calculer la forme normale d’un graphe C-
normalisable en n’utilisant que des nœuds et des règles calculées par Φ̄ :
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Proposition 6.1.13 Soient SP = 〈Σ,R〉 un WAGRS, t un terme-graphe admissible et c1 un

graphe constructeur tels qu’il existe une dérivation de réécriture t
∗
→ c1 de longueur n1 ≥ 0.

Alors il existe un graphe constructeur c2 et une dérivation de réécriture

t = t1 →[p1,R1] t2 →[p2,R2] . . . →[pn2 ,Rn2 ] c2

de longueur n2 tels que (pi, Ri) ∈ Φ̄(ti) pour tout i ∈ 1..n2, n2 ≤ n1 et c2 ∼ c1. Par abus de

langage, on note t
∗
→Φ̄ c2 la Φ̄-dérivation de réécriture précédente. 3

Preuve : Par induction sur n1. La proposition est évidente lorsque n1 = 0. Soit n1 ≥ 0 et A = t
∗
→ c1

une dérivation de longueur n1. Supposons que la proposition soit vraie pour tout n′
1 < n1. La dérivation

A est de la forme A = t →[q1,S1] u1 . . . un−1 →[qn,Sn] c1. D’après la Proposition 4.3.16, Φ̄(t) est un

ensemble nécessaire de rédex. Donc il existe au moins un couple (qi, Si) de la dérivation A tel que

(qi, Si) ∈ Φ̄(t). Soit t′ le terme-graphe admissible tel que t →[qi,Si] t′ (i.e., t →Φ̄ t′). La preuve du

théorème de confluence des WAGRS implique qu’il existe un graphe constructeur c′1 et une dérivation

de réécriture t′
∗
→ c′1 de longueur n′

1 tels que n′
1 < n1 et c′1 ∼ c1. Par hypothèse d’induction, il existe

un graphe constructeur c2 et une dérivation de réécriture t′
∗
→Φ̄ c2 de longueur n′

2 ≤ n′
1 tels que

c2 ∼ c′1. Donc nous concluons qu’il existe un graphe constructeur c2 et une dérivation de réécriture

B = t →Φ̄ t′
∗
→Φ̄ c2. La longueur de B est n2 = n′

2 + 1. Comme n′
2 ≤ n′

1 < n1, nous déduisons que

n2 ≤ n′
1 + 1 ≤ n1. De plus, c2 ∼ c′1 et c′1 ∼ c1, donc c2 ∼ c1. 2

Ci-dessous, nous généralisons le Lemme 6.1.12. Son énoncé rappelle celui de la Proposi-
tion 5.5.10 qu’on utilise dans la preuve de complétude de I; :

Proposition 6.1.14 Soit SP un WAGRS, s1 et t1 deux termes-graphes admissibles, S1 et
T1 deux graphes admissibles et h1 : S1 → T1 un D-monomorphisme tels que s1 soit un sous-
graphe de S1, t1 soit un sous-graphe de T1, h1(s1) = t1 et (σh1)|Vs1

soit une substitution

constructeur. Si il existe un graphe constructeur c1 tel que t1
n
→Φ̄ c1, alors il existe un graphe

constructeur s et deux substitutions σ et η tels que s1
m

I;Λ̄,σ s, m ≤ n, η(s)
.
= c1 et

η ◦ σ
.
= σh1 [VS1 ]. 3

Preuve : Par induction sur la longueur n de la dérivation de réécriture t1
n
→Φ̄ c1. Le cas n = 0 est

évident. Soit k1 ≥ 0 et supposons que la propriété soit vraie pour tout k < k1. Soit t1
k1→Φ̄ c1 une

Φ̄-dérivation de longueur k1. Supposons que cette dérivation commence par un pas de réécriture au
nœud q avec la règle l → r tels que (q, l → r) ∈ Φ̄(t1). Alors, d’après le Lemme 6.1.12, (1) il existe
un terme-graphe admissible s2 et une substitution σ′ tels que s1 I;Λ̄,σ′ s2, (2) il existe deux termes-
graphes admissibles t′1 et t2 tels que t1 B t′1 avec le V-homomorphisme γ : t1 → t′1 et t′1 →[γ(q), l→r] t2,
(3) il existe deux graphes admissibles S2 et T2 et un D-monomorphisme h2 : S2 → T2 tels que s2

soit un sous-graphe de S2, t2 soit un sous-graphe de T2, h2(s2) = t2 et (σh2
)|Vs2

soit une substitution
constructeur, (4) pour tout sous-graphe constructeur u de S1, σ′(u) est bisimilaire à un sous-graphe
constructeur de S2 et (5) σh2

◦ σ′ .
= σh1

[VS1
].

D’après le point (2), t1 B t′1 avec l’homomorphisme γ : t1 → t′1 et t1
k1→ c1, par hypothèse. Donc

nous déduisons de la Proposition 5.5.9 qu’il existe un graphe constructeur c′1 et une dérivation de

réécriture t′1
k′
1→ c′1 tels que k′

1 ≤ k1 et c′1
.
= c1. Le premier pas de la dérivation t1

k1→ c1 se fait
au nœud q avec la règle l → r et t1 se compacte en t′1 avec l’homomorphisme γ. La preuve de la

Proposition 5.5.9 montre que le premier pas de la dérivation t′1
k′
1→ c′1 est au nœud γ(q) avec la règle

l → r, i.e., le premier pas de cette dérivation est t′1 →[γ(q), l→r] t2. Donc on conclut qu’il existe une

dérivation t′1 →[γ(q), l→r] t2
k′
1−1
→ c′1 et la longueur de la dérivation t2

∗
→ c′1 est k′

2 = k′
1 − 1 < k1. t2 est

un terme-graphe admissible, c′1 est un graphe constructeur et t2
∗
→ c′1 est une dérivation de réécriture
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de longueur k′
2 ≥ 0. Donc il existe un graphe constructeur c2 et une dérivation de réécriture t2

∗
→Φ̄ c2

de longueur k2 tels que k2 ≤ k′
2 < k1 et c2 ∼ c′1, d’après la Proposition 6.1.13.

s2 est un sous-graphe de S2, t2 est un sous-graphe de T2, h2 : S2 → T2 est un D-monomorphisme

tel que h2(s2) = t2 et (σh2
)|Vs2

soit une substitution constructeur. De plus, t2
k2→Φ̄ c2 et k2 < k1. Donc

par hypothèse d’induction, il existe un graphe constructeur s et deux substitutions σ et η tels que

s2

m′

I;Λ̄,σ s, m′ ≤ k2, η(s)
.
= c2 et η ◦ σ

.
= σh2

[VS2
].

Nous devons prouver que η(s)
.
= c1. C’est immédiat puisque η(s)

.
= c2, c2 ∼ c′1 et c′1

.
= c1. Nous

prouvons maintenant que η ◦ (σ ◦ σ′)
.
= σh1

[VS1
]. Soit x ∈ VS1

et n ∈ NS1
tels que Ls1

(n) = x. D’après

le Lemme 6.1.12, σh1
(n : x)

.
= σh2

(σ′(n : x)). De plus, comme n : x est un sous-graphe variable (donc

constructeur) de S1, σ′(n : x) est bisimilaire à un sous-graphe constructeur de S2. Donc Vσ′(n:x) ⊆ VS2
.

Par hypothèse d’induction, η ◦ σ
.
= σh2

[VS2
]. Donc nous concluons que σh1

(n : x)
.
= σh2

(σ′(n : x)
.
=

η(σ(σ′(n : x))), i.e., η ◦ (σ ◦ σ′)
.
= σh1

[VS1
]. Enfin, la dérivation s1 I;Λ̄,σ′ s2

m′

I;Λ̄,σ s est de longueur

m = m′ + 1. Comme m′ ≤ k2 < k1, on déduit que m ≤ k1. 2

Nous sommes prêt pour montrer la complétude de I;Λ̄ :

Preuve du Théorème 6.1.9 : Le Théorème 6.1.9 est une conséquence immédiate de la Propo-

sition 6.1.14 : Soient g un terme-graphe admissible, c un graphe constructeur et θ une substitution

constructeur tels que θ(g)
∗
→ c. D’après la Proposition 6.1.13, il existe un graphe constructeur d et

une dérivation de réécriture θ(g)
∗
→Φ̄ d tels que d

.
= c. Soient S1 = s1 = g et T1 = t1 = θ(g). Il

est clair qu’il existe un D-monomorphisme h1 : S1 → T1 tels que h1(s1) = t1 et (σh1
)|Vs1

soit une

substitution constructeur (puisque (σh1
)|Vs1

= θ|Vs1
). Donc, d’après la Proposition 6.1.14, il existe un

graphe constructeur s et deux substitutions σ et η tels que g
∗

I;Λ̄,σ s, η(s)
.
= d et η ◦ σ

.
= θ [Vg].

Comme η(s)
.
= c, nous déduisons que s

.

≤ c. Comme η ◦ σ
.
= θ [Vg], nous concluons que σ

.

≤ θ [Vg]. 2

6.2 Propriétés d’optimalité de I;Λ et de I;Λ̄

Les relations de Λ-surréduction compressante et de Λ̄-surréduction compressante sont
plus intéressantes que la relation de surréduction compressante la plus générale étudiée dans
le chapitre précédent. Tout d’abord, elle diminue drastiquement l’espace de recherche d’un
algorithme fondé sur la surréduction de graphes. De plus, les substitutions calculées par Λ sont
disjointes, ce qui implique que Λ ne fait pas de calcul redondant. Ensuite, les dérivations de
Λ-surréduction compressante et de Λ̄-surréduction compressante sont toujours plus courtes
que celles engendrées par la relation de surréduction compressante la plus générale. Enfin,
nous montrerons que Λ ne calcule des pas nécessaires de surréduction. Nous préciserons cette
notion le moment venu.

6.2.1 Indépendance des substitutions calculées

Dans cette partie, nous nous intéressons aux substitutions calculées par Λ et par Λ̄.

Définition 6.2.1 (Substitutions disjointes)
Etant données deux substitutions θ et θ′ et un ensemble V de variables, on dit que θ et θ′

sont disjointes sur V ssi il existe x ∈ V tel que θ(x) et θ′(x) ne soient pas unifiables. 3

On constate dans l’Exemple 6.1.5 que Λ̄(g) ne calcule pas des substitutions disjointes. En
effet, nous avons trouvé que Λ̄(g) = {(n2, R3, σ1), (n5, R4, σ2), (n7, R4, σ2), (n6, R7, Id)} où les
substitutions σ1 et σ2 sont définies par σ1 = {x 7→ r1 : a, y 7→ r2 : a} et σ2 = {y 7→ r3 : a}. Il
est clair que Id, σ1 et σ2 ne sont pas disjointes.
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Par contre, nous obtenons le résultat suivant pour Λ :

Theorème 6.2.2 Soit SP un ISGRS, I une stratégie de compression, g un terme-graphe

admissible, c et c′ deux graphes constructeurs et g
∗

I;σ c et g
∗

I;σ′ c′ deux Λ-dérivations de
surréduction compressante distinctes. Alors σ et σ′ sont disjointes sur Vg. 3

Pour prouver ce théorème, on commence par montrer le lemme suivant qui s’inspire
de [AEH94b, Proposition 3] :

Lemme 6.2.3 Soient SP un ISGRS et g un terme-graphe admissible. Si (p1, R1, σ1) et
(p2, R2, σ2) sont deux triplets distincts de Λ(g), alors σ1 et σ2 sont disjointes sur Vg. 3

Preuve : Soit m le plus haut nœud fonctionnel à gauche dans g et T un arbre de définition de
l’étiquette de m dans g. (p1, R1, σ1) et (p2, R2, σ2) sont deux triplets distincts de Λ(g) si et seulement
si (p1, R1, σ1) et (p2, R2, σ2) sont deux triplets distincts de λ(g|m, T ), par définition de Λ. Aussi, nous
supposons que g est un terme-graphe admissible de racine fonctionnelle et que T est un pdt dont
le motif s’unifie avec g. On note < l’ordre nœthérien défini par (g1, T1) < (g2, T2) ssi le graphe g1 a
moins d’occurrences d’opérations définies que le graphe g2, ou alors g1 = g2 et T1 est un sous-arbre
propre de T2. On montre par induction nœthérienne sur < que si (p1, R1, σ1) et (p2, R2, σ2) sont deux
triplets distincts de λ(g, T ), alors σ1 et σ2 sont disjointes sur Vg. Nous étudions les différents cas de
la définition de λ(g, T ) :
Cas de base : Considérons le couple (g, T ) où g est un terme-graphe admissible de racine fonctionnelle
et T = rule(π → r) où π → r est une variante d’une règle de R. Comme π et g sont unifiables, λ(g, T )
est défini et λ(g, T ) = {(Rootg, π → r, σ)} où σ est un unificateur le plus général de g par rapport à π.
Comme λ(g, T ) est un singleton, il n’existe pas deux triplets distincts dans λ(g, T ). Donc le lemme
est trivialement vrai.
Cas d’induction : Considérons le couple (g, T ) où g est un terme-graphe admissible de racine
fonctionnelle, T = branch(π, o, T1, . . . , Tk), o est un nœud variable de π, o est de sorte ζ, c1, . . . , ck

(k > 0) sont différents constructeurs de la sorte ζ et pour tout j ∈ 1..k, Tj est un pdt de motif
π[o ← p : cj(o1 : x1, . . . , on : xn)] tel que n soit le nombre d’arguments de cj , x1, . . . , xn soient des
variables frâıches et p, o1, . . . , on soient de nouveaux nœuds. Comme π et g s’unifient et comme π
est un motif, on déduit qu’il existe un unificateur le plus général τ de g par rapport à π ainsi qu’un
homomorphisme h : π → τ(g). Trois cas sont à étudier, selon l’étiquette du nœud h(o) dans g.
Cas 1 : h(o) est un nœud constructeur de g :
Puisque λ(g, T ) est défini, il existe i ∈ 1..k tel que pattern(Ti) et g s’unifient et λ(g, T ) ⊇ λ(g, Ti).
De plus, h(o) est un nœud constructeur de g donc il existe un et un seul i ∈ 1..k tel que pattern(Ti)
et g s’unifient, par construction des nœuds étiquetés par branch dans les arbres de définition. En
conséquence, λ(g, T ) = λ(g, Ti). Par hypothèse d’induction, le lemme est vrai pour λ(g, Ti) donc il est
aussi vrai pour λ(g, T ).
Cas 2 : h(o) est un nœud fonctionnel de g :
Posons Lg(h(o)) = f . Soit T ′ l’arbre de définition de f . Puisque λ(g, T ) est défini, λ(τ(g|h(o)), T

′)
est aussi défini. Soient (p1, R1, σ1) et (p2, R2, σ2) deux triplets distincts de λ(g, T ). Par définition de
λ(g, T ), il existe deux triplets (p1, R1, σ

′
1) et (p2, R2, σ

′
2) dans λ(τ(g|h(o)), T

′) tels que σ1 = σ′
1 ◦ τ et

σ2 = σ′
2 ◦ τ . Comme τ est un unificateur le plus général de g par rapport à π, τ est une substitution

constructeur. Donc τ(g|h(o)) contient moins de nœuds fonctionnels que g. Donc (τ(g|h(o)), T
′) < (g, T ).

Aussi, par hypothèse d’induction, σ′
1 et σ′

2 sont disjointes sur Vτ(g|h(o)), i.e., il existe une variable
y ∈ Vτ(g|h(o)) tel que σ′

1(y) et σ′
2(y) ne soient pas unifiables. Comme y ∈ Vτ(g|h(o)), il existe un nœud

n ∈ N(g|h(o)) et une variable x ∈ V(g|h(o)) tels que L(g|h(o))(n) = x et y ∈ Vτ(n:x)). Il est clair que σ′
1(y)

est un sous-graphe de σ′
1(τ(n : x)), c’est-à-dire de σ1(n : x). De même, σ′

2(y) est un sous-graphe de
σ2(n : x). Comme σ′

1(y) et σ′
2(y) ne sont pas unifiables, on déduit que σ1(n : x) et σ2(n : x) ne sont

pas unifiables. De plus, x ∈ V(g|h(o)) et V(g|h(o)) ⊆ Vg. Par conséquent, σ1 et σ2 sont disjointes sur Vg.

Cas 3 : h(o) est un nœud variable de g :

Posons Lg(h(o)) = y. τ est un unificateur le plus général de g par rapport à π et h est un homo-

morphisme allant de π vers τ(g). De plus, o et h(o) sont étiquetés avec des variables. Donc il existe
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un nœud n ∈ Ng et une variable x ∈ Vg tels que Lg(n) = x, h(o) ∈ Nτ(n:x) et y ∈ Vτ(n:x). Puisque

pattern(Ti) = π[o ← p : ci(o1 : x1, . . . , on : xn)] pour tout i ∈ 1..k, il est clair que pattern(Ti) s’unifie

avec g pour tout i ∈ 1..k. Par conséquent, λ(g, T ) =
⋃

i∈1..k λ(s, Ti). Par hypothèse d’induction, si

(p1, R1, σ1) et (p2, R2, σ2) sont deux triplets distincts de λ(g, Ti) pour un certain i ∈ 1..k, alors σ1

et σ2 sont disjointes sur Vg. Soient i 6= j, (p1, R1, σ1) ∈ λ(g, Ti) et (p2, R2, σ2) ∈ λ(g, Tj) deux tri-

plets distincts de λ(g, T ). Par construction d’un arbre de définition, il existe deux homomorphismes

hi : π → pattern(Ti) et hj : π → pattern(Tj). pattern(Ti) et pattern(Tj) ont deux constructeurs

différents aux nœuds hi(o) et hj(o). Comme (p1, R1, σ1) ∈ λ(g, Ti), il existe un homomorphisme

h′
i : π → σ1(g). De même, il existe un homomorphisme h′

2 : π → σ2(g). Comme hi(o) et hj(o)

sont étiquetés par deux constructeurs différents, h′
1(o) et h′

2(o) sont aussi étiquetés par deux construc-

teurs différents. Donc σ1(n : x) et σ2(n : x) ne sont pas unifiables. Par conséquent, σ1 et σ2 sont

disjointes sur Vg. 2

Preuve du Théorème 6.2.2 : Soient g un terme-graphe admissible, c et c′ deux graphes constructeurs

et g
+

I;Λ,σ c et g
+

I;Λ,σ′ c′ deux Λ-dérivations de surréduction distinctes. Nous commençons par

prouver le théorème lorsque ce sont les premiers pas des dérivations g
+

I;σ c et g
+

I;σ′ c′ qui diffèrent,

i.e., nous supposons que ces dérivations sont de la forme g I;σ1
g1

∗
I;σ′

1
c et g I;σ2

g2

∗
I;σ′

2
c′

et nous supposons que les triplets (p1, R1, σ1) ∈ Λ(g) et (p2, R2, σ2) ∈ Λ(g) sont différents. D’après le
lemme 6.2.3, les substitutions σ1 et σ2 sont disjointes sur Vg. Donc il existe un nœud n ∈ Ng et une
variable x ∈ Vg tels que Lg(n) = x et σ1(x) et σ2(x) ne soient pas unifiables. Puisque σ = σ′

1 ◦ σ1 et
σ′ = σ′

2 ◦ σ2, il est clair que σ(x) et σ′(x) ne sont pas non plus unifiables. Donc σ et σ′ sont disjointes
sur Vg.

Nous nous attaquons maintenant au cas général, en supposant que les dérivations de surréduction

que nous considérons sont de la forme g
∗

I;θ g′
∗

I;σ′
1

c et g
∗

I;θ g′
∗

I;σ′
2

c′ et en supposant que les

premiers pas des dérivations g′
∗

I;σ′
1

c et g′
∗

I;σ′
2

c′ sont différents. Dans ce cas, nous avons montré

que σ′
1 et σ′

2 étaient disjointes sur Vg′ . Donc il existe une variable y ∈ Vg′ telle que σ′
1(y) et σ′

2(y) ne

soient pas unifiables. Il y a deux cas à étudier selon que y ∈ Vg ou qu’il existe x ∈ Vg telle que y ∈ Vθ(x).

Premier cas, si y ∈ Vg, alors y /∈ Dθ. Donc σ(y) = (σ′
1 ◦ θ)(y) = σ′

1(y) et σ′(y) = (σ′
2 ◦ θ)(y) = σ′

2(y).

Puisque σ′
1(y) et σ′

2(y) ne sont pas unifiables, nous concluons que σ(y) et σ′(y) ne sont pas unifiables,

c’est-à-dire que σ et σ′ sont disjointes sur Vg. Deuxième cas, nous supposons qu’il existe x ∈ Vg telle

que y ∈ Vθ(x) et σ′
1(y) et σ′

2(y) ne soient pas unifiables. Comme σ(x) = σ′
1(θ(x)), σ′(x) = σ′

2(θ(x)) et

y ∈ Vθ(x), il est clair que σ(x) et σ′(x) ne sont pas unifiables, donc que σ et σ′ sont disjointes sur Vg.

2

6.2.2 Longueur des dérivations engendrées

La restriction de Λ aux termes du premier ordre développe toujours les plus petites
dérivation de surréduction [AEH94a]. Aussi, lorsque nous avons conçu Λ, nous espérions

montrer que les dérivations de surréduction engendrées par
∗

I>;Λ étaient de longueurs plus
petites que toute autre dérivation de surréduction. C’est malheureusement faux :

Exemple 6.2.4 Soit g = n1 :A(n2 :B(n3 :X,n4 :C),n5 :B(n6 :Y,n4) un terme-graphe
admissible et (R) l1 :B(l2 :C,l3 :Z) → l3 :Z une règle de réécriture. Le lecteur peut
vérifier que Λ(g) = (n2, R, σ1) où σ1 = {X 7→ p :C}. On a donc g I>;Λ,σ1 g′ avec g′ =
p1 :A(p2 :C,p3 :B(n6 :Y,p2)). De plus, comme Λ(g′) = (n5, R, σ2) avec σ2 = {Y 7→ q :C},
on déduit que g′ I>;Λ,σ2 c où c = m1 :A(m2 :C,m2). Par conséquent, il existe une Λ-

dérivation g
∗

I>;Λ,σ c où σ = {X 7→ m :C, Y 7→ m :C}. Cette Λ-dérivation est composée de
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deux Λ-pas de surréduction. Pourtant, on peut aussi effectuer la dérivation g I>;[n2,R, σ] c
qui est, elle, composée d’un seul pas de surréduction. 2

Néanmoins, nous obtenons le résultat suivant :

Theorème 6.2.5 Soient SP un WAGRS, Iune stratégie de compression, g un terme-graphe
admissible, c un graphe constructeur et θ une substitution constructeur tels que g

n
;θ c soit

une dérivation quelconque de surréduction non compressante de longueur n. Alors il existe un

graphe constructeur s et une substitution σ tels que g
m

I;Λ̄,σ s, s
.
≤ c, σ

.
≤ θ [Vg] et m ≤ n.

3

Preuve : Par hypothèse, g
n
;θ c est une dérivation de surréduction non compressante de longueur n.

Dans ce cas, on déduit de la preuve du théorème de cohérence (Théorème 5.3.4) qu’il existe une

dérivation de réécriture θ(g)
n
→ c′ de longueur n telle que c′ ∼ c. Comme θ(g)

n
→ c′, il existe une

Φ̄-dérivation de réécriture θ(g)
p
→Φ̄ c′′ de longueur p telle que p ≤ n et c′′ ∼ c′, d’après la Proposi-

tion 6.1.13. Utilisons maintenant la Proposition 6.1.14 avec S1 = s1 = g et T1 = t1 = θ(g). Il est clair

qu’il existe un D-monomorphisme h1 : S1 → T1 tel que h1(s1) = t1 et (σh1
)|Vs1

soit une substitution

constructeur. Comme c′′ est un graphe constructeur et θ(g) = t1
p
→Φ̄ c′′ est une dérivation de réécriture

de longueur p, il existe un graphe constructeur s et deux substitutions σ et η tels que s1 = g
m

I;Λ̄,σ s,

m ≤ p, η(s)
.
= c′′ et η ◦ σ

.
= σh1

[VS1
]. Comme η(s)

.
= c′′, c′′ ∼ c′ et c′ ∼ c, on déduit que s

.

≤ c.

Comme η ◦ σ
.
= σh1

[VS1
], S1 = g et σh1

= θ, on infère que σ
.

≤ θ [Vg]. Enfin, comme m ≤ p et p ≤ n,

on conclut que m ≤ n. 2

6.2.3 Nécessité des Λ-pas de surréduction compressante

Dans [AEH94a], les auteurs montrent que les Λ-pas de surréduction de termes du premier
ordre sont des pas nécessaires de surréduction. Nous généralisons leur définition dans le cas
de la Λ-surréduction de graphes admissibles :

Définition 6.2.6 (Pas de surréduction nécessaire)
Soient SP un cGRS, I une stratégie de compression et g un terme-graphe admissible. Un
pas de surréduction g I;[p,R,σ] g′ est un plus haut pas nécessaire de surréduction5 ssi pour

toute substitution constructeur η telle que σ
.
≤ η [Vg], η(g|p) est un plus haut rédex nécessaire

de η(g). 3

Nous obtenons le résultat suivant :

Theorème 6.2.7 Soient SP un ISGRS, I une stratégie de compression, g un terme-graphe
admissible et η une substitution constructeur tels que η(g) soit C-normalisable. Alors :

1. Il existe un unique triplet (p, R, σ) ∈ Λ(g) tel que σ
.
≤ η [Vg].

2. η(g|p) est un plus haut rédex nécessaire de η(g).

Autrement dit, les triplets calculés par Λ engendrent des plus hauts pas nécessaires de
surréduction. 3

Ce théorème repose sur le lemme suivant dont les origines se trouve dans [AEH94b, Theo-
rem 1] :

Lemme 6.2.8 Soient SP un ISGRS et g un terme-graphe admissible.

5outermost-needed narrowing step en anglais.
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– Si Λ(g) 3 (p, R, σ), alors pour toute substitution η telle que σ
.
≤ η [Vg], et pour toute

dérivation de réécriture de η(g) vers un terme-graphe de racine constructeur, un des-
cendant de η(g|p) est réécrit à la racine, en un ou plusieurs pas, en un terme-graphe de
racine constructeur et η(g|p) est un plus haut rédex de η(g).

– Si Λ(g) n’est pas définie, alors g ne peut pas être surréduit en un terme-graphe de racine
constructeur.

3

Preuve : Soit m le plus haut nœud fonctionnel à gauche dans g et T un arbre de définition de
l’étiquette de m dans g. Dans ce cas, Λ(g) = λ(g|m, T ). Il est clair que le lemme est vrai pour Λ(g) ssi
il est vrai pour λ(g|m, T ). Aussi, nous supposons sans perte de généralité que g est un terme-graphe
admissible de racine fonctionnelle et que T est un pdt dont le motif s’unifie avec g. On note < l’ordre
nœthérien défini par (g1, T1) < (g2, T2) ssi le graphe g1 a moins d’occurrences d’opérations définies que
le graphe g2, ou alors g1 = g2 et T1 est un sous-arbre propre de T2. On montre le lemme par induction
nœthérienne sur <. Nous étudions les différents cas de la définition de λ(g, T ) :
Cas de base : Considérons le couple (g, T ) où g est un terme-graphe admissible de racine fonctionnelle
et T = rule(π → r) où π → r est une variante d’une règle de R. Comme π et g sont unifiables, λ(g, T )
est défini et λ(g, T ) = {(Rootg, π → r, σ)} où σ est un unificateur le plus général de g par rapport

à π. Soit η une substitution telle que σ
.

≤ η [Vg]. g est un terme-graphe de racine fonctionnelle donc
η(g) est aussi un terme-graphe de racine fonctionnelle. Donc dans toute dérivation de réécriture de
η(g) vers un terme-graphe de racine constructeur, un descendant de η(g|Rootg

) doit être réécrit à la
racine en un terme-graphe de racine constructeur. D’autre part, σ est un unificateur le plus général de

g par rapport à π, donc π filtre σ(g) à la racine. Comme σ
.

≤ η [Vg], il existe une substitution θ telle
que θ ◦ σ

.
= η [Vg]. Comme π filtre σ(g) à la racine, on infère que π filtre θ(σ(g)) à la racine. Comme

θ(σ(g))
.
= η(g), on déduit de la Proposition 3.5.1 que π filtre η(g) à la racine. Donc η(g|Rootg

) est plus

haut rédex de η(g).
Cas d’induction : Considérons le couple (g, T ) où g est un terme-graphe admissible de racine
fonctionnelle, T = branch(π, o, T1, . . . , Tk), o est un nœud variable de π, o est de sorte ζ, c1, . . . , ck

(k > 0) sont différents constructeurs de la sorte ζ et pour tout j ∈ 1..k, Tj est un pdt de motif
π[o ← p : cj(o1 : x1, . . . , on : xn)] tel que n soit le nombre d’arguments de cj , x1, . . . , xn soient des
variables frâıches et p, o1, . . . , on soient de nouveaux nœuds. Comme π et g s’unifient et comme π
est un motif, on déduit qu’il existe un unificateur le plus général τ de g par rapport à π ainsi qu’un
homomorphisme h : π → τ(g). Trois cas sont à étudier, selon l’étiquette du nœud h(o) dans τ(g).
Cas 1 : h(o) est un nœud constructeur :
Dans ce cas, il y a deux possibilités. Si il existe i ∈ 1..k tel que pattern(Ti) et g s’unifient, alors
λ(g, T ) ⊇ λ(g, Ti). Par hypothèse d’induction, le lemme est vrai pour λ(g, Ti) donc il est aussi vrai
pour λ(g, T ). Si il n’existe pas i ∈ 1..k tel que pattern(Ti) et g s’unifient, alors l’opération Lg(Rootg)
est incomplètement définie par le système de réécriture R. Donc g ne peut pas être surréduit en un
terme-graphe de racine constructeur et λ(g, T ) n’est pas défini.
Cas 2 : h(o) est un nœud fonctionnel de g :
Posons Lg(h(o)) = f . Soit T ′ l’arbre de définition de f . On distingue le cas où λ(τ(g|h(o)), T

′) est
défini et le cas où λ(τ(g|h(o)), T

′) n’est pas défini.
Cas 2.1 : Supposons que λ(τ(g|h(o)), T

′) 3 (p,R, σ′), où p est un nœud fonctionnel de τ(g|h(o)), R est
une variante d’une règle de R et σ′ est une substitution. Alors λ(g, T ) est défini et λ(g, T ) 3 (p,R, σ)

avec σ = σ′ ◦ τ . Soit η une substitution telle que σ
.

≤ η [Vg]. Nous montrons que dans toute dérivation
de réécriture de η(g) vers un terme-graphe de racine constructeur, un descendant de η(g|h(o)) doit être
réécrit à la racine en un terme-graphe de racine constructeur.

Supposons que η(g) puisse se réécrire à la racine en un terme-graphe de racine constructeur. Dans
ce cas, g lui-même peut se surréduire à la racine en un terme-graphe de racine constructeur (en utilisant
par exemple la substitution η). Par définition d’un ISGRS, toutes les règles l → r de R dont le membre
gauche s’unifie avec g sont représentées par une feuille rule(l′ → r′) de T , où l′ → r′ est une variante
de l → r. Par construction d’un arbre de définition, si l → r est représentée par une feuille de T , alors
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π filtre l à la racine, i.e., il existe un homomorphisme h′ : π → l. Par hypothèse, T est un pdt dont
la racine est étiquetée par le symbole branch et pas par le symbole rule. Donc π filtre l sans être un
renommage de l. Ceci implique que h′(o) est un nœud constructeur de l. Pourtant, dans le cas que nous
considérons, nous supposons que h(o) est un nœud fonctionnel de g. Donc il n’existe pas de règle de R
dont le membre gauche s’unifie avec g. Par conséquent, g ne peut pas se surréduire à la racine en un
terme-graphe de racine constructeur et dans toute dérivation de surréduction de g en un terme-graphe
de racine constructeur, il existe un pas de surréduction qui se fait au nœud h(o). De ce fait, on déduit
qu’il est impossible de réécrire η(g) à la racine en un terme-graphe de racine constructeur (sinon g
lui-même pourrait se surréduire à la racine en un terme-graphe de racine constructeur). De plus, dans
toute dérivation de réécriture de η(g) qui contient un pas de réécriture à la racine, un descendant de
η(g|h(o)) doit être réécrit à la racine en un terme-graphe de racine constructeur.

Nous montrons maintenant que dans toute dérivation de réécriture de η(g|h(o)) vers un terme-
graphe de racine constructeur, un descendant de η((g|h(o))|p) est réécrit à la racine en un terme-

graphe de racine constructeur. Comme τ est un unificateur le plus général de g par rapport
à π, τ est une substitution constructeur, donc τ(g|h(o)) a moins d’opérations définies que g. Par
conséquent, (τ(g|h(o)), T

′) < (g, T ). Donc par hypothèse d’induction, pour toute substitution η′ telle

que σ′
.

≤ η′ [Vτ(g|h(o)
], et pour toute toute dérivation de réécriture de η′(τ(g|h(o))) vers un terme-

graphe de racine constructeur, un descendant de η′(τ((g|h(o))|p)) est réécrit en un terme-graphe de

racine constructeur. Par hypothèse, σ
.

≤ η [Vg] et σ = σ′ ◦ τ . Donc il existe une substitution θ telle

que θ ◦ σ′ ◦ τ
.
= η [Vg]. Posons η′ = θ ◦ σ′. On a η′ ◦ τ

.
= η [Vg]. De plus, on a σ′

.

≤ η′ [Vτ(g)], donc en

particulier σ′
.

≤ η′ [Vτ(g|h(o))]. On déduit donc de l’hypothèse d’induction que dans toute dérivation de

réécriture de η′(τ(g|h(o)))
.
= η(g|h(o)) vers un terme-graphe de racine constructeur, un descendant de

η′(τ((g|h(o))|p))
.
= η((g|h(o))|p) est réécrit en un terme-graphe de racine constructeur.

Nous avons prouvé que dans toute dérivation de réécriture de η(g) vers un terme-graphe de racine
constructeur, un descendant de η(g|h(o)) doit être réécrit à la racine en un terme-graphe de racine
constructeur. De plus, dans toute dérivation de réécriture de η(g|h(o)) vers un terme-graphe de racine
constructeur, un descendant de η((g|h(o))|p) = η(g|p) est réécrit à la racine en un terme-graphe de

racine constructeur. Donc par transitivité, dans toute dérivation de réécriture de η(g) vers un terme-
graphe de racine constructeur, un descendant de η(g|p) est réécrit à la racine en un terme-graphe de
racine constructeur.

D’autre part, η′(τ((g|h(o))|p))
.
= η(g|p) est un plus haut rédex de η′(τ(g|h(o)))

.
= η(g|h(o)) par

hypothèse d’induction. Comme π filtre τ(g) à la racine, π filtre η′(τ(g)) à la racine. Comme η′(τ(g))
.
=

η(g), on déduit de la Proposition 3.5.1 que π filtre η(g) à la racine. π est un motif et o est un nœud
variable de π, donc il existe un chemin allant de Rootη(g) vers µ(o) dans η(g) et tous les nœuds de ce
chemin sont constructeurs, sauf Rootη(g) et h(o). Nous avons montré que η(g) n’était pas un rédex.
Donc il n’existe pas de rédex sur le chemin allant de Rootη(g) vers h(o). Comme η(g|p) est un plus
haut rédex de η(g|h(o)), on conclut que η(g|p) est un plus haut rédex de η(g).

Cas 2.2 : Supposons que λ(τ(g|h(o)), T
′) ne soit pas défini. Alors λ(g, T ) n’est pas défini, lui non

plus. De plus, par hypothèse d’induction, τ(g|h(o)) ne peut pas être surréduit (donc réécrit) en un
terme-graphe de racine constructeur. De même que dans le cas 2.1, g ne peut pas être surréduit à la
racine en un terme-graphe de racine constructeur et dans toute dérivation de réécriture de η(g) vers
un terme-graphe de racine constructeur, un descendant de η(g|h(o)) doit être réécrit à la racine en un
terme-graphe de racine constructeur. Comme τ(g|h(o)) ne peut pas être réécrit en un terme-graphe de
racine constructeur, η(g) ne peut pas non plus être réécrit en un terme-graphe de racine constructeur.
Si g pouvait se surréduire en un terme-graphe de racine constructeur, alors η(g) pourrait se réécrire
en un terme-graphe de racine constructeur, ce qui est impossible. Donc g ne peut pas être surréduit
en un terme-graphe de racine constructeur.

Cas 3 : h(o) est un nœud variable de g :

τ est un unificateur le plus général de g par rapport à π. De plus, o et h(o) sont étiquetés avec des

variables. Donc il existe un nœud q étiqueté par une variable dans g tel que h(o) ∈ Nτ(g|q). Puisque
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pattern(T ) = π[o ← p : cj(o1 : x1, . . . , on : xn)] pour tout i ∈ 1..k, il est clair que pattern(Ti) s’unifie

avec g pour tout i ∈ 1..k. Par conséquent, λ(g, T ) ⊇ λ(g, Ti) pour tout i ∈ 1..k. Par hypothèse

d’induction, le lemme est vérifié par λ(g, Ti) pour tout i ∈ 1..k. Donc il l’est aussi par λ(g, T ). 2

Preuve du Théorème 6.2.7 : Soient g un terme-graphe admissible et η une substitution constructeur

tels que η(g) soit C-normalisable. On déduit du Lemme 6.1.11 qu’il existe un triplet (p,R, σ) ∈ Λ(g) tel

que σ
.

≤ η [Vg]. On doit montrer que ce triplet est unique. Supposons qu’il existe deux triplets distincts

(p1, R1, σ1) et (p2, R2, σ2) tels que σ1

.

≤ η [Vg] et σ2

.

≤ η [Vg]. Alors il existe deux substitutions θ1

et θ2 telles que θ1 ◦ σ1
.
= η [Vg] et θ2 ◦ σ2

.
= η [Vg]. En conséquence, pour toute variable x ∈ Vg,

θ1(σ1(x))
.
= θ2(σ2(x)). Aussi, σ1 et σ2 ne sont pas des substitutions disjointes, ce qui est impossible

d’après le Lemme 6.2.3. Nous devons encore montrer que η(g|p) est un plus haut rédex nécessaire de

η(g). C’est une conséquence immédiate du Lemme 6.2.8. Aussi, nous concluons que g I;[p,R,σ] g′ est

un plus haut pas nécessaire de surréduction et donc que les triplets calculés par Λ engendrent des plus

hauts pas nécessaires de surréduction. 2

6.3 Surréduction parallèle compressante de graphe

Dans la définition d’un pas de surréduction compressante, nous utilisons des pas de
réécriture simples. Or la relation de réécriture parallèle (cf. Définition 4.3.4) est beaucoup
plus efficace. Aussi, on peut définir une nouvelle relation de surréduction compressante :

Définition 6.3.1 (Surréduction parallèle compressante de graphe)
Soient SP = 〈Σ,R〉 un cGRS, Iune stratégie de compression, g1 un terme-graphe admissible,
g2 un graphe, σ une substitution R1, . . . , Rn n règles de réécriture de R et p1, . . . , pn n nœuds
distincts de g1. On définit le pas de surréduction parallèle compressante de g1 en g2 aux nœuds
p1, . . . , pn avec les règles R1, . . . , Rn et la substitution σ en posant g1 I;bb [p1,R1]...[pn,Rn],σ g2

ssi il existe un graphe g′1 tel que I(σ(g1)) = g′1 avec le V-homomorphisme h : σ(g1) → g′1 et
g′1 −→bb [h(p1),R1]...[h(pn),Rn] g2. 3

6.3.1 Définition de I;bb ¯̄Λ,Φ̄

Dans la définition du pas de surréduction parallèle compressante, plusieurs paramètres
ne sont pas fixés. En effet, il faut exhiber des nœuds et des règles de réécriture pour ef-
fectuer les pas de réécriture parallèle. Pour cela, nous utilisons la stratégie de réécriture Φ̄
(cf. Définition 4.3.14).

Quant aux calculs des substitutions, nous pourrions utiliser celles qui apparaissent dans
les triplets calculés par Λ̄. Mais ces substitutions sont parfois redondantes. En effet, nous
avons vu dans l’Exemple 6.1.5 que Λ̄(g) = {(n2, R3, σ1), (n5, R4, σ2), (n7, R4, σ2), (n6, R7, Id)}
où les substitutions σ1 et σ2 sont définies par σ1 = {x 7→ r1 : a, y 7→ r2 : a} et σ2 = {y 7→
r3 : a}. Il est clair que σ1 est moins général que σ2. Aussi, il n’est pas forcément utile de
considérer σ1 tout de suite pour faire un pas de surréduction ; l’affectation de la variable x

sera éventuellement faite plus tard dans le calcul.

Bref, nous améliorons le calcul des substitutions de Λ̄ en définissant la stratégie parallèle
de surréduction ¯̄Λ :

Définition 6.3.2 (Stratégie ¯̄Λ)
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Soient SP un WAGRS et g un terme-graphe admissible. ¯̄Λ est la fonction partielle telle que :

¯̄Λ(g) =



























































∃(p, R, σ) ∈ Λ̄(g),
(∀(q, S, θ) ∈ Λ̄(g),

si θ
.
≤ σ [Vg] et θ 6

.
= Id [Vg],

alors σ
.
= θ [Vg])

σ|Vg
telle que et

(∃C ∈ Pathsg(Rootg, p),
∀(q, S, θ) ∈ Λ̄(g),

si θ
.
≤ σ [Vg] et q ∈ C,

alors σ
.
= θ [Vg])



























































/
.
=

3

Dans la définition de ¯̄Λ(g), la première condition sélectionne les substitutions les moins
instanciées parmi celles de Λ̄(g) qui ne sont pas l’identité, en plus de l’identité s’il existe un
triplet (p, R, Id) dans Λ̄(g). La seconde condition permet d’éliminer les substitutions qui sont
en dessous de l’identité dans tous les chemins du graphe. On remarque que cette condition est
différente de celle donnée dans [AEH97a] du fait du partage de sous-graphes. Enfin, l’ensemble
¯̄Λ(g) est défini à la bisimilarité près : si A dénote un ensemble de substitutions, A/

.
= dénote

l’ensemble “quotient” de A par
.
= qui est constitué de représentants de A au renommage et

à la bisimilarité près.

Définition 6.3.3 ( ¯̄Λ-surréduction parallèle compressante)
Soient SP = 〈Σ,R〉 un WAGRS et I une stratégie de compression. La relation de ¯̄Λ-
surréduction parallèle compressante I;bb ¯̄Λ,Φ̄ est définie par :

g1 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ
g2 ⇐⇒ σ ∈ ¯̄Λ(g1), I(σ(g1)) = g′1 et g′1 −→bb Φ̄(g′1)

g2

3

Exemple 6.3.4 Considérons de nouveau l’Exemple 6.1.5. Nous calculons maintenant ¯̄Λ(g).
Dans la Figure 6.8, nous représentons les positions relatives des triplets de Λ̄(g) dans g. Ce
“graphe” n’a pas de définition formelle mais il facilite la compréhension du calcul de ¯̄Λ(g).
On rappelle que les substitutions σ1 et σ2 sont définies par σ1 = {x 7→ r1 : a, y 7→ r2 : a} et
σ2 = {y 7→ r3 : a}.

n1

(n5, R4, σ2)

n4

(n6, R7, Id)(n2, R3, σ1)

n3 n8(n7, R4, σ2)

Fig. 6.8:

Calculer ¯̄Λ(g) consiste à effacer les triplets (p, R, σ) ∈ Λ̄(g) tels que σ /∈ ¯̄Λ(g). (n2, R3, σ1)

doit être éliminé parce que σ2

.
≤ σ1 [Vg]. (n7, R4, σ2) doit être effacé parce que le seul chemin

allant de n1 vers n7 (c’est-à-dire, [n1, 2, n6, 2, n7]) contient le nœud n6 et (n6, R7, Id) ∈ Λ̄(g) et
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Id
.
≤ σ2 [Vg]. On conserve (n5, R4, σ2) puisqu’il existe un chemin C = [n1, 1, n2, 3, n5] tel que

pour tout (q, R, θ) ∈ Λ̄(g), si q ∈ C (par exemple, n2), alors σ2

.
≤ θ [Vg]. On conserve le triplet

(n6, R7, Id) pour les mêmes raisons. Par conséquent, nous concluons que ¯̄Λ(g) = {Id, σ2}.
Pour finir, calculons le ¯̄Λ-pas de surréduction parallèle compressante maxi-

male commençant avec g avec la substitution σ2. Le lecteur peut vérifier que
σ2(g) = n1 :f(n2 :g(n3 :x,r3 :a,n5 :h(r3)),n6 :i(n5,n7 :h(r3),n8 :a). De plus
I>(σ2(g)) = g′′ où g′′ = p1 :f(p2 :g(n3 :x,p3 :a,p4 :h(p3)),p5 :i(p4,p4,p3)) (cf. Fi-
gure 6.9). D’après la Définition 4.3.14, Φ̄(g′′) = Outer(g′′, S) où

p1 :f

p4 :h

p5 :ip2 :g

p3 :a

n3 :x

p2 :g

p3 :a

p1 :f

n3 :x

g′′ g′

Fig. 6.9:

S = ϕ̄(g′′|p1, T 1
f ) ∪ ϕ̄(g′′|p1, T 2

f )

= ϕ̄(g′′|p2, Tg) ∪ ϕ̄(g′′|p5, T 1
i ) ∪ ϕ̄(g′′|p5, T 2

i ) ∪ ϕ̄(g′′|p5, T 3
i )

= ∅ ∪ ϕ̄(g′′|p4, Th) ∪ ϕ̄(g′′|p4, Th) ∪ {(p5, R7)}

= {(p4, R4), (p5, R7)}

Outer(g′′, S) sélectionne les plus hauts nœuds de S dans g′′, donc Φ̄(g′′) = {(p4, R4), (p5, R7)}.
Le lecteur peut vérifier que g′′ −→bb Φ̄ g′ avec g′ = p1 :f(p2 :g(n3 :x,p3 :a,p3),p3) (cf. Fi-
gure 6.9). Donc on conclut que g I>;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ2

g′. 2

6.3.2 Cohérence de I;bb ¯̄Λ,Φ̄

Dans cette section, nous montrons le résultat suivant :

Theorème 6.3.5 Soient SP un WAGRS et I une stratégie de compression. I;bb ¯̄Λ,Φ̄ est
cohérente sur SP , i.e., pour tout terme-graphe admissible g, pour tout graphe constructeur c

et pour toute substitution θ tels que g
∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,θ
c, il existe un terme-graphe constructeur s

tel que θ(g)
∗
→ s et s

.
= c. 3

Preuve : On montre de manière plus générale que pour tout terme-graphe admissible g1 et g2 et

pour toute substitution θ tels que g1

∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,θ
g2, il existe un terme-graphe g′2 tel que θ(g)

∗
→ g′2

et g′2 B g2. Nous faisons ceci par induction sur la longueur n de la dérivation g1

n

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,θ
g2. Le

cas n = 0 est évident. Soit g1 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ
g2

n

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,θ
g3 une dérivation de longueur n + 1. Comme

g1 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ
g2, il existe un terme-graphe g′1 tel que I(σ(g1)) = g′1 et g′1 −→bb Φ̄ g2. Comme g′1 −→bb Φ̄ g2,

on déduit que g′1
∗
→ g2 d’après la Proposition 4.3.6. Nous avons σ(g1) B g′1 et g′1

∗
→ g2, donc d’après

la Proposition 5.4.1, il existe un terme-graphe g′2 tel que σ(g1)
∗
→ g′2 et g′2 B g2. Par ailleurs, nous

avons g2

n

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,θ
g3, donc il existe un terme-graphe g′3 tel que θ(g2)

∗
→ g′3 et g′3 B g3 par hypothèse
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d’induction. Comme g′2 B g2, il est clair que θ(g′2) B θ(g2). Nous avons θ(g′2) B θ(g2) et θ(g2)
∗
→ g′3,

donc d’après la Proposition 5.4.1, il existe un terme-graphe g′′3 tel que θ(g′2)
∗
→ g′′3 et g′′3 B g′3. Nous

avons vu que σ(g1)
∗
→ g′2, donc θ(σ(g1))

∗
→ θ(g′2). Comme θ(σ(g1))

∗
→ θ(g′2) et θ(g′2)

∗
→ g′′3 , nous

déduisons que θ(σ(g1))
∗
→ g′′3 . Comme g′′3 B g′3 et g′3 B g3, nous concluons que g′′3 B g3. 2

6.3.3 Complétude de I;bb ¯̄Λ,Φ̄

Dans ce paragraphe, nous nous attaquons au résultat suivant :

Theorème 6.3.6 Soient SP un WAGRS et I une stratégie de compression. I;bb ¯̄Λ,Φ̄ est
complète sur SP , i.e., pour tout terme-graphe admissible g, pour tout graphe constructeur c
et pour toute substitution constructeur θ tels que θ(g)

∗
→ c, il existe un graphe constructeur s

et une substitution σ tels que g
∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ
s, s

.
≤ c et σ

.
≤ θ [Vg]. 3

Notre preuve du théorème ci-dessus est proche de celle donnée dans [AEH97b] pour le
cas des termes du premier ordre. Elle nécessite plusieurs propositions que nous énonçons
maintenant.

Proposition 6.3.7 Soient SP un WAGRS, g un terme-graphe admissible et T un pdt dont
le motif s’unifie avec g. Si (p, R, θ) ∈ λ̄(g, T ), alors (p, R) ∈ ϕ̄(θ(g), T ). 3

Preuve : On note < l’ordre nœthérien défini par (g1, T1) < (g2, T2) ssi le graphe g1 a moins
d’occurrences d’opérations définies que le graphe g2, ou alors g1 = g2 et T1 est un sous-arbre propre de
T2. On montre par induction nœthérienne sur < que si (p,R, θ) ∈ λ̄(g, T ), alors (p,R) ∈ ϕ̄(θ(g), T ).
Nous étudions les différents cas de la définition de λ̄(g, T ) :
Cas de base : Considérons le couple (g, T ) où g est un terme-graphe admissible de racine fonctionnelle
et T = rule(π → r) tel que π → r soit une variante d’une règle de R. Soit (p,R, θ) ∈ λ̄(g, T ). On déduit
de la définition de λ̄ que p = Rootg, R = π → r et θ est un unificateur le plus général de g par rapport
à π. Comme θ est un unificateur de g par rapport à π, il existe un homomorphisme h : π → θ(g). Donc
π filtre θ(g) à la racine. Par conséquent, ϕ̄(θ(g), T ) est défini et ϕ̄(θ(g), T ) = {(Rootg, π → r)}. Donc
(p,R) ∈ ϕ̄(θ(g), T ).
Cas d’induction : Considérons le couple (g, T ) où g est un terme-graphe admissible de racine
fonctionnelle, T = branch(π, o, T1, . . . , Tk), o est un nœud variable de π, o est de sorte ζ, c1, . . . , ck

(k > 0) sont différents constructeurs de la sorte ζ et pour tout j ∈ 1..k, Tj est un pdt de motif
π[o ← p : cj(o1 : x1, . . . , on : xn)] tel que n soit le nombre d’arguments de cj , x1, . . . , xn soient des
variables frâıches et p, o1, . . . , on soient de nouveaux nœuds. Soit (p,R, θ) ∈ λ̄(g, T ). Nous étudions les
différents cas de la définition de λ̄(g, T ) lorsque la racine du motif de T est étiquetée par branch.
Cas 1 : Supposons qu’il existe i ∈ 1..k tel que g et pattern(Ti) soient unifiables. Alors λ̄(g, T ) ⊇
λ̄(g, Ti). De plus, le triplet (p,R, θ) que nous considérons est dans λ̄(g, Ti) pour un certain i ∈ 1..k.
Comme (g, Ti) < (g, T ), nous déduisons de l’hypothèse d’induction que (p,R) ∈ ϕ̄(θ(g), Ti). Comme
ϕ̄(θ(g), Ti) est défini, pattern(Ti) filtre g à la racine, donc ϕ̄(θ(g), T ) est défini et ϕ̄(θ(g), T ) =
ϕ̄(θ(g), Ti). Par conséquent, (p,R) ∈ ϕ̄(θ(g), T ).
Cas 2 : Supposons qu’il n’existe pas i ∈ 1..k tel que g et pattern(Ti) soient unifiables. Soient τ un
unificateur le plus général de g par rapport à π et h l’homomorphisme allant de π vers τ(g). Dans le
cas que nous considérons ici, h(o) est étiqueté par une opération définie f . Soit F = {T ′

1 , . . . , T ′
k} une

forêt d’arbres de définition de f et soit S = λ̄(τ(g|h(o)), T
′
1 ) ∪ . . . ∪ λ̄(τ(g|h(o)), T

′
k).

Nous avons choisi (p,R, θ) ∈ λ̄(g, T ), donc par définition de λ̄, il existe une substitution θ′ et un
entier i ∈ 1..k tels que (p,R, θ′) ∈ λ̄(τ(g|h(o)), T

′
i ) et θ = θ′ ◦ τ . Comme τ est un unificateur le plus

général de g par rapport à π, τ est une substitution constructeur. Donc τ(g|h(o)) a moins d’opérations
définies que g, i.e., (τ(g|h(o)), T

′
i ) < (g, T ). Aussi, par hypothèse d’induction, ϕ̄(θ′(τ(g|h(o))), T

′
i ) est

défini et (p,R) ∈ ϕ̄(θ′(τ(g|h(o))), T
′

i ). Comme θ = θ′ ◦ τ et comme h(o) est un nœud fonctionnel de g,
donc de θ(g), on infère que (p,R) ∈ ϕ̄(θ(g)|h(o), T

′
i ).
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Par hypothèse, T = branch(π, o, T1, . . . , Tk). De plus, il existe un homomorphisme h allant de π

vers τ(g). Comme θ = θ′ ◦ τ , il est clair qu’il existe un homomorphisme h′ : π → θ(g). Comme h(o)

est étiqueté par une opération définie f , h′(o) est aussi étiqueté par f . Aussi ϕ̄(θ(g), T ) est défini

et comme F = {T ′
1 , . . . , T ′

k} est une forêt d’arbres de définition de f , on déduit que ϕ̄(θ(g), T ) =

ϕ̄(θ(g)|h(o), T
′
1 )∪ . . .∪ ϕ̄(θ(g)|h(o), T

′
k) par définition de ϕ̄. Nous avons vu que (p,R) ∈ ϕ̄(θ(g)|h(o), T

′
i ).

Donc il est clair que (p,R) ∈ ϕ̄(θ(g), T ). 2

Proposition 6.3.8 Soient SP un WAGRS, g un terme-graphe admissible et θ une substitu-
tion constructeur tels que Φ̄(g) = ∅ et Φ̄(θ(g)) 6= ∅. Alors l’ensemble {σ ∈ ¯̄Λ(g) | σ

.
≤ θ et σ 6

.
=

Id} est non vide. 3

Preuve : Soit (p,R) ∈ Φ̄(θ(g)). Nous déduisons du Lemme 6.1.11 qu’il existe une substitution σ telle

que (p,R, σ) ∈ Λ̄(g) et σ
.

≤ θ [Vg]. Par conséquent, l’ensemble A = {(p,R, σ) ∈ Λ̄(g) | σ
.

≤ θ [Vg]} n’est

pas vide. Nous affirmons que σ 6
.
= Id [Vg] pour tout (p,R, σ) ∈ Λ̄(g). En effet, d’après la définition de

Λ̄, si n est le plus haut nœud fonctionnel à gauche de g, il existe un arbre de définition T dont le motif

s’unifie avec g|n tel que (p,R, σ) ∈ λ̄(g|n, T ). De plus, d’après la Proposition 6.3.7, (p,R) ∈ ϕ̄(σ(g|n), T ),

donc Φ̄(σ(g)) 6= ∅. Si σ
.
= Id [Vg], alors σ(g) et g sont égaux au renommage de nœuds et des variables

près. Comme Φ̄(σ(g)) 6= ∅, nous déduisons que Φ̄(g) 6= ∅, ce qui est impossible par hypothèse. Par

conséquent, il n’existe pas de triplet (p,R, σ) ∈ Λ̄(g) tel que σ
.
= Id [Vg]. Donc l’ensemble A =

{(p,R, σ) ∈ Λ̄(g) | σ
.

≤ θ [Vg]} est égal à l’ensemble B = {(p,R, σ) ∈ Λ̄(g) | σ
.

≤ θ [Vg] et σ 6
.
= Id [Vg]}.

Comme A 6= ∅ et A = B, nous déduisons que B 6= ∅. Pour finir, ¯̄Λ(g) choisit un ensemble de

substitutions minimales par rapport à
.

≤ parmi celles intervenant dans les triplets de Λ̄(g). De plus, ¯̄Λ(g)

restreint le domaine de ces substitutions à Vg. Enfin, toutes les substitutions σ apparaissant dans les

triplets de B satisfont σ
.

≤ θ [Vg]. Comme l’ensemble B = {(p,R, σ) ∈ Λ̄(g) | σ
.

≤ θ [Vg] et σ 6
.
= Id [Vg]}

est non vide, nous concluons que l’ensemble C = {σ ∈ ¯̄Λ(g) | σ
.

≤ θ et σ 6
.
= Id} est non vide. 2

Proposition 6.3.9 Soient SP un WAGRS, g un terme-graphe admissible et θ une substi-
tution constructeur tels que l’ensemble A = {σ ∈ ¯̄Λ(g) | σ

.
≤ θ et σ 6

.
= Id} soit vide. Alors

Φ̄(θ(g)) ⊆ Φ̄(g). 3

Preuve : Soit (p,R) ∈ Φ̄(θ(g)). Nous affirmons que (p,R) ∈ Φ̄(g). En effet, si (p,R) ∈ Φ̄(θ(g)), alors

il existe une substitution η telle que (p,R, η) ∈ Λ̄(g) et η
.

≤ θ [Vg], d’après le Lemme 6.1.11. Il y a
deux cas à étudier.
Cas 1 : Supposons qu’il existe σ ∈ ¯̄Λ(g) telle que η

.
= σ [Vg] :

Comme σ
.
= η [Vg] et η

.

≤ θ [Vg], nous déduisons que σ
.

≤ θ [Vg]. Par hypothèse, l’ensemble {σ ∈ ¯̄Λ(g) |

σ
.

≤ θ et σ 6
.
= Id} est vide, donc σ

.
= Id. Comme η

.
= σ [Vg] et σ

.
= Id, nous inférons que η

.
= Id [Vg].

Soit m le plus haut nœud fonctionnel à gauche dans θ(g) et soit F = {T1, . . . , Tk} une forêt d’arbres
de définition de l’étiquette de m. On a alors Φ̄(θ(g)) = Outer(θ(g), S) avec S = ϕ̄(θ(g)|m, T1) ∪

. . . ∪ ϕ̄(θ(g)|m, Tk). Comme (p,R) ∈ Φ̄(θ(g)), p est un plus nœud fonctionnel de θ(g) parmi ceux qui
apparaissent dans les couples de S. θ est une substitution constructeur et m est le plus haut nœud
fonctionnel à gauche dans θ(g), donc m est aussi le plus haut nœud fonctionnel à gauche dans g.
De plus, on a Λ̄(g) = λ̄(g|m, T1) ∪ . . . ∪ λ̄(g|m, Tk). Comme (p,R, η) ∈ Λ̄(g), il existe i ∈ 1..k tel
que (p,R, η) ∈ λ̄(g|m, Ti). Aussi, (p,R) ∈ ϕ̄(η(g|m), Ti), d’après la Proposition 6.3.7. Nous avons vu
que η

.
= Id [Vg]. Donc η(g) et g sont égaux au renommage des nœuds et des variables près. Comme

(p,R) ∈ ϕ̄(η(g|m), Ti), nous déduisons que (p,R) ∈ ϕ̄(g|m, Ti).
Nous avons vu que p était un plus nœud fonctionnel de θ(g) parmi ceux qui apparaissent dans

les couples de S = ϕ̄(θ(g)|m, T1) ∪ . . . ∪ ϕ̄(θ(g)|m, Tk). Nous affirmons que p est aussi un plus nœud

fonctionnel de g parmi ceux qui apparaissent dans les couples de T = ϕ̄(g|m, T1) ∪ . . . ∪ ϕ̄(g|m, Tk),
c’est-à-dire, (p,R) ∈ Φ̄(g) (puisque Φ̄(g) = Outer(g, T )). En effet, dans le cas contraire, il existerait
des couples (q, S) ∈ T tels que q soit au dessus de p dans g. Mais comme ces nœuds q sont des nœuds
fonctionnels et que θ est une substitution constructeur, ces nœuds q existeraient aussi au dessus de
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p dans θ(g) et les couples (q, S) appartiendraient tous à S. Aussi, p ne pourrait pas être un plus
nœud fonctionnel de θ(g) parmi ceux qui apparaissent dans les couples de S. Autrement dit, (p,R) ne
pourrait pas être un couple de Φ̄(θ(g)) ce qui est contraire à l’hypothèse. Par conséquent, (p,R) ∈ Φ̄(g).

Cas 2 : Supposons que η 6
.
= σ [Vg] pour tout σ ∈ ¯̄Λ(g) :

Dans ce cas, il existe une substitution σ ∈ ¯̄Λ(g) telle que σ 6
.
= η [Vg] et σ

.

≤ η, par définition de ¯̄Λ. De

plus, comme σ
.

≤ η et η
.

≤ θ [Vg] et l’ensemble {σ ∈ ¯̄Λ(g) | σ
.

≤ θ et σ 6
.
= Id} est vide, nous déduisons

que σ
.
= Id. Par conséquent, la substitution η|Vg

n’apparâıt pas dans ¯̄Λ(g) parce qu’elle a été effacée

avec la seconde clause de la définition de ¯̄Λ : tous les chemins allant de Rootg vers p dans g passent

par un certain nœud q tel qu’il existe (q, S, γ) ∈ Λ̄(g) avec γ
.
= Id [Vg]. Comme θ est une substitution

constructeur et p est un nœud fonctionnel, aucun nouveau chemin allant du nœud Rootg vers le nœud

p n’a été créé dans θ(g). Donc tous les chemins allant de Rootθ(g) vers p dans θ(g) passent par les

nœuds q définis précédemment. Le calcul de Φ̄(θ(g)) sélectionne des plus hauts nœuds fonctionnels.

Comme tous les nœuds q sont au dessus de p dans θ(g), nous concluons que (p,R) /∈ Φ̄(θ(g)), ce qui

est impossible. Par conséquent, le cas 2 n’est pas possible. 2

Nous utilisons les trois propositions précédentes pour prouver le lemme clef suivant :

Lemme 6.3.10 Soient SP un WAGRS, Iune stratégie de compression, g0 un terme-graphe
admissible, c un graphe constructeur et θ une substitution constructeur tels que θ 6

.
= Id [Vg]

et θ(g0)
∗
→ c. Alors il existe une dérivation g0 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id

g1 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
. . . I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id

gn tels

que n ≥ 0 et soit (1) gn est un graphe constructeur tel que gn

.
≤ c, soit (2) l’ensemble

A = {σ ∈ ¯̄Λ(gn) | σ
.
≤ θ et σ 6

.
= Id} est non vide. 3

Preuve : Nous distinguons deux cas, celui où la dérivation g0 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
g1 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id

. . . est finie et
celui où elle est infinie.
Cas 1 : La dérivation g0 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id

g1 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
. . . est finie :

Soit gn le dernier terme-graphe de cette dérivation. Comme g0

∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
gn, nous déduisons du

théorème de cohérence de I;bb ¯̄Λ,Φ̄ (Théorème 6.3.5) qu’il existe un terme-graphe g′n tel que Id(g0) =

g0
∗
→ g′n et g′n

.
= gn. Comme g0

∗
→ g′n et g′n

.
= gn, il est clair que θ(g0)

∗
→ θ(g′n) et θ(g′n)

.
= θ(gn). Par

hypothèse, θ(g0)
∗
→ c et c est un graphe constructeur ; de plus, θ(g0)

∗
→ θ(g′n). Comme → est confluente

au renommage des nœuds près (Théorème 3.3.4), nous déduisons qu’il existe un graphe constructeur

c′ tel que θ(g′n)
∗
→ c′ et c′ ∼ c. Comme θ(g′n)

.
= θ(gn) et θ(g′n)

∗
→ c′ où c′ est un graphe constructeur,

nous déduisons du théorème de confluence de → modulo la bisimilarité (Théorème 3.3.7) qu’il existe

un graphe constructeur d tel que θ(gn)
∗
→ d et d

.
= c′. Il y a deux nouveaux cas à étudier.

Cas 1.1 : Si θ(gn) est un graphe constructeur, alors θ(gn) = d. Comme c ∼ c′ et c′
.
= d et d = θ(gn),

nous déduisons que θ(gn)
.
= c, c’est-à-dire gn

.

≤ c.

Cas 1.2 : Si θ(gn) n’est pas un graphe constructeur, alors θ(gn)
+
→ d. Comme Φ̄ est C-normalisante

(Théorème 4.3.19), on infère que Φ̄(θ(gn)) 6= ∅. De plus, gn est le dernier terme-graphe de la dérivation

g0 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
g1 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id

. . . I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
gn, donc Id /∈ ¯̄Λ(gn) (sinon, on pourrait faire un nouveau pas

gn I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
gn+1). Comme Id /∈ ¯̄Λ(gn), on ne peut pas réécrire gn. Aussi, Φ̄(gn) = ∅. Nous avons

montré que Φ̄(gn) = ∅ et Φ̄(θ(gn)) 6= ∅, donc d’après la Proposition 6.3.8, l’ensemble A = {σ ∈ ¯̄Λ(gn) |

σ
.

≤ θ et σ 6
.
= Id} n’est pas vide.

Cas 2 : La dérivation g0 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
g1 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id

. . . est infinie :

Supposons qu’il n’existe pas de terme-graphe gn tel que l’ensemble A = {σ ∈ ¯̄Λ(gn) | σ
.

≤ θ et σ 6
.
= Id}

soit non vide. Alors, d’après la Proposition 6.3.9, Φ̄(θ(gn)) ⊆ Φ̄(gn) pour tout n ≥ 0. Comme toutes les

substitutions utilisées dans la dérivation g0 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
g1 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id

. . . sont l’identité, on peut voir cette

dérivation comme une dérivation alternant des pas de compression et des pas de réécriture calculés par

Φ̄ : g0 B g′0 −→bb Φ̄ g1 B g′1 −→bb Φ̄ g2 . . .. Nous avons vu que Φ̄(θ(gn)) ⊆ Φ̄(gn) pour tout n ≥ 0. Comme
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gn B g′n, nous inférons que Φ̄(θ(g′n)) ⊆ Φ̄(g′n) pour tout n ≥ 0. En conséquence, il existe une dérivation

infinie commençant avec θ(g0) qui alterne des pas de compression et des pas de réécriture calculés par

Φ̄ de la forme θ(g0) B θ(g′0) −→bb Φ̄ θ(g1) B θ(g′1) −→bb Φ̄ θ(g2) . . .. Etant donnés trois termes-graphes

admissibles u, v et v′ tels que u B v et v −→bb Φ̄ v′, il existe deux termes-graphes admissibles w et u′ tels

que u −→bb Φ̄ w
∗
→ u′ et u′

B v′. Comme il existe une dérivation θ(g0) B θ(g′0) −→bb Φ̄ θ(g1) B θ(g′1) −→bb Φ̄

θ(g2) . . ., nous déduisons qu’il existe une dérivation θ(g0) −→bb Φ̄ w0
∗
→ u1 −→bb Φ̄ w1

∗
→ u2 . . . (avec

u1 B θ(g1), u2 B θ(g2), . . .). De plus, la dérivation θ(g0) B θ(g′0) −→bb Φ̄ θ(g1) B θ(g′1) −→bb Φ̄ θ(g2) . . .

est infinie, donc la dérivation θ(g0) −→bb Φ̄ w0
∗
→ u1 −→bb Φ̄ w1

∗
→ u2 . . . est infinie, elle aussi. Mais ceci

n’est pas possible. En effet, θ(g0)
∗
→ c et c est un graphe constructeur. Or Φ̄ est C-hypernormalisante

(d’après le Théorème 4.3.19), donc une dérivation de réécriture qui alterne des Φ̄-pas de réécriture avec

des pas de réécriture quelconques termine nécessairement avec un graphe d tel que d
.
= c. La dérivation

θ(g0) −→bb Φ̄ w0
∗
→ u1 −→bb Φ̄ w1

∗
→ u2 . . . est un exemple d’une telle dérivation de réécriture. Elle termine

donc nécessairement avec un graphe d tel que d
.
= c. Pourtant nous avons montré qu’elle était infinie.

Cette contradiction nous permet de refuter l’hypothèse : il existe nécessairement un terme-graphe

admissible gn tel que l’ensemble A = {σ ∈ ¯̄Λ(gn) | σ
.

≤ θ et σ 6
.
= Id} soit non vide. 2

Nous aurons aussi besoin de la proposition suivante :

Proposition 6.3.11 Soient SP un WAGRS, I une stratégie de compression, g un terme-
graphe admissible et d un graphe constructeur tels que g

∗
→ d. Il existe un graphe construc-

teur s tel que g
∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
s et s

.
≤ d. 3

Preuve : Par induction sur la longueur n de la dérivation g
∗
→ d. Le cas de base n = 0 est évident.

Soit n > 0. Supposons que la propriété soit vraie pour tout n′ < n. Soit g
n
→ d une dérivation de

longueur n. Soit g′ n’importe quel graphe tel que g B g′. Comme g B g′ et g
n
→ d et d est un graphe

constructeur, il existe un graphe constructeur d′ et une dérivation g′
n′

→ d′ tels que d B d′ et n′ ≤ n,

d’après la Proposition 5.4.1. Puisque g′
n′

→ d′ et d′ est un graphe constructeur, il existe un terme-graphe

admissible g′′ et un graphe constructeur d′′ tels que g′ −→bb Φ̄ g′′, g′′
n′′

→ d′′, n′′ < n′ et d′′ ∼ d′, d’après
le Lemme 4.3.18.

Supposons que Φ̄(g′) = {(p1, R1), . . . , (pk, Rk)}. D’après le Lemme 6.1.11, comme (pj , Rj) ∈ Φ̄(g′),

il existe une substitution σj telle que (pj , Rj , σj) ∈ Λ̄(g′) et σj

.

≤ Id [Vg′ ], i.e., σj
.
= Id [Vg′ ]. Par

définition de Φ̄, tous les nœuds pj sont des plus hauts nœuds fonctionnels de g′, donc Id ∈ ¯̄Λ(g′). Aussi,

le Φ̄-pas de réécriture g′ −→bb Φ̄ g′′ peut être vu comme un ¯̄Λ-pas de surréduction non compressante
g′ ;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id

g′′. Il est clair que Id(g) = g. Ci-dessus, nous utilisons un graphe g′ quelconque tel que

g B g′. Posons g′ = I(Id(g)). Dans ce cas, nous obtenons g I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
g′′.

Nous avons vu que g′′
n′′

→ d′′ est une dérivation telle que n′′ < n′ et d′′ est un graphe constructeur.

Comme n′′ < n′ et n′ ≤ n, nous utilisons l’hypothèse d’induction : il existe un graphe constructeur s

tel que g′′
∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
s et s

.

≤ d′′. Comme g I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
g′′ et g′′

∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
s, nous déduisons que

g
∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
s. Comme s

.

≤ d′′ et d′′ ∼ d′ et d B d′, nous concluons que s
.

≤ d. 2

Nous avons explicité toutes les propositions et tous les lemmes qui sont utiles pour la
preuve du théorème de complétude de I;bb ¯̄Λ,Φ̄. Cette preuve se fait par induction sur la taille
des substitutions :

Définition 6.3.12 (Taille d’une substitution)
On note ‖g‖ le nombre de nœuds non variables d’un terme-graphe admissible g (c’est-à-dire
le nombre de nœuds constructeurs et de nœuds fonctionnels de g). On appelle taille d’une
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substitution θ l’entier noté size(θ) tel que :

size(θ) =
∑

x∈Dθ

‖ I>(θ(x))‖

3

Nous sommes prêt pour faire la preuve du théorème de complétude de I;bb ¯̄Λ,Φ̄.

Preuve du Théorème 6.3.6 : On montre par induction sur la taille d’une substitution constructeur θ
que pour tout terme-graphe admissible g et pour tout graphe constructeur c tels que θ(g)

∗
→ c, il existe

un graphe constructeur s et une substitution σ tels que g
∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ
s, s

.

≤ c et σ
.

≤ θ [Vg].

Cas de base : Supposons que size(θ) = 0. Dans ce cas, θ est un simple renommage de variables.

Donc si θ(g)
∗
→ c, nous inférons qu’il existe un graphe constructeur d tel que g

∗
→ d et θ(d) ∼ c. Aussi,

d’après la Proposition 6.3.11, il existe un graphe constructeur s tel que g
∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
s et s

.

≤ d. Comme

θ(d) ∼ c, nous inférons que d
.

≤ c. Comme s
.

≤ d et d
.

≤ c, nous déduisons que s
.

≤ c. Il existe donc

bien un graphe constructeur s et une substitution σ = Id tels que g
∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ
s, s

.

≤ c et σ
.

≤ θ [Vg].

Cas d’induction : Supposons que size(θ) > 0 et que le théorème soit vrai pour toute substitution
constructeur de taille strictement inférieure à celle de θ. Comme size(θ) > 0, il est clair que θ 6

.
= Id.

Donc d’après le Lemme 6.3.10, il existe une dérivation g = g0 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
g1 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id

. . . I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
gn

telle que n ≥ 0 et soit (1) gn est un graphe constructeur tel que gn

.

≤ c, soit (2) l’ensemble A = {σ ∈
¯̄Λ(gn) | σ

.

≤ θ et σ 6
.
= Id} est non vide.

Cas 1 : Il existe bien un graphe constructeur s = gn et une substitution σ = Id tels que g
∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ
s,

s
.

≤ c et σ
.

≤ θ [Vg].

Cas 2 : Soit σ ∈ A = {σ ∈ ¯̄Λ(gn) | σ
.

≤ θ et σ 6
.
= Id} et gn+1 le terme-graphe admissible tels que

gn I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ
gn+1. On a donc g = g0 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id

g1 I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id
. . . I;bb ¯̄Λ,Φ̄,Id

gn I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ
gn+1. Comme

g
∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ
gn+1, on déduit du théorème de cohérence de I;bb ¯̄Λ,Φ̄ (Théorème 6.3.5) qu’il existe un terme-

graphe g′n+1 tel que σ(g)
∗
→ g′n+1 et g′n+1

.
= gn+1. Comme σ ∈ A = {σ ∈ ¯̄Λ(gn) | σ

.

≤ θ et σ 6
.
= Id}, nous

avons σ
.

≤ θ. Donc il existe une substitution constructeur θ′ telle que θ′ ◦ σ
.
= θ [Vg]. Comme σ(g)

∗
→

g′n+1, nous déduisons que θ′(σ(g))
∗
→ θ′(g′n+1). Comme θ′ ◦ σ

.
= θ [Vg], il est clair que θ′(σ(g))

.
= θ(g).

De plus, θ′(σ(g))
∗
→ θ′(g′n+1) et θ(g)

∗
→ c où c est un graphe constructeur. Comme → est confluente

modulo la bisimilarité (Théorème 3.3.7), nous déduisons qu’il existe un graphe constructeur u tel que

θ′(g′n+1)
∗
→ u et u

.
= c. Nous avons vu que g′n+1

.
= gn+1, donc θ′(g′n+1)

.
= θ′(gn+1). De plus, nous

avons montré qu’il existait un graphe constructeur u tel que θ′(g′n+1)
∗
→ u. Comme → est confluente

modulo la bisimilarité (Théorème 3.3.7), nous déduisons qu’il existe un graphe constructeur v tel que

θ′(gn+1)
∗
→ v et v

.
= u. En résumé, nous avons construit une dérivation g

∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ
gn+1 et nous avons

montré qu’il existait une substitution constructeur θ′ et un graphe constructeur v tels que θ′(gn+1)
∗
→ v.

Par définition de θ′, nous avons θ′◦σ
.
= θ [Vg]. De plus, comme σ ∈ A = {σ ∈ ¯̄Λ(gn) | σ

.

≤ θ et σ 6
.
= Id},

σ 6
.
= Id, donc size(θ′) < size(θ). Aussi, par hypothèse d’induction, nous déduisons qu’il existe un

graphe constructeur s et une substitution σ′ tels que gn+1

∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ′ s, s
.

≤ v et σ′
.

≤ θ′. Nous avons

g
∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ
gn+1 et gn+1

∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ′ s, donc g
∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄,σ′◦σ
gn+1. De plus, s

.

≤ v, v
.
= u et u

.
= c,

donc s
.

≤ c. Enfin, nous devons montré que σ′ ◦ σ
.

≤ θ [Vg]. Nous avons vu que θ′ ◦ σ
.
= θ [Vg].

De plus, comme σ′
.

≤ θ′, il existe une substition θ′′ telle que θ′′ ◦ σ′ .
= θ′ [Vgn+1

]. Par conséquent,

θ′′ ◦ σ′ ◦ σ
.
= θ′ ◦ σ

.
= θ [Vg]. Aussi, nous concluons que σ′ ◦ σ

.

≤ θ [Vg]. 2
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6.4 Propriétés d’optimalité de I;bb ¯̄Λ,Φ̄

Nous étudions maintenant quelques propriétés d’optimalité de I;bb ¯̄Λ,Φ̄. Il va de soit que
la relation de surréduction parallèle compressante hérite de toutes les propriétés d’optimalité
de la surréduction parallèle de termes [AEH97a] :

– I;bb ¯̄Λ,Φ̄ ne calcule que des pas nécessaires de surréduction compressante dans le cas des

ISGRS (puisque pour ces systèmes de réécriture, I;bb ¯̄Λ,Φ̄=I;Λ̄).

– I;bb ¯̄Λ,Φ̄ normalise les termes-graphes sans variable en des graphes constructeurs de
manière déterministe.

En plus des propriétés ci-dessus, les structures de graphes induisent de nouvelles
améliorations pour la surréduction. En fait, l’implantation de λ̄ est plus efficace que celle
correspondant aux termes. En effet, grâce au partage des sous-expressions dans les structures
de graphes, λ̄ permet d’éviter les calculs redondants qui se font quand λ̄ doit revisiter plu-
sieurs fois le même sous-graphe partagé. Ce genre d’amélioration n’est pas possible sur des
structures d’arbres qui permettent d’implanter les termes.

Par contre, les substitutions calculées par
∗

I;bb ¯̄Λ,Φ̄ ne sont pas disjointes [AEH97a,

Example 8]. De même, les dérivations de surréduction engendrées par I>;bb ¯̄Λ,Φ̄ ne sont pas de
longueurs plus petites que toute autre dérivation de surréduction, tout comme celles calculées

par
∗

I>;Λ dans le cas des ISGRS (cf. Exemple 6.2.4).
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Chapitre 7

Conclusion

Bilan

Les langages logico-fonctionnels sont des langages de programmation de très haut niveau
permettant de définir dans un formalisme unifié des types de données, des fonctions et des
prédicats (relations). Ces langages offrent aux utilisateurs tous les avantages de la programma-
tion fonctionnelle (réduction efficace d’expressions) et de la programmation logique (variables
logiques, définition de relations, résolution de buts). En outre, les langages logico-fonctionnels
jouissent des avantages qui découlent de l’intégration de la programmation logique et fonction-
nelle comme, par exemple, les définitions mutuellement récursives de fonctions et de prédicats.

Plusieurs langages logico-fonctionnels ont été proposés durant les dix dernières années.
Cependant, tous ces langages modélisent les structures de données sous la forme de termes du
premier ordre (arbres). Cette restriction importante permet de manipuler les types abstraits
algébriques mais elle rend difficile l’utilisation de certaines structures de données représentées
sous la forme de graphes cycliques. Rappelons l’importance de ces structures dans de nom-
breux domaines, comme les bases de données, où elles permettent de modéliser simplement les
relations sémantiques qui existent entre différents objets (par exemple, les humains, comme
la famille de Adam, traitée en exemple dans l’introduction, les villes . . . ).

L’objectif de cette thèse était d’introduire les graphes cycliques comme structure de
données de base dans les langages logico-fonctionnels. Les retombées de cette étude sont mul-
tiples. D’une part, la syntaxe du langage considéré est plus expressive que celles des langages
logico-fonctionnels actuels. D’autre part, l’utilisation de graphes plutôt que de termes per-
met d’améliorer les performances des sémantiques opérationnelles classiques de ces langages.
Enfin, compte tenu des performances des implantations de langages fonctionnels à base de
graphes, comme CLEAN [PvE93], nos travaux contribueront à l’amélioration de l’efficacité
des implantations de langages logico-fontionnels.

Pour introduire les graphes dans les langages logico-fonctionnels, nous avons modélisé les
programmes sous la forme de systèmes de réécriture de graphes cycliques avec constructeurs
(cGRS) et nous avons étudié les relations de réécriture et de surréduction qu’ils induisent.
Ces relations n’ont pas les mêmes propriétés sur les graphes cycliques que sur les termes du
premier ordre. Par exemple, les systèmes de réécriture orthogonaux de graphes ne sont pas
confluents alors que les systèmes de réécriture orthogonaux de termes le sont.

Notre principale contribution est la mise en évidence d’une classe de graphes cycliques
particuliers que nous appelons les graphes admissibles. Ces graphes cycliques sont ceux qu’on
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utilise en programmation pour modéliser les données du monde réél. De plus, ils permettent
de retrouver les “bonnes” propriétés de la relation de réécriture et de surréduction engendrée
par les systèmes de réécriture usuels de termes.

Ainsi, nous avons montré que la relation de réécriture engendrée par les systèmes de
réécriture faiblement admissibles de graphes (WAGRS) était confluente et confluente modulo
la bisimilarité par rapport aux graphes admissibles. De plus, nous avons montré que la re-
lation de réécriture engendrée par les systèmes faiblement admissibles avec bisimilarité était
confluente modulo la bisimilarité par rapport aux graphes admissibles lorsque cette relation est
nœthérienne. Nous conjecturons qu’elle le reste lorsque cette relation n’est pas nœthérienne.

Ces propriétés de confluence permettent d’une part, de faire des calculs déterministes,
et d’autre part, de faire ces calculs de manière efficace. Pour cela, nous avons étendu deux
stratégies de réécriture de termes, définies dans [Ant92], aux graphes admissibles et nous
avons montré que notre extension préservait leurs propriétés de normalisation et d’optima-
lité. L’étude de ces stratégies nous a conduit à définir une nouvelle relation de réécriture de
graphes, la réécriture parallèle. Enfin, comme conséquence de notre étude, nous retrouvons
un résultat connu pour les termes du premier ordre [O’D77], à savoir la C-normalisation de
la stratégie consistant en la réécriture parallèle de tous les plus hauts rédex d’un graphe
admissible (parallel outermost strategy en anglais).

De même que pour la réécriture, les graphes admissibles nous ont permis de définir une re-
lation de surréduction (compressante) qui est cohérente et complète par rapport à la réécriture
dans le cadre des WAGRS. Cette relation de surréduction est un mécanisme de base pour
résoudre des buts avec un programme logico-fonctionnel. Pour améliorer l’efficacité de ce cal-
cul, nous avons étendu trois stratégies optimales de surréduction de termes aux graphes admis-
sibles : la surréduction nécessaire [AEH94a], la surréduction faiblement nécessaire [AEH97a]
et la surréduction parallèle [AEH97a]. Nous avons montré que les relations de surréduction
compressante qu’elles induisent étaient cohérentes et complètes dans le cadre des WAGRS.
Puis nous avons énoncé plusieurs propriétés d’optimalité les concernant.

L’ensemble de ces résultats tend à prouver que les graphes admissibles sont de très bons
candidats pour représenter les types de données du monde réel dans les langages logico-
fonctionnels. Ces résultats ont donné lieu à plusieurs communications en France [EJ99c, EJ97c]
et à l’étranger [EJ98a, EJ99b, EJ98b].

Travaux futurs

Plusieurs voies sont possibles pour poursuivre ce travail. Tout d’abord, les langages logico-
fonctionnels actuels ne permettent pas de manipuler directement les pointeurs. Cette restric-
tion n’a pas d’incidence dans les langages à base de termes, mais elle rend difficile l’évolution
d’une structure de données représentée par un graphe cyclique lors de l’exécution d’un pro-
gramme (par exemple, l’insertion d’un élément dans une liste circulaire). Nous souhaitons
donc étendre les systèmes de réécriture de graphes classiques en permettant à l’utilisateur de
faire des redirections explicites de pointeurs.

Ensuite, les programmes dans les langages logico-fonctionnels nécessitent souvent d’utiliser
des règles de réécriture conditionnelles de graphes, c’est-à-dire des règles avec des conditions
d’application qui en restreignent l’utilisation. La réécriture conditionnelle de termes a fait l’ob-
jet de plusieurs études dont les principaux résultats sont regroupés dans [Klo92, Chapter 11].
La surréduction conditionnelle, elle, a fait l’objet d’une étude “systématique” dans [MH92].
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Peu de résultats sont établis sur la réécriture et la surréduction conditionnelle des graphes :
la seule référence que nous ayions trouvée dans la littérature est [Ohl97]. Pourtant, les per-
pectives de ce champ d’investigation sont assez vastes.

Enfin, nous avons commencé un travail de programmation d’un interpréteur d’un langage
logico-fonctionnel à base de graphes. Ce travail vise à montrer l’implémentabilité de nos
stratégies de réécriture et de surréduction et donc à valider l’ensemble de nos résultats en
pratique.
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Sur les types de données dans les langages logico-fonctionnels :

Réécriture et surréduction des graphes admissibles.

Les langages logico-fonctionnels sont des langages de programmation de très haut niveau permet-
tant de définir dans un formalisme unifié des types de données, des fonctions et des prédicats (relations).
Plusieurs propositions de langages logico-fonctionnels ont été faites mais toutes se restreignent à des
calculs basés sur les termes du premier ordre. Cette restriction permet de programmer avec des types
abstraits algébriques mais elle rend difficile la manipulation des structures de données du monde réel,
modélisées sous la forme de graphes cycliques. L’objectif de cette thèse est donc d’introduire les graphes
cycliques comme structure de données de base des langages logico-fonctionnels. Pour cela, nous voyons
les programmes comme des systèmes de réécriture de graphes cycliques et nous étudions les relations
de réécriture et de surréduction qu’ils induisent (sémantique opérationnelle).

Une propriété importante de la réécriture concerne la confluence : elle exprime le déterminisme des
calculs effectués. De nombreux résultats de confluence existent pour la réécriture de termes mais ils ne
s’étendent généralement pas aux graphes cycliques. Nous mettons en évidence une classe de graphes
cycliques particuliers, les graphes admissibles, pour laquelle nous donnons une preuve de confluence
de la réécriture. Concernant la relation de surréduction, nous en proposons une définition puis nous
montrons que ce calcul est cohérent et complet par rapport à celui de la réécriture dans le cadre des
graphes admissibles. Nous étudions ensuite plusieurs stratégies de réécriture et de surréduction de
graphes admissibles, c’est-à-dire des algorithmes permettant d’éliminer des calculs inutiles ou redon-
dants. Nous montrons que nos stratégies sont optimales selon de nombreux critères dépendants des
systèmes de réécriture considérés.

On Data Types in Functional Logic Programming Languages :

Admissible Graph Rewriting and Narrowing.

Functional logic languages are very high level programming languages which allow to define in a
uniform way data types, functions and predicates (relations). Several propositions of functional logic
languages have been done but they are based on first-order terms computations. This restriction allows
to program with algebraic abstract data types but is not appropriate to manipulate real-world data
types, as they are modeled with cyclic graphs. The aim of this thesis is thus to introduce cyclic graphs as
basic data structure in functional logic languages : we consider the programs as cyclic graph rewriting
systems and we study the rewriting and narrowing relations they induce (operational semantics).

An important property of rewriting concerns confluence : it expresses the determinism of the
computations. Many results of confluence exist for term rewriting but they do not hold for cyclic
graph rewriting in general. We characterize a class of particular cyclic graphs, the admissible graphs,
and prove that the admissible graph rewriting relation is confluent. Concerning the narrowing relation,
we propose a definition and prove that this calculus is sound and complete w.r.t. the admissible graph
rewriting relation. Then we study several admissible graph rewriting and narrowing strategies, i.e.,
algorithms allowing to eliminate useless or redundant calculus. We show that our strategies are optimal
w.r.t. many criteria depending on the graph rewriting system which is considered.

Spécialité : “Informatique : Systèmes et Communications.”
Mots-Clefs : Langages de programmation, langages logico-fonctionnels, types de données,
graphes admissibles, réécriture de graphes, surréduction de graphes, stratégies de réécriture,
stratégies de surréduction.
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