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Introduction

Les langages de programmation jouent un role déterminant dans les phases de conception,
d’implantation et de maintenance des logiciels. Aussi, I'’étude des langages de programmation
occupe une place importante dans la recherche en informatique. Traditionnellement, on distingue
plusieurs classes de langages “généralistes” :

e les langages impératifs, comme Fortran, C, Ada, ...

e les langages a objet, comme SmallTalk, Eiffel, ...

¢ les langages fonctionnels, comme Lisp, ML, Miranda, ...
e les langages logiques, ceux issus de la famille Prolog

Cette distinction est parfois factice, car de nombreux langages utilisent des notions provenant
de plusieurs classes. On pensera par exemple a C++, a Lisp++, & LogLisp, ou a LIFE. Dans
ce projet, nous nous intéressons & une classe hybride de langages, & savoir les langages logico-
fonctionnels. Un langage logico-fonctionnel allie, dans un cadre unifié, a la fois la programmation
logique et la programmation fonctionnelle.

Le monde des langages logico-fonctionnels

Il y a plusieurs raisons qui plaident pour l'utilisation des langages logico-fonctionnels.
D’abord leur expressivité : les fonctions et les prédicats y sont définies de maniere naturelle.
Ce qui n’est pas le cas des langages fonctionnels ou les prédicats sont codés par leurs fonctions
caractéristiques, ni des langages logiques ot les fonctions sont définies par leurs graphes. D’autre
part, les langages logico-fonctionnels bénéficient des meilleurs atouts des deux paradigmes de
programmation logique et fonctionnel. Ainsi ils offrent ’évaluation déterministe des fonctions,
trait propre des langages fonctionnels ; ils sont donc plus efficaces que les langages logiques qui,
eux, nécessitent des évaluations non-déterministes (donc couteuses). Par ailleurs, les langages
logico-fonctionnels offrent la possibilité d’utiliser des variables dites “logiques”, ce qui est le fort
des langages du méme nom ; ils permettent par exemple de calculer I’ensemble des z et y tel
que z +y == 2, ce qu'un programme fonctionnel n’est pas capable de faire'.

11 existe plusieurs langages logico-fonctionnels dans la littérature, voir par exemple [1] et [2]
pour une compilation significative des propositions qui ont été faites. On peut y distinguer cinq
groupes de langages :

e les langages combinant le A-calcul et les clauses de Horn (dont LogLisp, le tout premier
langage logico-fonctionnel, né en 1981)

'On parle de bidirectionalité dans I’évaluation des arguments d’une fonction ou d’un prédicat.



e les langages basés sur la logique des clauses de Horn avec égalité (EqLog, LPG)
e les langages basés sur la logique conditionnelle (SLog, Babel, Curry)
e les langages logiques avec contraintes (Prolog 3)

e les autres langages (Uniform, Life, Oz)

Dans notre travail, nous nous intéressons aux langages du second groupe.

De maniére subjective, la syntaxe de la logique des clauses de Horn avec égalité est certaine-
ment 'une des plus naturelles qui soit lorsqu’on programme avec un langage logico-fonctionnel.
En effet, elle permet de définir & la fois des fonctions et des prédicats, et ce, dans un formal-
isme unifié. Nous présentons ci-aprés un exemple de programme. Nous y définissons les entiers
naturels & partir de la constante 0 et de la fonction successeur s ; nous y définissons aussi
Popération d’addition +, le prédicat Pair qui réussit si son argument est un naturel pair, et le
prédicat Meme parite qui réussit si ses deux arguments ont la méme parité :

0 +x==x
s(x) +y ==s(x +y)

Pair(x + x)

Meme_parite(x, y) <== Pair(x + y)

D’une part, on constate que I'addition est effectivement prise comme une opération, et la parité,
comme un prédicat. D’autre part, la définition de Pair et de Meme _parite se fait & ’aide d’une
opération (+) que nous avons nous-mémes définie. C’est une des caractéritiques de ce groupe de
langages logico-fonctionnels. Elle leur confere une grande souplesse.

Pour permettre la comparaison avec un langage fonctionnel, nous reprenons le méme exemple,
écrit dans un langage algébrique (comme OBJ3 [3]). Cela donne :

0+ x ==
s(x) +y ==1s8(x+1y)

pair(0) == vrai
pair(s(0)) == faux
pair(s(s(x))) == pair(x)

meme_parite(x, y) == pair(x + y)

Nous sommes obligé de coder les relations pair et meme parite par leurs fonctions caractéristi-

ques.
Enfin, pour permettre la comparaison avec un langage logique, nous réécrivons le méme

programme 3 'aide de clauses de Horn. Celd donne :

Add(0, x, x)
Add(s(x), y, s(=2)) <== Add(x, y, z)

Pair(0)
Pair(s(s(x)) <== Pair(x)

Meme_parite(x, y) <== Add(x, y, z), Pair(z)



Dans ce cas, on est obligé de coder I’addition par son graphe !

Durant les dix derniéres années, des efforts importants ont été entrepris afin de rendre opéra-
tionnels les langages logico-fonctionnels. Ainsi, plusieurs améliorations de la sémantique opéra-
tionnelle ont été proposées qui ont abouti finalement & un calcul optimal [4]. D’autre part,
plusieurs machines abstraites accompagnées de techniques de compilations ont vu le jour con-
férant ainsi aux langages logico-fonctionnels, le statut de langages de programmation & part
entiére.

Dans notre travail, nous partons du constat suivant:

Aucun langage logico-fonctionnel actuel n’offre la possibilité de définir des types de données
abstraits avec invariants (sous-types) permettant d’utiliser & la fois des termes de premier ordre
(classiques) et des termes rationnels (graphes), en présence de sémantiques dénotationnelle et
opérationnelle adéquates.

Objectifs du projet

Nous proposons dans ce projet une nouvelle approche des types de données. Force est de
constater 1'utilité du typage dans les langages. Du point de vue du programmeur, il impose
une rigueur parfois pesante dans la conception des programmes. Mais d’une part, il facilite la
structuration des programmes, et donc leur lisibilité. Et d’autre part, il permet de raisonner
plus facilement sur un programme. Du point de vue de la machine maintenant, le typage
permet de détecter un grand nombre d’erreurs a la compilation. Il augmente ainsi la fiabilité,
la maintenabilité, la rapidité avec laquelle on développe les logiciels.

Les graphes

Les graphes sont omniprésent en informatique, parce qu’ils le sont dans notre vie de tous
les jours. D’une part, nous les utilisons naturellement pour modéliser. Ainsi, une molécule, le
plan d’une maison, ou un schéma électrique sont des graphes. D’autre part, les graphes sont
des objets mathématiques définis de maniére précise ; ils nous permettent donc de raisonner
facilement. Ainsi, utiliser une carte routiére pour se déplacer d’un point A vers un point B,
c’est appliquer un algorithme de plus court chemin. Compte tenu de ces remarques, les graphes
sont forcément des objets fondamentaux de 'informatique.

La puissance actuelle des ordinateurs nous permet de les utiliser avec des performances
raisonnables [5]. C’est par exemple le cas en bases de données objets ou déductives, en systémes
de recherche d’informations et en systemes multimédias, en traitement des langues naturelles,
en vérification des systémes finis (preuve d’une spécification écrite en Lotos, ou avec un réseau
de Pétri par exemple) ...

Les langages impératifs ont été les premiers & permettre de représenter les graphes : on peut y
manipuler directement des pointeurs. Dans les langages fondés sur le lambda-calcul, 'utilisation
d’un symbole d’affectation (le setq de Lisp) a aussi pu permettre de “régler” le probléme. Quant
aux langages logiques, la manipulation de graphes est rendue possible par I'utilisation des termes
infinis rationnels ([6]) dans le langage Prolog 2 ([7]). Citons enfin le cas assez particulier de Life
([8]), un langage qui tente d’allier tous les paradigmes de la programmation, et qui utilise des
U-termes, des sortes de graphes trés appréciés en IA ([9], [10]).

Néanmoins, & notre connaissance, aucun langage algébrique n’est doté de tels structures. Le
premier objectif de notre projet est de définir un langage fondé sur la logique des clauses de Horn
avec égalité, qui permette de les manipuler. Nous donnons ci-dessous un exemple de graphe que



nous pourrons manipuler. Informellement, il “signifie” que Jean, 24 ans, est responsable de
lui-méme (parce que majeur). Ce graphe peut étre vu comme un élément du type de données
humain :

PR
z1 : person
n e onsable

z2:" Jean" z3:24 z1

Les sous-types

D’un autre coté, il existe des graphes qui ne représentent pas des éléments du type humain.
Par exemple, considérons le graphe suivant :

Z1: person
n e onsable

z2 " Bebe" z3:1 z1

Ce graphe représente un bébé de 1 an responsable de lui-méme. Cela ne correspond plus a
I’idée intuitive qu’on a du type humain. En effet, seul les personnes de plus de 18 ans peuvent étre
responsables d’elles-mémes. Formellement, cet élément ne satisfait pas I'invariant qui caractérise
les éléments du type humain :

Is_humain(person(n : nom ,a : age ,r : humain )) <= Is_adulte(r)

Le type adulte est un sous-type des humains qui caractérise ceux dont 1’age est supérieur & 18
ans. Ceci sécrit formellement :

Is_adulte(r : person(n : nom ,a : age ,7)) <= a >18

Cet exemple montre que les invariants sont nécessaires pour définir de maniere précise les
éléments d’'un type de données (ici, le type des humains et celui des adultes). Dans la littérature,
on trouve d’autres exemples classiques qui nécessitent des invariants, comme par exemple le type
des listes triées, celui des arbres de recherche, celui des arbres équilibrés ...

Clairement, la notion de sous-type est utile dans les langages de programmation. Cela
permet, entre autres, de mieux structurer les types de données, et de mieux définir les domaines
de définitions de fonctions.

Dans notre travail, nous proposons une syntaxe de programme logico-fonctionnel permettant
la définition de sous-types (sous-ensembles) & I’aide d’invariants (ou de prédicats) . Nous définis-
sons ensuite les sémantiques dénotationnelle et opérationnelle des programmes avec sous-types



en fonction des programmes écrits dans la logique multi-sortée des clauses de Horn avec égalité.
Notons que la définition de sous-types & 1’aide de prédicats est une notion classique en mathé-
matiques. Son utilisation dans des langages de programmation a déja été utilisée. L’approche
des sous-types telle qu’elle a été esquissée dans EQLOG [11] est celle qui se rapproche le plus
de notre proposition.

Plan du rapport

Le premier chapitre traite de la syntaxe de notre langage. Nous y définissons les éléments
syntaxiques de bases tels que les termes (ou graphes), les clauses de Horn et les programmes.

Le chapitre 2 donne les définitions fondamentales qui nous sont nécessaires pour manipuler les
graphes. En particulier, nous travaillons sur une relation, dite de bisimulation, qui identifie des
graphes dénotant la méme information. Nous nous intéressons aussi au probleme de I'unification.

Le chapitre 3 présente d’abord la sémantique dénotationnelle d’un programme, soit la défini-
tion mathématique de son sens ; elle est donnée par le E-modéle standard d’un programme. Ce
chapitre présente ensuite une premiere sémantique opérationnelle. Informellement, il s’agit de
décrire comment doit s’exécuter un programme, de maniére adéquate avec le sémantique déno-
tationnelle de celui-ci. Nous proposons d’utiliser la SLDEI-résolution, comme calcul cohérent et
complet.

Le chapitre 4 traite d’un algorithme de résolution d’équations, fondé sur une extension de
la surréduction. Nous montrons la cohérence et la complétude de ce calcul dans le cadre des
systemes de réécriture de graphe.

Le chapitre 5 définit la syntaxe et la sémantique dénotationnelle et opérationnelle des pro-
grammes avec sous-sortes, & partir de celles données aux programmes sans sous-sorte.

Le dernier chapitre définit les perspectives de nos futurs travaux.



Chapter 1

Syntaxe

Dans ce chapitre, nous définissons la syntaxe de notre langage, soit la maniere d’écrire un
programme.

Dans une premiére partie, nous définissons les signatures. Elles correspondent approxima-
tivement a la partie déclaration d’un programme en Ada. FElles sont composées de noms de
sortes, de noms de fonctions, et de noms de prédicats. Notez que :

e Les sortes sont de nature finie ou rationnelle. Une sorte rationnelle supporte les graphes,
alors qu’une sorte finie ne les supporte pas.

e Les noms de fonctions regroupent & la fois les noms de constructeurs et d’opérateurs :
comme son nom l’indique, un constructeur permet de construire des données (c’est le
cons de Lisp) ; un opérateur permet de calculer sur des données (c’est le car et le cdr de
Lisp). Dans I’étude théorique que nous proposons, nous n’avons pas besoin de faire cette
distinction. Par contre, elle serait utile pour une implémentation [12].

Dans une seconde partie, nous définissons les termes, soit les objets qu’on manipule dans le
langage, c’est-a-dire des graphes. Pour les construire, nous avons besoin de nouveaux éléments
syntaxiques : les étiquettes. L’exemple suivant éclairsira notre propos :

PR
z1: person
n e onsable

z2 " Jean" 7z3:24 z1

Ce graphe “dit que” Jean, 24 ans, est responsable de lui-méme (puisqu’il est majeur). Les
étiquettes sont z;, 2o, 2z3. Le terme est représenté en trait plein, et le graphe sous-entendu, en
pointillé. Les étiquettes servent & faire des références. Elles ressemblent aux pointeurs utilisés
dans les langages impératifs.

Dans une derniere partie, nous définissons les atomes, les clauses et les programmes. Les
clauses permettent de définir le code associé aux fonctions et aux prédicats, ce qui correspond
approximativement & la partie implémentation d’un programme en Ada. Enfin, un programme



dans notre syntaxe, consiste en une partie déclaration (la signature) et une partie implémentation
(les clauses).

1.1 Signature

Définition 1 (SIGNATURE) : Soient S et  deux symboles distingués. Une signa-

ture X est un triplet
¥ =(S5,Q,I)

tel que

e § soit un ensemble fini de sortes, union disjointe d’'un ensemble de sortes
Qinies Sy et d’'un ensemble de sortes Rationnelles Sy, :

S = S U Sy
e () soit une famille S* x S-indicée (de noms) de fonctions :
Q={Qu; | (w,s) € S* xS}
e II soit une famille S*-indicée (de noms) de prédicats :
o= {I, |weSt}

Un symbole de fonction f € Q, ; est dit d’arité w, de sorte s, et de profil (w,s). Si
f €, onlenote f: = s,etsif el 5 5 onlenote f:s...5, = s. De méme, un
symbole de prédicat P € Il,, , est dit d’arité s;...s,, et on le note P : s;...8,.

n

Définition 2 (SIGNATURE EGALITAIRE) : Soit ¥ = (S, Q,II) une signature. On
dit que X est égalitaire si :
Vs € 87 =4s€ Hss

Exemple : Soit & = (S, Q,II) la signature égalitaire telle que :

o § =S85 WS8x avec Sg = {nat, string} et S = {human}.
e Q= {Q)\,nat 3 Qnat,na.t ) Qnat nat, nat » Q)\,string ) Qstring nat human, human} avec :

0 : = nat € Qxnat
s : nat = nat € Qnat,nat
+ : nat nat = nat € Qnat nat, nat

“Jean” : — string € Qi string

person : string nat human — human € Qsiring nat human , human

o II= {Hnai ; Ilsat nat y Hstring string , IIhuman human} avec :

Pair : nat € I,at
Impair : nat € et
=nat nat : nat nat € Inpat nat

=string string : String string € siring string

=human human * human human € Hhuman human

10



¢

Remarque : En définissant des familles de fonctions et de prédicats, on bénéficie du polymor-
phisme dit ad hoc : un nom de fonction peut avoir plusieurs profils, et donc appartenir & plusieurs
familles. Par exemple, on peut définir + sur les entiers et sur les chaines :

e + : nat nat — nat

e + : string string — string

Si nous avions seulement considéré un ensemble de noms de fonctions (resp. de prédicats), un nom
n’aurait pu apparaitre qu’une seule fois, et donc, il n’aurait pu avoir qu’un seul profil. D’autres

types de polymorphismes existent ([13]), et nous en reparlerons dans le chapitre sur les sous-sortes.

¢

1.2 Termes

Nous allons définir les termes (nos graphes) en deux temps. Dans le premier paragraphe, on
parle de pré-termes qui vont fixer la structure syntaxique des termes. Dans le second paragraphe,
nous donnons des conditions sur ces pré-termes pour qu’ils définissent les termes.

1.2.1 Pré-termes
On considére un ensemble de variables X = |4, s A, et un ensemble d’étiquettes £ =
HSES [’S'

Définition 3 (PRE-TERMES) : Soient ¥ = (S,Q,II) une signature, X = ,.5 X
un ensemble de variables, et £ = |§, 5 £, un ensemble d’étiquettes. On définit ré-
cursivement ensemble des pré-termes 7 (3, £, X) = W,es T(S,L,X% ), en posant :

l.zeL,=|zeT(3,L,X),

2. x€X,z€Ly=|z:3€T(L,X),

3.ceMze€l,=|z:ceT(5,L,X),

4.
ferl...s",s
LeT(B,L,X),,iel...n) p = |z: f(t,...,t,) € T(Z, L, X),
z €L,

Nous donnons immédiatement quelques définitions supplémentaires sur les pré-termes :
1. Var(t) =, Var,(t) est ’ensemble des variables (libres) du pré-terme ¢
2. Label(t) = l,.s Label,(t) est 'ensemble des étiquettes du pré-terme ¢

3. Rac(t) désigne la racine du pré-terme ¢

‘ t | zeL,[z:z]2:c] z: f(tey.e,tn) |
Var(t) 0 {z} | 0 Usier...n Var(t;)

Label(f) | {z} | {2z} | {z} [ {2} UUic1.., Label(t;)
Rac(t) | {z} [ {7z} |{#} {z}

11



1.2.2 Termes

Il s’agit maintenant de définir les termes (bien formés) & partir des pré-termes. Visualisons
les problémes avec un exemple :

zl:h ‘
/\

22 f 2.9
| |

z3 z1

Ce pré-terme a pour expression littérale tg = z; : h(zs : f(23),22 : g(21))-

Informellement, on dit qu’une étiquette est définie dans un pré-terme lorsqu’elle référence
une variable, une constante, ou un symbole de fonction dans ce pré-terme. Dans cet exemple,
létiquette z, est définie deux fois ; ensuite, I'étiquette z3 n’est pas définie (elle ne référence
rien) ; enfin, il est possible que g soit une fonction de sorte finie, alors qu’on “boucle” infiniment
dessus, du fait de 'étiquette z;.

Nous commencons par caractériser les étiquettes définies dans un pré-terme, en définissant
la notion de position. Puis nous introduisons la relation d’accessibilité, qui relie les étiquettes
d’un pré-terme entre elles.

Définition 4 (PosITION) : Soit ¥ = (S,Q,II) une signature, X = |4, . X, un
ensemble de variables, et £ = |,.s £, un ensemble d’étiquettes. On définit récursi-
vement ’ensemble des positions d’un pré-terme ¢, noté Pos(t) = ¥, 5 Pos,(t) en
posant :

1. z€ L= Pos(z) =0

2. Pos(z: z) = {2z}

3. Pos(z:¢) ={z}

4. Pos(z: f(t1,...,tn)) = {2z} UUi, Pos(t;)

On note Pos*(t) 'ensemble des positions qui ne référencent pas de variables.

Exemple : Nous reprenons le pré-terme ci-dessus : to = 21 : h(z2 : f(23),22 : g(21)). Nous
avons :

e Label(to) = {71, 22,23}
e Pos(to) = {z1, 22}

¢

Définition 5 (RELATION D’ACCESSIBILITE) : Soit ¥ = (S,Q,II) une signature,
X = 4,5 & un ensemble de variables, et £ = |#,.5 £ un ensemble d’étiquettes.
On définit pour tout pré-terme ¢ la relation d’accessibilité ~»; sur Label(t) en
posant :
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l. ze€ L= ~.,=0

2. =10

3. ~rse=10

4 ~sp(trenty = Uim ({ (2, Rac(t:)) }U ~y,)

On note ~+;1 la fermeture transitive de ~»;.

Exemple : Nous reprenons encore le pré-terme to = 21 : h(22 : f(23), 22 : g(21)). Nous avons :

~otg = {(21,22), (21,21)}

Définition 6 (TERMES) : Soit ¥ = (S,Q,II) une signature, X = | .5 X, un
ensemble de variables, et £ = |4, £, un ensemble d’étiquettes. Un pré-terme ¢ est
un terme (bien formé) si :

1. Toutes ses étiquettes sont définies :
Pos(t) = Label(t)

2. Toutes ses étiquettes ne sont définies qu’'une seule fois :

t=2z:f(t,...,t,) = {Vlajél...n,z;é] = Pos(t;) N Pos(t;) =0

Viel...n,z ¢ Pos(t;)
3. On ne “boucle” pas sur les étiquettes de sorte finie :
Vs € Sg ,Vz € Label,(t) ,—(z ~,T 2)

On note I'ensemble des termes 7 (3, L, X) =¥, T(%, L, X)

5"

Définition 7 (TERME FERME) : On dit qu’un terme ¢ est fermé si il n’a pas de
variable libre : Var(t) = 0. On note 7(%, £) = l¥,c5 T(%, £), leur ensemble. On a :
T, L) =T(%,L,0).

Exemple : Le pré-terme précédent to = 21 : h(zs : f(23),22 : g(z1)) n’est pas un terme bien
formé puisque Label(to) # Pos(to). Par contre, le pré-terme donné p. 9, d’expression littérale
t1 = 21 : person(zz : “Jean”, z3 : 24, z1) est un terme bien formé. <>

1.3 Atomes, Clauses, Spécifications, Programmes

Pour finir, nous définissons les atomes, les clauses et les spécifications.

Définition 8 (ATOMES) : Soient ¥ = (§,€,II) une signature, X = |§,.s X; un
ensemble de variables, et £ = |#,.s £, un ensemble d’étiquettes.

e On définit 'ensemble des atomes AT (3, £, X) par :

P e HS1...sn

ZS T(Ea‘cax)s”(l (S 1’]’L) } = P(tl""’t”) G‘AT(E"CaX)

13



e Si 3 est une signature égalitaire, on appelle équation tout atome ol le symbole
de prédicat est le symbole d’égalité : =,, (¢1,t2), que 'on notera aussi t; == t,
lorsqu’aucune confusion n’est possible.

Définition 9 (CLAUSES) : Soient 3 = (S,,II) une signature, X = lf,. s X; un
ensemble de variables, et £ = |§,.s £, un ensemble d’étiquettes. Soient Qo,...,Q,
des atomes (de AT (%, L, X)), oun > 0.

e On appelle clause de Horn définie la formule :
Qo<—=—Q1,...,Q, avecn >0

Lorsque n = 0, on dit que Qg est un fait. Lorsque n # 0, on dit que @), est la
téte de la clause et que QQ4,...,Q, est le corps de la clause.

e On définit aussi les clauses de Horn générales qui nous servirons dans les
raisonnements par réfutations. En plus des clauses définies, on admet les
clauses de but, soit les formules : <= A;...A4,. On note O la clause (de
but) vide, symbole de la contradiction dans les raisonnements par réfutation.

Définition 10 (SPECIFICATION, PROGRAMME) :  Une spécification dans la
logique des clauses de Horn avec égalité ou un programme est un couple

SP = (X,HC)
ou Y est une signature égalitaire, et HC, un ensemble de clauses de Horn définies.

Exemple : On considere de nouveau la signature ¥ = (S, Q, II) (p. 10). On définit la spécifica-
tion SP = (2, HC) en posant :

HC={ z0:+(z1:2,22:0) ==23:x
zo:+(z1:T,22: 8(z3:Yy)) == 24 : 8(25 : +(26 : T,27 : y))
Pair(zo : 0)
Pair(zo : s(z1 : )) <= Impair(zz: z)
Impair(zo : s(21 : z)) <= Pair(z2: z)}

En omettant les étiquettes “inutiles”, on obtient :

HC={ +(z,0)===
+(z,5(y)) == s(+(z,9))
Pair(0)
Pair(s(z)) <= Impair(z)
Impair(s(z)) <= Pair(z)}

14



Chapter 2

Graphes

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur les objets syntaxiques élémentaire de notre
langage, & savoir les graphes, soit les termes de notre langage. Puisque nous ne travaillons
plus dans un cadre classique, il s’agit d’une part, de préciser les définitions traditionnellement
données sur des termes finis, et d’autre part, de travailler sur de nouvelles notions.

Nous commengons par définir ce qu’est une relation de congruence sur les termes. Puis
nous étudions la premiére d’entre elle, dite a-convertibilité. Elle identifie des termes égaux au
renommage de leurs étiquettes prés. Le méme nom est utilisé en A-calcul, ou il correspond au
renommage des variables liées des A-termes. Nous profitons de cette partie pour parler d’a-
conversion, de renommage des variables libres et de variantes.

Nous développons ensuite une seconde représentation des graphes, utilisant cette fois des
systemes d’équations. Ceux-ci facilitent 1’écriture d’algorithmes. Ces systémes sont capitaux
dans les travaux faits sur les arbres infinis ([14]). Et les graphes sont, d’une certaine maniere,
des arbres infinis “repliés”, comme le montre ’exemple ci-dessous :

PO TN
I

f \
AL AN
‘% 9 [ g

! |
| / \ / \
. | / \

Nous profitons aussi des systemes pour définir les sous-termes et la notion de remplacement
a une position dans un terme.

Dans la section suivante, nous définissons une nouvelle congruence sur les termes, qui vise a
identifier des graphes dénotant un méme objet (un méme arbre infini, en particulier) :
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z4

z1 : person Z6 : person
n e responsable n e responsable
72:24 Z3: person Z7:"Jean"  z8:24 z6
n e responsable
Q

z4:" Jean" z5:24 z1

Nous appelons cette relation de congruence, relation de bisimulation, en référence a la théorie
des automates. Nous nous servons des systémes pour la définir.

Dans une derniére section, nous nous intéressons au probleme dit d’unification, c¢’est-a-dire &
la résolution d’équations syntaxiques sur les graphes. Nous commengons par définir les substitu-
tions, puis nous posons le probléme d’unification de deux termes, et nous donnons un algorithme
qui calcule 'unificateur minimal au renommage pres.

2.1 Congruence

Définition 11 (CONGRUENCE SUR LES TERMES) : Soient ¥ = (S,9Q,II) une
signature, X = 4,5 &X; un ensemble de variables, et £ = |4,.s L, un ensemble
d’étiquettes. On appelle congruence sur 7 (X, £, X) toute famille S-indicée p =
{ps | s € 8§} de relations p, C T (3, L, X), x T(3, L, X), telle que :

LteT(%,L,X), =
2. tl,tQGT(E,E,X)S — ‘tl Ps t2 — tz Ps tl‘

3. by, ts € T(S,L,X)s = [t psta, tapats = t1psts
4.

f e QS1...Sn,S
tit, € T(S,L,X),,, (i €1...n)

z,2' € Ly = ‘z:f(tl,...,tn) psz’:f(t’l,...,t’n)‘

[ti po ti} (i€ 1...1)

Les trois premieres clauses définissent une relation d’équivalence.

Il va de soit que z : f(t1,...,t,) et 2’ : f(¢},...,t,) doivent définir des termes, et
donc que les conditions de bonnes définitions énoncées précédemment doivent étre
vérifiées. Nous le supposerons toujours dans les démonstrations. Ces relations de
congruence sont dites partielles [15].
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2.2 a-convertibilité , a-conversion , renommage, variante

2.2.1 «a-convertibilité

Informellement, deux termes sont a-convertis si on peut obtenir le second & partir du premier
en changeant de maniere bijective les noms de toutes ses étiquettes. Ce paragraphe donne un
premier exemple de congruence sur les termes.

Définition 12 (RELATION D’a-CONVERTIBILITE) :  Soient ¥ = (S,Q,II) une
signature, X = lf,.¢ Xs un ensemble de variables, et £L = |,.s L, un ensemble
d’étiquettes. Soient ¢; et ¢, deux termes. On dit que #, et ¢, sont a-convertis, et on
note t,=,t,, s’il existe une bijection ¢ : Label(t;) — Label(t,) telle que ¢°(t;) = t,,
ol ¢’ est définie par :

b

L ¢'(z) = ¢(2)

2. (z:2)=¢(2) 1 z

3. ¢°(z:¢)=¢(2): c

4o §(z: flts--o 1) = 9(2) : f(B(t1),-- -, 9" (t0)
Proposition 13 : =, est une congruence sur 7 (3, L, X).
Preuve : =, est une relation d’équivalence (trivial, aprés avoir souligné que les ¢ utilisées sont
des bijections). Soient t; =q t1,...,tn =a t;, des termes a-convertis, et z, 2z’ des étiquettes. Nous
supposons que tout est tel que z : f(t1,...,t.) et 2’ : f(t1,-..,t;,) soient bien formés : toutes leurs

étiquettes sont définies une et une seule fois, et on ne “boucle” pas sur les étiquettes de sortes finies.
Par hypothese, il existe n bijections ¢; : Label(t;) — Label(t;). Soit ¢ : {z} U J;_, Label(t;) —
{z'} U], Label(t;) telle que ¢(z) = 2’, et ®:Label(;) = ®i- Clairement, ¢ est bijective, et on a :
@ (2: f(t1,. .. tn)) =2 2 f(t,...,th). Donc z: f(t1,...,tn) =a 2’ : f(th,...,1,). O

2.2.2 «a-conversion , renommage , variante

Une a-conversion est une application qui change toutes les étiquettes d’un terme. Un
renommage est une application qui change toutes les variables libres d’un terme. Par abus de
langage, nous utiliserons les mémes mots pour parler de ’application et de son effet sur un terme.
Pour finir, nous donnons la définition de variante, correspondant & la fois aux a-conversions et
aux renommages.

Définition 14 (a-CONVERSION) :  Soient ¥ = (S,Q,II) une signature, X =
Jscs A5 un ensemble de variables, et £ = |f,.s £, un ensemble d’étiquettes. Soient ¢
un terme, et M un ensemble d’étiquettes contenant L = Label(t). Soient A, B C L.
On appelle a-conversion de ¢t en dehors de M toute application ¢ : A — B
telle que :

1. ¢ soit injective

2.LCA

3. A NM =0

On définit ’extension de ¢ 4 ’ensemble des termes 7 (%, £, X), notée ¢°, en posant :
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4 §(2: Fltrseeortn)) = $(2) : F(@ )y, (1)
Nous étendons cette notion aux atomes et aux clauses.

Remarque : Clairement, si ¢ est une a-conversion de t, alors d)b (t) =a t, parce que I'application

¢' | Label(t) — ¢(Label(t))

-1
est une bijection. Par conséquent, on a : qﬁ'b (¢°(t)) = t, et donc ¢°(t)=qt. Autre conséquence, si

deux termes sont a-convertis, toutes leurs a-conversions le sont encore. {»

Définition 15 (RENOMMAGE) : Soient ¥ = (S, 2, II) une signature, X = ¥, &
un ensemble de variables, et £ = |#,.s £L; un ensemble d’étiquettes. Soient ¢ un
terme, et W un ensemble de variables contenant V' = Var(t). Soient X,Y C X. On
appelle renommage de ¢t en dehors de W toute application ¢ : X — Y telle
que :

1. v soit injective
2.VCA
. Yp(A)NW =0

On définit ’extension de 1) & 'ensemble des termes 7 (X, £, X), notée 1*, en posant :

1. P*(z) = 2

2. Pz :x1) = 2 : ()

. Y¥z:c)=2z2:c

4. P (z 2 ftry.-stn)) =20 F(DH(41),. .., 0P (20))

Nous étendons cette notion aux atomes et aux clauses.

Définition 16 (VARIANTE) : Soient ¥ = (S,,II) une signature, X = ¥, s &
un ensemble de variables, et £ = lf,.s £, un ensemble d’étiquettes. Soit E une
entité syntaxique quelconque : terme, atome ou clause. On dit qu’une entité E' est
une variante de F si E' est obtenue & partir de £ par a-conversion de toutes les
étiquettes de E et par renommage de toutes les variables libres de E.

2.3 Représentation des termes avec des systemes d’équations

2.3.1 Des termes aux systémes

Dans ce paragraphe, nous développons la représentation des termes sous forme de systeémes.

Définition 17 (EQUATIONS ET SYSTEMES) : Soient ¥ = (S, Q, IT) une signature,
X = l,cs &; un ensemble de variables, et £ = |#,.5 £, un ensemble d’étiquettes.
On appelle équation sylvestre toute expression de la forme :
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l.z=zouze X,,z€ L,
2. z=couceQ,z€L,
3. z=f(z1,-.-,zn) OU f € Qy, 5. 5,2€E L5 et z; €L, pouri€l..

Nous noterons plus généralement z = ¢ n’importe laquelle de ces expressions. On
appelle systéme tout ensemble fini ¢ d’équations (sylvestres).

Définition 18 (SYSTEME ASSOCIE A UN TERME) : Soient ¥ = (S,Q,II) une
signature, X = 4,5 &X; un ensemble de variables, et £ = |4,.s L, un ensemble

d’étiquettes. On définit récursivement le systéme associé a un terme t noté
System(t) en posant :

1. System(z) =

I |
~—,—/

(2

2. System(z : m) {z

3. System(z:c¢) = {z = }
(

4. System(z : f(t1,...,t,)) = {z = f(Rac(t,),...,Rac(t,))} UU;; System(¢;)

Exemple : Nous donnons ici le terme to qui nous servira dans toute la suite :

X4 1 X x3 X2 x3

Littéralement, to = z1 : +(z2 : f(z4 : z,x3), 23 : g(2,23))

Son systeme associé, o, est :

r1 = +($2,$3)
T2 = f(il:4, :L'3)
z3 = g(z2,%3)
T4=2x

&o = System(to) =

¢

2.3.2 Des systemes au termes

Nous traitons maintenant le probléme inverse : le passage d’un systéme & un terme. Il est
clair que ce n’est pas toujours possible, que seuls des systémes bien formés peuvent représenter
des termes. Pour s’en convaincre, considérons le systéme suivant :

z1 = +(xa, T5)
Ty = f(z3)
Ty = g(z1)
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Dans ce systéme, z, est définie deux fois, et =3 n’est pas définie. C’est le méme probléme
qu’avec les pré-termes. Le systéme &, (p. 19), ne pose pas ces probléemes. De plus, comme dans
le cas des pré-termes, il se peut que g soit une fonction de sorte finie, alors qu’on “boucle” dessus
par I'intermédiaire de z;.

Pour reconstruire un terme & partir d’un systéme bien formé, nous commencons par définir
les positions, les étiquettes et la relation d’accessibilité, comme dans le cas des pré-termes. Nous
définissons ensuite ce qu’est un systéme bien formé. Puis nous parlons de sous-systéme, soit
des systemes dont toutes les équations sont “accessibles” depuis une étiquette donnée. Nous
finissons par donner un algorithme de construction d’un terme a partir d’un systéme.

Définition 19 (POSITION, ETIQUETTE, ACCESSIBILITE) :  Soient ¥ = (S, 2, II)
une signature, X = |,.s s un ensemble de variables, et £ = |§,.s £, un ensemble
d’étiquettes. Soit £ un systéme. Par analogie avec les termes, on définit :

1. ’ensemble des positions de ¢ :
Pos({) ={z€ L|z=¢ €&}
2. I’ensemble des étiquettes de £ :
Label(§) = Pos(é) U{z1,...,2n | 2= f(21,...,2,) €&}
3. la relation d’accessibilité sur ¢ :
~e ={(z,z) | 2= f(z1,...,22) €&}
On note ~»,T la fermeture transitive de ~»¢ et ~*, la fermeture réflexive de ~»,.

Définition 20 (SYSTEME BIEN FORME) : Soient ¥ = (&, Q,II) une signature,
X = ly),cs Xs un ensemble de variables, £ = lt),.s £, un ensemble d’étiquettes. Soit
& un systéme. Par analogie avec la définition des termes, on dit que £ est un systéme
bien formé si :

1. Toutes ses étiquettes sont définies :

Pos(¢) = Label(¢)

2. Toutes ses étiquettes ne sont définies qu’'une seule fois :

Ty =¢1 €E
.’E2:¢)2€§ :>.’E1§£.’E2
b1 # ¢

3. On ne “boucle” pas sur les étiquettes de sorte finie :
Vs € 8g ,Vz € Label,(€) ,=(z ~¢t 2)

Définition 21 (TERME ASSOCIE A UNE POSITION DANS UN SYSTEME) : Soient
¥ = (85,9, 1I) une signature, X = |§,.s X, un ensemble de variables, et £ =¥, s L,
un ensemble d’étiquettes. Soient ¢ un systéme bien formé, et z € Pos(§) une de ses
positions. On construit le terme associé a la position z dans le systéme ¢, noté
Term(z, &), en posant (z,£) et en appliquant I’algorithme suivant :
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(2, E) F (2,F) siz ¢ Pos(E)
. (z,{z=z}UE)F (2:z,E)
.z {z=ctUE)F (z:¢,E)

I S .

(z,{z=f(z1,.. ., 2) fUE) F (21 f(t1,... tn)} U E,) si (21, E) F (4, Ey)
(22, E1) F (2, Es)

(zna En—l) |_ (tna En)
Exemple : Nous utilisons le systéme & :
z1 = +(z2,23)
x2 = f(x4,23)

z3 = g(®2,23)
T4 =2

&o = System(to) =
Construisons le terme associé a la position zo, racine du terme initial ¢o. L’algorithme donne :

x1:+

x2: f X3

3, X4 X x3:0

X2 3

Littéralement, ce terme a pour expression : z1 : +(z2 : f(z4: z,z3 : g(z2,23)),z3). Le terme initial

to avait pour expression : =1 : +(z2 : f(z4: z,T3),23 : g(z2,3)) &

On constate que nous n’obtenons pas le méme terme que %y, duquel nous sommes partis.
Autrement dit, Term et System ne sont pas réciproque 1’'une de 'autre :

e En général, System(Term(z,&)) # £ parce qu'on oublie des équations en construisant le
terme associé a z.

¢ Et de méme : Term(Rac(t),System(t)) # ¢ parce que le passage par le systéme casse
I’ordre dans la définition des sous-termes.

Nous réglerons ce probléme en définissant la prochaine congruence (la bisimulation).

21



2.3.3 Sous-termes et remplacement

Dans ce paragraphe, nous profitons des systémes pour définir la notion de sous-terme et
celle de remplacement.

Définition 22 (SOuUs-SYSTEME) :  Soient ¥ = (S,Q,II) une signature, X =
Hscs A5 un ensemble de variables, et £ = l#,.s £, un ensemble d’étiquettes. Soient
¢ un systéme bien formé, et z € Pos(£), une de ses positions. On définit le sous-
systéme de ¢ associé a z, noté £,, en posant :

§Z={.’IJ=¢)E£|Z’\AE*JZ}
Remarque : Tout sous-systéme (d’un systéme bien formé) reste un systéme bien formé.

Définition 23 (SOUS-TERME) : Soient ¥ = (S, 2, II) une signature, X = ¥, 5 &
un ensemble de variables, et £L = |#,.5£; un ensemble d’étiquettes. Soient ¢ un
terme, et z € Pos(t) une de ses positions. On appelle sous-terme de ¢ a la
position z, noté t;,, le terme associé a z dans le systéme associé a t :

ty, = Term(z, System(t))
Exemple ¢ On calcule le sous-terme de to a la position z3. Le sous-systéme de &y associé a x3
est :
z3 = g(z2, x3)
£ogy = { z2 = f(z4,23)
Ta==

L’algorithme de reconstruction du terme donne :

> x3:g< T

" x2:f X3

{,X4 : X X3

Littéralement : tojz, = 3 : g(x2 : f(24 : z,23),23).

Avant de donner la définition de remplacement, on introduit une nouvelle notation. On
note &[z; := z,) le systéme obtenu en remplacant toutes les occurrences de ’étiquette z; par
I’étiquette z, dans le systéme &.

Définition 24 (GREFFE , REMPLACEMENT) : Soient ¥ = (S, (2, 1I) une signature,
X = l,cs &; un ensemble de variables, et £ = |#,.5 £, un ensemble d’étiquettes.
Soient ¢ , t, deux termes, z € Pos(¢;) une position de ¢, et M D Label(¢;) un ensem-
ble d’étiquettes. On appelle greffe de i, sur ; a la position z ou remplacement
par t, a la position z dans ¢, noté t,[z < 5] le terme tel que :
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e Siz = Rac(t;) alors t;[z < 1] = 1o

e Sinon :
1. (a) On renomme t, pour éviter les conflits d’étiquettes : soit ¢, =, ¢, tel
que Label(ty) N M = (.

b) On note &) le systéme associé a t), : &, = System(t}).

a) Soit &; le systéme associé & ¢, : & = System(t;).

b)

(c) On remplace toutes les occurrences de z par la racine de ¢, dans le

systeme & : & = & [z := Rac(t})].
3. On pose enfin :

(
2. (
(

On enleve de & I'équation associée a I'étiquette z : & = & — {z = ¢}.

t1 [Z — tg] = Term(Rac(tl), 1’ U éé)

Exemple : Calculons to[zs <+ tots4]- Nous obtenons :

ys = g(y2,v3) z1 = +(z2,y3)
£r=14 y2=f(ys,ys) et& = w2= f(xs,93)
Yyas = rq4 =T
Le terme #g[z3 < to1,,] vaut donc :
x1:+
x2:f y3
/\ i
X4:x y3:g
. /ny\ y3

Littéralement : to[z3 ¢ totsg] = @1 : +(@2 : f(@a : x,y3 : g(y2 : f(ysa : ,y3),¥3)),¥3). Or le terme

to avait pour expression : to = z1 : +(z2 : f(z4: z,23), 23 : g(z2,23)) &

On constate, 14 encore, qu’en général, ¢ et t[z < ¢1,] ne sont pas syntaxiquement égaux. Par
contre, ils sont égaux modulo la bisimulation, introduite ci-apres.

2.4 Bisimulation

Dans cette section, nous définissons une nouvelle relation de congruence sur les termes. In-
formellement, deux termes sont bisimilaires si on n’arrive pas a les distinguer lorsqu’on parcourt
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leurs arcs respectifs. Cette notion existe aussi dans la théorie des automates. Nous proposons
une définition formelle en passant par les systémes.

2.4.1 Relations de bisimulation sur les systémes

Définition 25 (BISIMULATION) : Soient ¥ = (S, £, II) une signature, X = ¥ .5 &
un ensemble de variables, et £ = ), .5 £, un ensemble d’étiquettes. Soit { un systeme
bien formé. On appelle simulation toute relation p C Label(¢) x Label() telle que
Y(zy1,z9) € p,

1. $1:$E§ - I2:I€£
2. .’L'1=C€£ :>.’L'2=CE£
3.
B Ty = f(v1,...,v,) €EE et
.Tl_f(ula-.-’un)€§ = {Vzeln, (ui,'ui)Ep

On appelle bisimulation toute simulation qui soit une relation d’équivalence.

Remarque : La fermeture réflexive (resp. symétrique , transitive) d’une simulation reste une

simulation. <

Proposition 26 : Tout systéme bien défini ¢ admet une plus grande bisimulation
(au sens de C) que I'on note ~¢ (ou simplement ~).

Preuve : On note P(§) = glabel)xLabel© pepgemple des relations binaires sur les étiquettes
de &. Soit @ : P(§) —» P(&) 'application telle que

(z1,z2) € Label(§) x Label(¢) tel que
1= €L = x2=x €L
(I)(p): $1=C€§:>Z2=CGE

21 = fluty... un) €6 —> { o2 = f(vr,- o) €€

Viel...n, (us,v;) €p

® est croissante sur P(£). De plus, (P(£),C) est un treillis complet fini. Donc ® est continue.
Donc ® admet un plus grand point fixe. Compte tenu de la définition de ®, ce point fixe est une
simulation. De plus, elle contient toutes les autres simulations de P(¢). Donc elle est fermée par
réflexivité, par symeétrie, et par transitivité, ce qui en fait une relation d’équivalence. C’est donc

une bisimulation. En résumé, £ admet une plus grande bisimulation. >

Définition 27 (SYSTEME CANONIQUE) : Soient ¥ = (S,Q,II) une signature,
X = l,cs & un ensemble de variables, et £ = |#,.5 £, un ensemble d’étiquettes.
Soient ¢ un systéme bien formé, et z une de ses étiquettes.

e On désigne par z la classe d’équivalence de z par rapport a ~.
e On distingue un élément dans chacune des classes d’équivalence. On note Z
I’étiquette distinguée de Z.
e On définit le systéme canonique associé & £, noté £, en posant :
£ = {z=z|z=2¢€¢}
U {Zz=cl|lz=ce}
U (2= sZ) | 2= f(o1,eey2) €8}
La transformation ® et le théoréme de Kleene nous donne un algorithme pour calculer la plus
grande bisimulation. Notez que [16] ont donné un algorithme en O(nlogm) pour un automate
a n états et m transitions.
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2.4.2 Bisimulation sur les termes

Définition 28 (TERMES BISIMILAIRES) : Soient ¥ = (S,Q,II) une signature,
X = l,cs & un ensemble de variables, et £ = |#,.s £, un ensemble d’étiquettes.
Soient t;, to deux termes. Soient #] , ¢, tels que

1. tll o tl

2. tIZ —a tz

3. Label(t]) N Label(t}) = 0
Soit ¢ = System(#}) U System(t}).

On dit que ¢; et t, sont bisimilaires, et on note #; = ¢, si leurs racines sont équiv-
alentes dans la plus grande bisimulation de ¢ :

t; =ty <= Rac(t]) ~¢ Rac(t)

Proposition 29 : = est une congruence sur 7 (%, £, X).

Preuve : La réflexivité, la symétrie et la transitivité sont assez immédiates. Montrons que = est
une congruence. Soient f € Qs; . .sn,s, ti = t; € T(Z, L, X)s; des termes, et u,v € Ls. Sans perte
de généralité, nous supposons que les termes ont des ensembles d’étiquettes disjoints deux a deux.
Soient ¢; = System(t;), et & = System(t;). Soit

€ = {u = f(Rac(t1),...,Rac(tn)),v = f(Rac(t}),...,Rac(t,))} U U(& ue)

=1
Clairement, ~, ey C ~¢. Or, par hypothese, Rac(t:) ~(,ue) Rac(t;). Donc Rac(ti) ~¢ Rac(t}).
Do, par définition de ~¢, u~¢v, ce qui implique finalement : w : f(t1,...,t,) = v : f(#1,...,1,).

¢

e On note 7 la classe d’équivalence du terme ¢. On note :

TS, L, %) = | To(E, £, X)

seS

I’ensemble des termes quotienté par la relation de bisimulation.

e On définit le terme canonique associé A ¢, unique & I’a-conversion prés, noté ¢, en posant :

t = Term(Rac(t), System(t))

On note :
T(E,L,%) = T(3,L,%),
SES
I’ensemble des termes canoniques.

Remarque :

1. =« C=

2. tet

3. Siti1 = to, alors t[z + t1] = t[x « t2]

4. Sit1 = t2 et u € Pos(¢1) alors il existe v € Pos(tz2) telle que t144, = t21y
5. t = Term(Rac(t), System(t))

6. t = t[z  t1s]
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2.5 Probléme d’unification

Dans cette derniére section, nous nous intéressons au probléme d’unification, c’est-a-dire a la
résolution d’équations syntaxiques sur nos graphes. Nous commencons par définir les substitu-
tions, puis nous posons le probléme d’unification de deux termes, et nous donnons un algorithme
d’unification.

2.5.1 Substitution

Informellement, une substitution est une application qui associe des termes a des variables
libres. Son extension & I’ensemble des termes est unique & la bisimulation prés. Le reste des
notions est classique.

Définition 30 (SUBSTITUTION) : Soient ¥ = (S, 2, II) une signature, X = ¥, &,
un ensemble de variables, et £ = |, s £, un ensemble d’étiquettes.

e On appelle substitution toute application o : X — T(3,L,X) telle que
o(Xs;) CT(%,L,X)s. On note SUB l’ensemble des substitutions.

e L’ensemble Dom(o) = {z € X | o(z) # z : z} est appelé domaine de la
substitution o. On note Id la substitution de domaine vide.

e L’ensemble Im(o) = U.eDom(o) Var(o(z)) est appelé image de la substitution
o ; c’est 'ensemble des variables libres introduites par o. On dit que o est
fermée si Im(o) = . On note SUBF l'ensemble des substitutions fermées.

Définition 31 (RELATION =) : Soient 3 = (S, Q,II) une signature, X = ¥, X,
un ensemble de variables et £ = |t .5 £, un ensemble d’étiquettes. Soient o, et o,
deux substitutions. On étend la relation de bisimulation définie sur les termes en
une relation d’équivalence sur les substitutions. On définit ainsi = en posant :

o1 =0y = Vze X, o0i(z) = 0y(x)

Définition 32 (EXTENSION DES SUBSTITUTIONS) : Soient ¥ = (S, Q, IT) une signa-
ture, X = |4, s Xs un ensemble de variables et £ = |, s £, un ensemble d’étiquettes.
Soient ¢ une substitution, £ un terme, et M C £ un ensemble d’étiquettes contenant
L = Label(t). On définit 'extension de o & ¢ en dehors de M, notée of, en
posant :

teT(S,L,X) = |ot(t) = ou(?)

1. oy(2) =2

2. op(z:x) =t avec :
(a) 8 = o(z)
(b) ty =4 t; avec Label(t;) N M = ()
(c) t3 = ta[Rac(te) = 2]

3. om(z:c)==z:c

4. opy(z: fty.-stn)) =2 floa, (t1),y - -sour (), -« -y ou, (t,)) avec My = M et
Mj+1 = M] U Label(a(tj))
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Par abus de notation, nous écrirons ¢ & la place de o*.

Exemple : Soit o telle que o(z) = o(y) = =1 : h(z1,z2 : z). On a Dom(s) = {z,y} et
Im(c) = {z}. Soit t =xz1: f(z2:z,23:y). Ona:

o) ==z1: f(z2: h(z2,24: 2), 23 : h(zs,25: 2))

¢
Définition 33 (RESTRICTION D’UNE SUBSTITUTION) : Soient ¥ = (S, ,II) une
signature, X = lf,.s X; un ensemble de variables et L = lt,.¢ L, un ensemble

d’étiquettes. Soient o une substitution, et V' C X un ensemble de variables. On
note o4y la restriction de o & 'ensemble V', définie par o1y (z) = o(z) siz € V, et
otv(z) = z : = sinon.

Définition 34 (COMPOSITION , IDEMPOTENCE) : Soit ¥ = (S§,,II) une signa-
ture. Soient oy et oy deux substitutions.

e On note o; o 0y, la composition des substitutions o, et o,.

e On dit qu’une substitution o est idempotente si 0 o 0 = 0.

Proposition 35 : Soit o une substitution. c oo = 0 <= Dom(c) NIm(o) = 0.

Preuve :

e < : Supposons Dom(c)NIm(c) =0. Ona: cgooc = 71Dom(o)nIm(e) ° 7 = O

e —: Supposons oo = 0. Si Dom(co)NIm(c) # @, alors il existe z € Dom (o) NIm(c). Comme
x € Im(0), il existe y € Dom(c), t € T(Z, £, X), et u € Pos(t) tels que o(y)= t[u + z]. Mais
z € Dom(c), donc par définition, o(z) # z: z, donc o(o(y)) # o(y) : contradiction.

¢

2.5.2 Probléme d’unification

Dans ce paragraphe, nous cherchons & résoudre des équations syntaxiques sur les termes,
c’est-a-dire & trouver tous les unificateurs qui rendent bisimilaires deux termes. Apres une
définition plus formelle, nous donnons un algorithme permettant de calculer 'unificateur le plus
général 3 la bisimulation pres.

Définition 36 (UNIFICATION) : Soient ¥ = (S, ,II) une signature, X = ¥ .5 &,
un ensemble de variables, et £ = I, < L, un ensemble d’étiquettes. Soient ¢, ¢, deux
termes.

SES

e On dit que %, et t, sont unifiables s’il existe une substitution o telle que
o(ty) = o(tz). On dit que o est un unificateur.

e Trouver un unificateur, c’est résoudre le probleme d’unification.

e On note U(¢;,t,) Pensemble des unificateurs de t; et t,.

Définition 37 (PREORDRE <) : Soit ¥ = (S,Q,TI) une signature. Soient o et
o, deux substitutions. On définit le préordre =< sur les substitutions & partir de la
relation d’équivalence = en posant :

01 <X 0y <= 36 € SUB tel que § 0 07 = 05
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Théoréme 38 : Soient ¥ = (S, 2, II) une signature, X = 4,5 X; un ensemble de
variables, et £ = |f,.s £, un ensemble d’étiquettes. Soient #;,%, deux termes.

1. Sit; et t, sont unifiables, alors il existe une substitution o € U(t,t,) telle que :
VO'I € U(tl,tz) , O j o'

o est unique & la relation de bisimulation = prés. On lappelle plus petit
unificateur de t; et t,, ou unificateur le plus général® de t; et t,.

2. De plus, on peut toujours choisir ¢ idempotent (Dom(o) N Im(o) = 0). Et si
Var(t,) N Var(ty) = 0, alors on a : Dom(o) UIm(o) = Var(t;) U Var(t,).

Exemple : Considérons les termes t1 = 1 : +(v1 : &, 1) et ta : +(x2,vs : x). Les substitutions
og:x—y1:+(yi,y1) et o x> y2 : +(y2,93 : +(ys,y3)) sont deux unificateurs les plus généraux,

égaux entre eux (au sens de =). {
2.5.3 Algorithme d’unification
Nous donnons ici les régles d’inérence de I'algorithme d’unification :

e Probléme : Soient t; , ¢, deux termes tels que Label(t;) N Label(t,) = 0. Soit & =
System(t;) U System(¢2). Le probléme d’unification de ¢; et ¢5 se pose ainsi :

({Rac(t,) o Rac(t2)} 5 €5 0)

o Regles :

1. Elimination :

(Au{xloﬁﬂl}; £ S)
(A5 &5 9)

2. Substitution 1 :

(AU{z10z2}; EU{z1 =2z,22 =y} ; )
(A EU{zy =12} SU{z; =y})[z2 1= 74]

3. Substitution 2 :
(AU{zioze}; EU{z1 =3,20 = ¢} ; 5)
(A; EU{ze = ¢} ; SU{zy=x})[z1 := z2]
4. Substitution 3 :

(AU{zi 022} ; EU{z1 =),z =2} ; 5)
(A EUu{zi=9¢)}; SU{z =z})[zs := 24]

, PEX

, PEX

5. Décomposition :

(AU{-TL'IO-'EZ}; fu{ml :f(’lh,...,’un),-’l?z:f(’U1,---,’Un)}; S)
(AU{ur 001, uy 00} 5 EU{Z1 = fug,-on un)} 5 §)[me i= 7]

'most general unifier, en anglais.
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6. Echec 1 : . .
(AU{z10z2}; EU{z1 = fM,2, =gN}; S)
FAIL

7. Echec 2 :
(A &5 S)

FALL
si ds € S, = € Label,(§) tels que z ~¢1 z.

e On peut obtenir deux résultats :

1. FAZL : i, et t, ne sont pas unifiables.

2. (B; &; S): t; et ty sont unifiables. Un de leurs unificateurs le plus général est o tel
que :
o ={z — Term(z;,&) | (z; = z) € S}
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Chapter 3

Sémantiques

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la sémantique dénotationnelle et & la sémantique
opérationnelle d’une spécification. La premiere exprime le sens mathématique unique qu’a cette
spécification. La seconde explique comment exécuter correctement cette spécification, considérée
comme un programime.

A . Sémantique dénotationnelle

Dans cette partie, nous proposons une sémantique dénotationnelle pour toute spécification.
Elle est donnée par son E-modele standard, qu’il s’agit de définir. D’abord, il faut remarquer
que nous avons identifié des termes en définissant la congruence =, dite de bisimulation. Celle-ci
n’est pas spécifiable dans notre syntaxe. Donc nous travaillons directement avec I'ensemble des
termes quotienté par = : T (X%, £).

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux spécifications dont la signature n’est
pas égalitaire. Nous définissons d’abord les notions d’interprétation et de satisfaction. Nous
définissons ensuite ce qu’est un modele, puis nous parlons du modele standard, intersection de
tous les modeles.

Lorsqu’on travaille avec une signature égalitaire, ce modele standard n’est plus satisfaisant :
on y manipule le symbole d’égalité comme un prédicat quelconque (& la Prolog). Pour pallier
cet inconvénient, nous définissons les E-interprétations, puis et les E-modéles. Le E-modéle
standard est l'intersection de tous les E-modéles.

3.1 Modele standard

Dans cette section, nous nous intéressons aux spécifications dont la signature n’est pas
égalitaire. Nous ne développons que les notions utiles pour exprimer les calculs, la sémantique
opérationnelle d’une spécification. Nous définissons d’abord les notions d’interprétation et de
satisfaction. Nous définissons ensuite ce qu’est un modele, puis nous parlons du modele standard,
intersection de tous les modeéles. La sémantique d’une spécification non égalitaire est donnée
par ce dernier.
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3.1.1 Interprétations syntaxiques et satisfaction

Définition 39 (INTERPRETATION SYNTAXIQUE) : Soient ¥ = (S, Q,II) une signa-
ture et £ = |, £, un ensemble d’étiquettes. On appelle interprétation synta-
xique tout triplet

—

IH=(T(%,L) ,a,B)
tel que :

— —

o T(X,L) = W¥,cs Ts(%, L) soit ensemble des termes fermés , quotienté par la
relation de bisimulation = définie précédemment.

e « soit une famille $* x S-indicée d’applications :

e Tw/(-z\:‘c)

a={ays: Qs — T(E,L) | (w,s) € §* xS}
avec .
1.
cc Q)\,s — —
Ler, }=> ays(c) =z27¢c
2.
f € Qsl...sn,s —
i; € 7'31(2,,6) - asl...sn,s(f)(tla v atn) ==z: f(tla R atn)
z €L,

e (3 soit une famille S*-indicée d’applications :
B={By: M, — 2™ |we st}

avec !

— —

Pell, ., = B(P)CT,(5L)x...x T, (%,L)

n

Remarque :

— — —

e Tsi..s, (%, L) désigne le produit cartésien T, (X,L) X ... x Ts, (%, £).
e Un symbole de fonction est interprété de maniére “syntaxique”, comme dans les interprétations

de Herbrand.
e A tout prédicat P € Il,, ..., , on associe une partie de ﬁlaﬁ) X ... X 7'5"?5, L).

¢
Définition 40 (AFFECTATION SUR T(E]TL’)) : Soient ¥ = (S, Q,II) une signature,
X = l,cs & un ensemble de variables, et £ = |#,.5 £, un ensemble d’étiquettes.

— ——

On appelle affectation sur 7(X, £) toute application a : X — T (%, L) telle que

—

a(X;) C T4(%,L£). On définit en deux temps I'unique extension de a & ensemble
des termes T (X%, £, X), notée a* :

—

1. Soit o, : X = T (X, £) une substitution telle que Vz € X, a(z) = 0,(z)
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2. On pose :

—

teT(X,L,X) = |a*(t) = 0,(t)

Définition 41 (SATISFACTION) : Soient ¥ = (S, 2, IT) une signature, X = ¢, X;
un ensemble de variables, et L = |¥,.¢ £, un ensemble d’étiquettes. Soit TH =

—

(T(2,L£) ,a,B) une interprétation syntaxique.

—

e Soient a : X — T (X, L) une affectation et P(ty,...,t,) un atome. On dit que
P(a*(ty),...,a*(t,)) est vrai dans TH si (a*(t1),...,a*(t,)) € B(P). Par abus
de notation, on pose a*(P(t,...,t,)) = P(a*(ty),...,a*(t,)).

e Soient Ay, ..., A, des atomes.

— On dit que le fait A, est valide dans ZH si pour toute affectation a,
a*(Ap) est vrai dans ZH.

— On dit que la clause Ay <= A, ... A, est valide dans Z# si pour toute
affectation a, a*(Ag) est vrai dans ZH chaque fois que a*(A4,),...,a*(4,)
sont vrais dans ZH.

On note par ZH = ¢ le fait que c soit une clause valide dans I'interprétation
syntaxique ZH.

3.1.2 Modeles syntaxiques et modele standard

Définition 42 (MODELE SYNTAXIQUE) : Soient ¥ = (S, Q,II) une signature, et
L = ¥,cs L un ensemble d’étiquettes. Soient SP = (X, HC) une spécification, et
IH =(T(%,L) ,a,[) une interprétation syntaxique. On dit que ZH est un modeéle

syntaxique de SP si :
Vee HC , ITH Ec

Remarque : La classe des modeles syntaxiques correspond & la classe des modeles librement

engendrés de la théorie classique. )

Définition 43 (INTERSECTION DE MODELES) : Soient ¥ = (S, Q, IT) une signature,
L = W,cs L, un ensemble d’étiquettes et SP = (X, HC) une spécification. Soient

—

IH, =(T(5,L) ,a,51) , TH2 = (T (%, L) , 0, F2) deux modeles syntaxiques de SP.
On appelle intersection de Z#H, et ZTH, I'interprétation syntaxique :

IH =TH, NTH, = (T(S, L) ,a, )

telle que :
VP ell, , B(P) = Bi(P) N Bx(P)

Proposition 44 : L’intersection de deux modeles syntaxiques est encore un modeéle
syntaxique.

Preuve :
e Soit Ap un fait de HC. Soit a une affectation. ZH; et ZH2 étant deux modeles syntaxiques

de SP, on a a*(Ao) € B1(P) et a*(Ao) € B2(P) et donc a*(Ao) € B1(P) N B2(P). Comme a
est quelconque, on a finalement : ZH1 NZH: | Ao
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e Soit Ag <= A;...A, une clause de HC. Soit a une affectation telle que a”(Ao) € fi(P) N
B2(P). On a donc a*(4o) € Bi(P) et a*(Ao) € B2(P). Comme TH; et TH> sont deux
modeles syntaxiques de SP, on a : Vi € 1...n,a*(4;) € B1(P) et a*(A;) € B2(P). Donc :
Vi €1...nm,a"(4;) € B1(P)N B2(P), et donc finalement : ZH1 N TH2 |= Ag <= A1...An.

¢

Définition 45 (MODELE STANDARD) : Soient ¥ = (&,Q,II) une signature, et
SP = (3,HC) une spécification. On appelle plus petit modele syntaxique de
SP ou modele standard de SP l'intersection de tous les modeles syntaxiques de
SP. On le note MSgp.

3.2 E-modele standard

Nous nous intéressons maintenant aux spécifications dont la signature est égalitaire. Nous
définissons dans un premier temps la notion de E-interprétation, ainsi que la relation de satisfac-
tion. Nous définirons ensuite ce qu’est un E-modele, puis nous parlerons du E-modeéle standard,
Iintersection de tous les E-modeles. La sémantique d’une spécification égalitaire est donnée par
ce dernier.

3.2.1 E-interprétations syntaxiques et satisfaction

Définition 46 (AXIOMES DE L'EGALITE) : Soient 3 = (S,Q,II) une signature
égalitaire, £ = |, L5 un ensemble d’étiquettes, et SP = (X, HC) une spécification.

—

On définit ensemble des axiomes de 1’égalité sur 7 (X, £) pour la signature 3,
noté AXE(X), 'ensemble des clauses' suivantes :

l.z==1zx

2. x ==y<&= y===x
3_1‘::2{: x::y’y::Z
4

oz f(xe, e xn) ==200 f(Y1y- - Yn) &= T1 == Y1,...,T, == Y, pour tous
les symboles d’opérateurs f € €, s s
5. P(z1,...,2,) <= P(Y1,---,Yn),T1 == Y1,--.,Ln == Y, pour tous les sym-
boles de prédicats P € II,, , différents de 1'égalité ({=,;| s € S}).

Proposition 47 : Soient ¥ = (S,Q,II) une signature égalitaire , £ = ¢ .5 £, un
ensemble d’étiquettes, et SP = (3, HC) une spécification. On définit la spécification :

SP' = (X, HC U AXE(R))

—

Soit MSsp = (T (%, L) ,, ) le modele standard de SP’. On définit
== {gs| S € S} s ou gs = /B(Zss)

—

= est la plus petite congruence engendrée par la spécification SP sur 7(3,L). On

— — ——

définit T(X, £) o = W,e5 Ts(E, £) /o I'ensemble tel que T(X, £) - soit le quotient de
7;(/2\, L) par =,. Les éléments de T(E]TL’) /= sont notés [ t].

! == désigne n’importe quel symbole d’égalité =,
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o~

Preuve : =2 est une congruence sur les termes de 7(X, L), compte tenu des axiomes qu’elle

satisfait. C’est la plus petite parce qu’on travaille dans le plus petit modele syntaxique de SP’. {

Définition 48 (E-INTERPRETATION SYNTAXIQUE) : Soient ¥ = (S,Q,II) une
signature égalitaire, et £ = |#,.s £, un ensemble d’étiquettes. On appelle E-inter-
prétation syntaxique tout triplet

EIH = (T(5,L) = , o, )
tel que :

e « soit une famille §* x S-indicée d’applications :

— Tu(Z.L) s

o= {au,s : Qu,s — To(5, L) /o | (w,s) € §* x S}
avec :
1.
cE Q,\,s 1
ze L, }=> ays(c)=[z7¢]
2.
f S Qsl...sn,s —
[a ] S 7;—(2’[')/5 == O‘81.--sn,S(f)([ 131 ],...,[tn ]) = [ Z: f(tla---atn) ]
2 €L,

e (3 soit une famille ST-indicée d’applications :
B={B,: 1, — 27~ |y e St}

avec :

1. |B(=s) = {(z,2) | 2 € Ty(S,£) o }

— —

2. Pelly,.,, = B(P)CTo(BL))n % ... x To,(5,L) o

Remarque :

—

e On notera que 'interprétation des sortes se fait dans 7(X, £) o

— — —

® Tsy.sn (25, L) /o désigne un produit cartésien 75, (2, L) /o X ... X Ts, (2, £) /o

e Un symbole de fonction est interprété de maniére “syntaxique”, comme dans les E-structures
de Herbrand.

e A tout prédicat P € Il,,..s,, , on associe une partie de 7—31(2\75)/5 X...X ’Ts"a ﬁ)/g.

¢
Définition 49 (AFFECTATION SUR T (E]TL) =)+ Solent ¥ = (S, 1II) une sig-
nature égalitaire, X = lf,.g &, un ensemble de variables, et £L = lf,.s L, un

—

ensemble d’étiquettes. On appelle affectation sur 7 (%, L) /~ toute application

— —

a:X = T(Z, L), telle que a(X;) C T;(X, £) ~. On définit en deux temps I'unique
extension de a & 'ensemble des termes 7 (3, £, X), notée a' :
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—

1. Soit 0, : X = T (2, L) une substitution telle que Vz € X,a(z) = [ 0,(z) ]
2. On pose :

teT(S,L,X) = |ai(t) =[ou(t) ]

Définition 50 (SATISFACTION) : Soient ¥ = (S,€Q,II) une signature égalitaire,
L = W,es L5 un ensemble d’étiquettes. Soit EZH = (T (X, L)~ ,, 8) une E-inter-
prétation syntaxique.

—

e Soient a : X = T (X, £) » une affectation et P(i,...,?,) un atome. On dit que
P(a*(t1),...,a*(t,)) est vrai dans ETH si (a*(t,),...,a*(t,)) € B(P). par abus
de notation, on pose a*(P(ty,...,t,)) = P(a*(t,),...,a*(t,)).

e Soient Ay,..., A, des atomes.

— On dit que le fait A, est valide dans EZH si pour toute affectation a,
a*(Ay) est vrai dans ETH.

— On dit que la clause A; <= A, ... A, est valide dans ETH si pour toute
affectation a, a*(4,) est vrai dans EZH chaque fois que af(4,),...,a*(A,)
sont vrais dans EZH.

On note par EZH = c le fait que c soit une clause valide dans I’E-interprétation
syntaxique EZH.

3.2.2 E-modéles syntaxiques et E-modele standard

Définition 51 (E-MODELES SYNTAXIQUES) : Soient ¥ = (S,Q,II) une signature
égalitaire, £ = |4,.s L, un ensemble d’étiquettes. Soient SP = (X, HC) une spéci-

fication, et EITH = (T (X%, L) /o 2 O B) une E-interprétation syntaxique. On dit que
ETH est un E-modele syntaxique de SP si:

Vee HC , ETH ¢

Définition 52 (INTERSECTION DE E-MODELES) : Soient ¥ = (S,Q,II) une sig-
nature égalitaire, £ = W5 L; un ensemble d’étiquettes, et SP = (X,HC) une

— ——

spécification. Soient EZH, = (T (X, L) o @, B1) , EIH2 = (T (5, L) o , ¢, o) deux
E-modeles syntaxiques de SP. On appelle intersection de EZH, et EIH, la E-
interprétation syntaxique :

—

EIH =ETH, N ETHy = (T(3,L) o , . )

telle que :
VP eI, , B(P) = Bi(P) N Bx(P)

Proposition 53 : L’intersection de deux E-modeéles syntaxiques est encore un
E-modéle syntaxique.

Preuve : Aux notations prés, la méme que précédemment. <>

Définition 54 (E-MODELE STANDARD) : Soient ¥ = (S,,II) une signature
égalitaire, et SP = (X, HC) une spécification. On appelle plus petit E-modéle
syntaxique de SP ou E-modéle standard de SP l'intersection de tous les E-
modeles syntaxiques de SP. On le note EMSsp.
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Remarque : Soient ¥ = (S,Q, II) une signature égalitaire, et SP = (X, HC) une spécification.
Soit A € AT(Z, L, X) un atome. On pourrait montrer :

SMSSP 'Z A = MSspl 'Z A

ot MSspr est le modele standard de la spécification SP auquelle on a ajouté les axiomes de I’égalité

(cf. définition de la congruence =). <

Remarque : Nous ne nous sommes pas lancer dans une étude générale, avec des modeles
quelconques, parce que celd nécessiterait d’interpréter nos termes comme plus petits points fixes de
systemes d’équations dans des algébres continues. Il nous faudrait alors travailler directement avec
des arbres infinis réguliers (voir [6]), ce qui nécessiterait beaucoup de “matériels”. On montrerait
alors facilement que la sémantique d’un programme est donnée par un E-modele initial dans la
catégorie des E-modeles (voir [17] pour une bonne idée de la preuve). On pourrait aussi utiliser une
transformation continue sur ces algebres, comme cela a été fait pour Prolog. La sémantique d’'un
programme serait donnée par le plus petit point fixe de cette transformation (voir [18] pour des

détails sur cette transformation). <

3.3 Congruence =k,

Nous allons maintenant travailler dans le E-modeéle standard. Nous commencons par définir
la théorie équationnelle inductive, =%, c’est-A-dire 'ensemble des couples de termes qui sont
égaux dans le E-modéle standard. Autrement dit, ¢’est ’ensemble des équations qui sont valides
dans ce E-modele. Cette relation est une congruence sur les termes. Nous 1’étendons ensuite en
une relation d’équivalence sur les substitutions, =%,, puis nous nous servons de cette derniére
pour définir un préordre sur les substitutions, <k,. Les définitions introduites seront utilisées
dans la prochaine partie.

Définition 55 (RELATION =k,) : Soient ¥ = (S,,1I) une signature égalitai-
re, X = |§,.s X; un ensemble de variables, £ = |4 .5 L; un ensemble d’étiquettes,
et SP = (X, HC) une spécification. On définit la relation =L, sur 7(X, L, X) en
posant :

th,tz € T(E,;C, X), tl :fS"P t2 <~ SMSSP |: tlzztz

Proposition 56 : =k, est une congruence sur 7 (%, L, X).

o~

Preuve : Trivial, car si EMSsp | ti==t», alors pour toute affectation a : X — T(E,ﬁ)/g,
af(t1) est identique 3 a¥(t2).

Définition 57 (RELATION =k,) : Soient 3 = (S, Q,I) une signature égalitaire,
X = l,cs X5 un ensemble de variables, £ = |f,.s £, un ensemble d’étiquettes et
SP = (3, HC) une spécification. Soit V' C X un ensemble de variables libres. Soient
o1 et o, deux substitutions. On étend la relation de congruence =k, définie sur les
termes en une relation d’équivalence sur les substitutions. On définit ainsi =%, en

posant :
o1 =gp 02 [V ] <= Vz eV, 01(z) =5p 02(2)
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Définition 58 (PREORDRE =<k,) : Soient ¥ = (S,Q,II) une signature égalitaire,
X = l¥,cs &; un ensemble de variables, £ = |f,.s £, un ensemble d’étiquettes, et
SP = (3, HC) une spécification. Soit V' C X un ensemble de variables libres. Soient
o1 et oy deux substitutions. On définit le préordre <%, sur les substitutions & partir
de la relation d’équivalence =%, en posant :

o1 2sp 0y [V] <= 6€SUB telque dooy =k, 05 [V ]

B . Sémantique opérationnelle

Dans cette partie, nous allons décrire la sémantique opérationnelle d’un programme, soit la
maniére dont il s’exécute. Nous parlons de calcul. Dans la premiére partie, nous allons définir
précisément ce qu’est un calcul, puis nous en proposons un : la SLDEI-résolution.

3.1 Notion de calcul

Informellement, un calcul correspond & la résolution de but :
Définition 59 (But) : Soit ¥ = (S, 2, II) une signature.
On appelle but toute conjonction d’atomes Ay ... A,.

Remarque : Nous rappelons deux définitions qui ont été donnée par ailleurs :

1. On appelle clause de but la négation d’un but (notée <= Aop... A4,).

2. On appelle clause vide, notée O, la clause dont ’ensemble des atomes est vide. C’est le
symbole de la contradiction logique.

¢

Définition 60 (SOLUTION) : Soient ¥ = (S,Q,II) une signature égalitaire, et
SP = (3,HC) une spécification. Soit B = Aj...A, un but. Une substitution o
est une solution pour le but B si pour tout i, o(A;) est valide dans le E-modele
standard de SP :

Vie0...n, EMSsp = o(Ai)

On note SOL(SP, B) 'ensemble de toutes les solutions possibles pour le but B.

Définition 61 (ENSEMBLE COMPLET DE SOLUTIONS) : Soient ¥ = (S, 2,II) une
signature, et SP = (X,HC) une spécification. Soient B = A,...A, un but, et
W un ensemble de variables libres contenant V' = Var(B). Soit S un ensemble de
substitutions. On dit que S est un ensemble complet de solutions pour B en
dehors de W si :

1. S C SOL(SP, B) (cohérence)
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2. V6 € SUBF N SOL(SP, B) , Jo € S tel que o <k, 8[V] (complétude)
3. Yo € S,Dom(c) CV et Im(c) "W =10

Remarque : Nous nous intéressons a la complétude par rapport aux solutions fermées, la
complétude par rapport aux solutions ouvertes étant indécidables dans le cas général. >

Définition 62 (CALCUL) : On appelle calcul un ensemble de régles de déduction
de substitutions pour les buts. On dit qu’un calcul est cohérent si pour tout but
B, toutes les substitutions calculées sont effectivement solutions de B. On dit qu’un
calcul est complet si pour tout but B, ’ensemble des substitutions calculées est
complet (au sens de la définition précédente).

La régle de SLD-résolution est sans doute I’exemple le plus connu de calcul cohérent et
complet. C’est le calcul effectué dans Prolog. Une extension a été faite pour pouvoir utiliser
des termes infinis (voir [18] (chapitre 6)). Cette étude débouche sur la programmation logique
temps réel, les processus communicants et concurrents ...

3.2 SLDEI-résolution

Nous proposons maintenant un premier calcul. Nous allons utiliser une extension de la
SLD-résolution, permettant un traitement des équations indépendant ; nous nous inspirons de
la SLDEI-résolution, définie R. Echahed dans [19]. Ce calcul ne marche pas dans le cadre le
plus général, et nous allons donc poser des conditions quant aux clauses avec lesquelles nous
travaillons.

Nous supposons dans tout ce paragraphe que nous disposons d’une signature égalitaire 3 =
(S,Q,1II), d’un ensemble X = 4, s X, de variables, d’un ensemble £ = ), s L, d’étiquettes, et
d’une spécification SP = (X, HC) ou l'ensemble des clauses HC est 'union d’un ensemble de
clauses de tétes non équationnelles CL, et d’'un ensemble d’équations conditionnelles £ :

HC=CL W &

avec : ' '

iel...k}

Le calcul présenté traite de maniere différente les équations et les autres littéraux des buts. Plus
précisément, il permet de déléguer la résolution des équations & des algorithmes spécialisés.

Dans un premier temps, nous précisons ce que doit retourner un tel algorithme de résolution
d’équations. Nous en présenterons un dans le chapitre suivant. Dans un deuxiéme temps, nous
développons le calcul général.

3.2.1 Probléme de EIl-unification

Résoudre une équation, c’est trouver toutes les substitutions qui rendent deux termes égaux
dans le E-modele standard. Il s’agit plus précisément de trouver les substitutions qui valident
une équation dans le E-modele standard.

Définition 63 (EI-UNIFICATION) : Soient ¥ = (S, €, II) une signature égalitaire,
X = ly,cs &; un ensemble de variables, £ = |f,.s £, un ensemble d’étiquettes, et
SP = (X, HC) une spécification. Soient ¢; , t, deux termes.
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e On dit que t; et f, sont EI-unifiables s’il existe une substitution o telle que
o(t1) =kp o(ts), c’est-d-dire telle que EMSsp = o(ty) == o(tz). On dit que o
est un EI-unificateur de ¢, et ¢,.

e Trouver un El-unificateur, c’est résoudre le probléme de EI-unification.

e On note EIU(¢y,t,,SP) l'ensemble des El-unificateurs de ¢, et t,. On note
EIUF(t,,t5,SP) 'ensemble des El-unificateurs fermés de t; et t,.

Comme pour l'unification syntaxique, il existe une infinité de EI-unificateurs. Néanmoins,
nous avons vu que lorsque deux termes sont unifiables, il existe un unificateur le plus général
(unique & = pres), et que tous les autres peuvent se déduire de lui. Ce n’est plus vrai pour la
El-unification. Dans le cas général, il existe plusieurs El-unificateurs incomparables entre eux.
Nous cherchons donc & obtenir des ensembles de El-unificateurs. Il serait agréable de pouvoir
“déduire” tous les autres El-unificateurs & partir de ses ensembles. Or, c’est un probléme
indécidable dans le cas général. Nous sommes conduits & définir la notion d’ensemble complet
d’El-unificateurs, dont nous exigeons la complétude par rapport aux El-unificateurs fermés.

Définition 64 (COMPLETUDE D’UN ENSEMBLE DE EI-UNIFICATEURS) : Soient
¥ = (85,9, 1I) une signature, X = 4, .5 &, un ensemble de variables, £ = ), s £, un
ensemble d’étiquettes, et SP = (2, HC) une spécification. Soient ¢, , ¢ deux termes,
et W C X un ensemble de variables contenant V' = Var(¢;) U Var(¢,). Un ensemble
ES de substitutions est un ensemble complet de EI-unificateurs de ¢; et ¢, en
dehors de W si:

1. ES C EIU(ty,ts,SP) (cohérence)

2. 0 € EIUF(t,,t,,SP) = Jo € ES tel que o <k, 6 [ V] (complétude)

3. Vo € ES,Dom(c) =V et Im(o) "W =0

Remarque : Cette définition s’inspire de celle donnée dans [20], un précurseur du domaine. &

3.2.2 SLDEI-résolution

Nous présentons maintenant le calcul général. Il s’inspire de celui proposé par [19] dans le
cadre des termes finis.

Définition 65 (SLDEI-RESOLUTION) : Soient ¥ = (S, Q,II) une signature, X =
#,cs A5 un ensemble de variables, £ = |§,.s £, un ensemble d’étiquettes, et SP =
(3, HC) une spécification. Soit

B=<«= A... A, ... A,

une clause de but?. On déduit la clause de but B’ & partir de B par SLDEI-
résolution dans les deux cas suivants :

1. A,, est de la forme P(t,...,t,).

(a) Soit C" une variante d’une clause dans HC de la forme

P(tll,,t;) — D]_...Dk

2 A, est appelé Patome sélectionné.
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(b) BI = <— Ala"'aAm—latl - tll,...,tp - t’p)Dla"'aDkaAm—i-l;""An
2. A,, est une équation de la forme t; ==t,
(a) BI:O(Al,...,Am_l,Am+1,...,An)

(b) 6 € ES(t1,t2, SP) ou ES(t1,t2, SP) est un ensemble complet de EI-unificateurs
de tl et tz.

La clause de but B’ est appelée EI-résolvante de B. On note cette dérivation par :
SLDET , . SLDET ,
B —(m, c',Id]B dans le premier cas, et B———, 9,9 B’ dans le second.

Définition 66 (SLDEI-DERIVATION) : Soient ¥ = (S,Q,II) une signature, et
SP = (3, HC) une spécification. Soit B une clause de but. Une SLDEI-dérivation
a partir de B consiste en :

1. une suite de clauses de buts : By(= B),...,B,

2. une suite de variantes de clauses (éventuellement vides) : Cy,...,Cph_1
3. une suite de El-unificateurs : 6y,...,0,_,
telles que :
SLDET SLDET

Bo(z B —>[CO,00] . Bn—l—)[cn_1,9n_1]Bn

Définition 67 (SLDEI-REFUTATION) : Soient ¥ = (S,Q,II) une signature, et
SP = (¥,HC) une spécification. Soit B un but. Une SLDEI-réfutation de B est
une SLDEI-dérivation & partir de <= B qui aboutit & la clause vide O.

Définition 68 (SOLUTION CALCULEE) : Soient ¥ = (&,Q,II) une signature,
X = l¥,cs Xs un ensemble de variables, et SP = (X, C) une spécification. Soient
B un but, et V = Var(B) I’ensemble des variables libres apparaissant dans B. Une
solution calculée par SLDEI-résolution pour le but B est la restriction aux
variables dans B de la composition 6,_; o ... o 6y, c’est-a-dire (0,,_;0...0 HO)TV’ ol
les 6; sont des El-unificateurs utilisés lors d’une SLDEI-réfutation de B.

Théoréme 69 : Soient ¥ = (S, Q,II) une signature, X = |, X5 un ensemble de
variables, et SP = (X, HC) une spécification. Soient B un but, et W un ensemble
de variables libres contenant V' = Var(B). L’ensemble des solutions calculées par
SLDEI-résolution pour le but B est un ensemble complet de solutions pour B en
dehors de W. Autrement dit, la SLDEI-résolution définit un calcul cohérent et
complet.

Remarque : 11 y a méme complétude forte : L’ensemble des solutions pour un but est in-
dépendant de l'ordre dans lequel on sélectionne les atomes d’un but, c’est-a-dire de I’atome qu’on

sélectionne & chaque pas d’une dérivation.

Nous ne faisons pas la démonstration de ce théoréme par manque de temps, mais elle
s’inspirerait de celle concernant la SLD-résolution (voir [21], et [18]), et celle concernant la
SLDEI-résolution dans le cadre de termes finis (voir [19]).
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Chapter 4

Surréduction

Nous avons vu au chapitre précédent qu'un calcul fondé sur la régle de SLDEI-résolution
permettait I'utilisation d’algorithmes de résolution d’équations. Informellement, résoudre une
équation, c’est trouver un ensemble complet de El-unificateurs, c’est-a-dire un ensemble de
substitutions qui rendent deux termes égaux dans le E-modele standard d’une spécification, et
telle que tout autre El-unificateur fermé puisse étre obtenu (par composition) & partir d’un EI-
unificateur de I’ensemble. L’objectif de ce chapitre est de donner un premier calcul cohérent et
complet de tels ensembles de El-unificateurs, dans le cas de systémes de réécriture de graphes
non conditionnels.

Dans une premiére partie, nous précisons un certain nombre de points généraux. Dans une
seconde partie, nous étudions la réécriture de graphes, en définissant plusieurs relations utiles
par la suite. Enfin, nous définissons la relation de surréduction, ainsi qu'un calcul d’ensembles
complets de El-unificateurs ; nous montrons sa cohérence et sa complétude.

4.1 Généralités

Nous commencons par rappeler la définition de El-unificateur, et celle d’ensemble complet
de El-unificateurs. Nous définissons ensuite le cadre d’étude de ce chapitre. Puis nous parlons
de la théorie équationnelle que nous utilisons : =¢. Enfin, nous donnons les définitions de
confluence et de terminaison d’une relation (qui difféerent de celles utilisées dans le cas ou on
manipule des termes finis).

4.1.1 Rappel : El-unification

Définition 70 (EI-UNIFICATION) : Soient ¥ = (S, 2, II) une signature égalitaire,
X = |¥,cs &; un ensemble de variables, £ = |4,.s £, un ensemble d’étiquettes, et
SP = (X, HC) une spécification. Soient ¢, , t, deux termes.

e On dit que %, et t, sont EI-unifiables s’il existe une substitution o telle que
o(t1) =kp o(ts), c’est-d-dire telle que EMSsp = o(t) == o(tz). On dit que o
est un EI-unificateur de t; et t,.

e Trouver un El-unificateur, c’est résoudre le probléme de EI-unification.

e On note EIU(¢y,t5,SP) l'ensemble des El-unificateurs de ¢, et t,. On note
EIUF(t,ts, SP) Pensemble des El-unificateurs fermés de ¢; et ¢,.
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Définition 71 (COMPLETUDE D’'UN ENSEMBLE DE EI-UNIFICATEURS) : Soient
¥ = (8,9, 1I) une signature, X = 4, .5 &, un ensemble de variables, £ = ), s £, un
ensemble d’étiquettes, et SP = (2, HC) une spécification. Soient ¢, , ¢, deux termes,
et W C X un ensemble de variables contenant V' = Var(¢;) U Var(¢,). Un ensemble
ES de substitutions est un ensemble complet de EI-unificateurs de ¢, et ¢, en
dehors de W si :

1. ES C EIU(t,ty,SP) (cohérence)
2. 0 € EIUF(t,t,,S8P) = Jo € ES tel que o <k, 6 [ V ] (complétude)
3. Vo € ES,Dom(c) =V et Im(c) NW =0

4.1.2 Cadre d’étude

Nous supposons dans tout ce chapitre que nous disposons d’une signature égalitaire > =

(S,Q,1I), d’un ensemble X = |, s X, de variables, d’un ensemble £ = I, s £, d’étiquettes,
et d’une spécification SP = (3,HC) ou l'ensemble des clauses HC est 'union d’un ensemble
d’équations non conditionnelles £ et d’un ensemble de clauses de tétes non équationnelles CL :

HC=CL W &

avec :

4.1.3 Théorie équationnelle

Définition 72 (THEORIE EQUATIONNELLE) : Soient ¥ = (S, Q,II) une signature,
X = |¥,cs & un ensemble de variables, et £ = |#,.5 £, un ensemble d’étiquettes.
On définit =¢ sur 7(X, £, X') comme la plus petite relation telle que :

lL|g ==de& = g=d]
2. t,t € T(S, L, X),0 € SUB = ‘tl =ty => o(t)) =¢ 0(t2)‘
3. tl,tg ET(E,E,X) — ‘tl = t2 — tl =& tg‘
4. teT(S,L,X) =
5. tl,t2 E T(E,E,X) = ‘tl =& t2 = t2 =& tl‘
6. tl,tz,t3 ET(E,E,X) = ‘tl =& tz ) t2 =& t3 — tl =& t3
7.
f S Qsl...s",s
ti,tg € T(EaE,X)Su(i € ln)
z,2' € Ly = ‘z:f(tl,...,tn) =¢ z’:f(t'l,...,t’n)‘
eI
Proposition 73 : =, est une relation de congruence.
Proposition 74 : =, est fermée par substitution et par remplacement :
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[} tl = t2 — O'(tl) = U(tz)
o 1 =gty — t[z — tl] =¢ t[Z — tz]

Proposition 75 :

1. tl =¢ tz — tl :fgp t2
2. Si tl,t2 sont fermés ; tl =& t2 <~ tl :iS,P t2

4.1.4 Propriétés générales sur les relations

. . oy *
Soit — une relation sur 7(X%, £, X'). On note %, sa fermeture transitive, et — sa fermeture
. . oy oy + sy . ..
réflexive transitive. On note = sa fermeture symétrique, = sa fermeture symétrique transitive,

*, . ’ . o, .
et = sa fermeture symétrique, réflexive et transitive.
Définition 76 (CONFLUENCE, NETHERIANITE, CANONICITE) :

1. On dit que — est ncethérienne s§’il n’existe aucun terme duquel part une
dérivation inﬁnie (t]_ — tz —7 .. .).

2. — est confluente si :

lh =1y t =
t, St p=> /.t tels que ¢ t, = ¢!
ty = th =t

3. — est canonique si elle est noethérienne et confluente.

Remarque : Cette notion de confluence n’est pas la méme que dans le cas classique. Cest en
fait la confluence modulo la bisimulation. Notez qu’on retrouve la confluence classique si on travaille
dans T(X, £, X), plutét que dans T(Z, £, X).

Définition 77 (FORME NORMALE) :

e On dit qu’'un terme ¢ est sous forme normale par rapport & — s’il n’est pas
réductible, c’est-a-dire : —(It' € T(X,L,X) |t — 1)

e Lorsque t = t' et que t' est sous forme normale, on dit que t' est une forme
normale de £.

e Si — est ncethérienne, tout terme admet au moins une forme normale.

e Si — est confluente, tout terme admet au plus une forme normale, unique a la
bisimularité prés, lorsqu’elle existe.

e Enfin, quand — est canonique, tout terme admet une forme normale, unique a
la bisimularité pres.

Définition 78 (SUBSTITUTION NORMALISEE) : On dit qu'une substitution o est
normalisée par rapport & — si pour tout z € Dom(o) , o(x) est sous forme normale.

4.2 Réécriture

Dans cette partie, nous nous intéressons a la réécriture de graphes. Apres la définition de
ce que nous entendons par systéme de réécriture de graphes, nous étudions plusieurs relations :
—®*, =, ~~ et —>. Le dernier paragraphe rappelle nos résultats.
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4.2.1 Systéme de réécriture de graphes

Définition 79 (REGLE ET SYSTEME DE REECRITURE) : Une régle de réécriture
non conditionnelle est un couple de termes de méme sorte, noté g — d tels que
Var(d) C Var(g) et g ¢ X. Un systéme de réécriture de graphe, ou SRG, est
un ensemble de régles de réécriture.

L’intérét des systémes de réécriture est de fournir un moyen mécanique pour résoudre des
équations dans la théorie équationnelle =¢.
Nous associons & I’ensemble d’équations &, le systéme de réécriture € = {g — d | g==d € £}.

4.2.2 Relations —° et —

Définition 80 (RELATION DE REDUCTION) : On définit la relation de réduction
sur 7(3, L, X), notée —*, comme étant la plus petite relation contenant &, fermée
par substitution et remplacement :

1. |Ec —o
2.

t,t1,t2 € T(E, L, X)
z € Pos(t)

} = ‘tl —% ty = tx + t] —° t[x<—t2]‘

ti,ta € T(E, L, X)

O'ESUB } — ‘tl — tz — O'(tl) — O'(tz)‘

Définition 81 (REDUCTION D’UN TERME) : On dit qu’un terme ¢; se réduit ou
se réécrit en un terme t, par — si il existe z € Pos*(¢;)!, une régle g — d € £,
et une substitution 0 € SUB tels que :

L. O'(g) a tl']‘m
2. t2 = tl [.’E — O'(d)]
On le note : t; —f, /4, t2 , 0uty —f, ,p t2 , ou simplement #; — ¢,.

Cette premiere relation ne peut pas nous permettre de résoudre des équations a elle seule,
puisqu’elle ne dit rien de la bisimulation.

Définition 82 (=) : On définit une nouvelle relation sur 7(3, L, X) :

— = —* U =

Proposition 83 : <% est une relation de congruence sur 7 (%, £, X).

Preuve : Clairement, < est une relation d’équivalence. Montrons que c’est une congruence.
Soient f: s1...8, — s, et t1,...,tn € T(Z, L, X). Montrons d’abord par induction que si t; <= ¢}
alors f(t1,t2,-..,tn) PN f(t1,t2,...,ts). Clairement, si t JELN t1, le résultat est établi. Supposons
le résultat établi lorsque ¢1 <=5 t;. Soit t1 &5 ¢,. 1l y a trois cas :

!Une position de ¢1 qui ne dénote pas une variable.
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1. t1 =t <=t} : comme = est une congruence, et du fait de ’hypothése de récurrence, on a :
Flt1,t2,- . 5tn) = f(t,t2, ... tn) <= F(t1,t2,.. ., tn).

2. t1 — t <=t} : comme —* est fermée par remplacement, on a, en utilisant ’hypothese
de récurrence : f(t1,t2,--.,tn) —* F(t,t2,...,tn) <= F(th,t2,.--,tn)-

3.t +— t <= t| : méme cas que le précédent.
On établit donc le résultat pour n + 1, et donc pour tout n : si ; <= t!, alors
Fltiyta, ... tn) <= f(t1,t2,... tn)
On refait la méme preuve pour to & partir de f(t1,t2,...,t,). Et ainsi de suite. Par transitivité de

<%, on montre finalement que si t; <= t},...,t, <= t,, alors f(t1,...,tn) <= f(t},...,t,). Et

* .
donc, <% est une relation de congruence. <)

Théoréme 84 : |<— = =¢

Preuve :

e D : =¢ est la plus petite congruence sur 7 (%, £, X) contenant £ et =. Comme <= est aussi
une congruence contenant = et £ (par l'intermédiaire de —*), on a : < D =¢.

o C:
- =C =¢
— Montrons que —* C =g : Sit1 —7, 4, t2,alors 0(g) =a tig, et t2 = ti[z  o(d)].
On a t1 = ti[x ¢ tirg] = ti[z < o(g)]. Donc t1 =¢ ti[z + a(g)]. Or g = d € £, donc
g =¢ d, et donc o(g) =¢ o(d). De plus, si l =¢ r, alors t[z + ] =¢ t[z < r]. Donc
t1 =¢ t1[z + o(d)] et donc t; = t2. Par conséquent : —* C =¢.
— Conclusion : <= C =¢.
e Conclusion : <= = =¢.
¢
Maintenant, dans le cas des termes finis, lorsqu’on montre que = = 2 ot que — est
canonique, alors on montre que t; =¢ t, si les formes normales de t; et ¢, sont égales. Or ici,
comme —> DO =, donc = ne peut pas étre ncethérienne : il existe une infinité de termes

bisimilaires & un terme donné. On définit donc une nouvelle relation dont nous allons imposer
la ncethérianité.

4.2.3 Relation ~
Définition 85 (~) : On définit la relation ~ sur 7(3, £, X) en posant :

* *

Proposition 86 : |~ C =

Preuve : L’inclusion est évidente. Elle est stricte, parce que si t1 = t2 alors ¢ = t2. Mais la

définition de ~~ nous oblige & faire un pas de —*, et donc : =(t1 = to = t1 ~As £2).

Nous supposerons dans toute la suite que ~~» est canonique. Nous noterons £ la forme
normale de tout terme £.
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Théoréme 87 : |t; <= t, ssit;l = tal

Preuve :
e <— : Supposons til = t2l. Comme ~s C =*>, on a: t = t1l et to = tal. Comme
10 = tal, t1l <= tol. Donc t; <= t,.

e — : Nous raisonnons par induction sur la longueur de la dérivation ¢; < ty. Clairement,
si 1 < to, alors 11 = ¢21. Supposons le résultat établi pour tout k < n. Soit 1 <= ta.

— Si t1 = t2, alors par confluence de ~, t11 = t2l.
— Nous supposons maintenant que —(t1 = t2). Il existe alors une dérivation de la forme :
=g = ... =u; —* vg <= troubients = up = ... = u;j +—2 vo <= to.

1. Dans le premier cas, on a : t1 = u; —* vg = Vo PEN ta, donc t; ~ vo PEN to.
Donc t11 = wvol, et comme par hypothése vol = t21, on a t11 = tal.

2. Dans le second cas, on a : t1 = u; «— vo = vo < t2, donc t2 < vg ~ t1. Et
de méme, 2l = t1l.

e Conclusion : t; é ta ssi t11 = t2l

¢

Pour simplifier la preuve de complétude de la surréduction, nous allons encore “raffiner” la
réduction des termes, en définissant une derniére relation.

4.2.4 Relation —

Définition 88 (——) :  On définit la relation — sur 7(%,L£,X). On pose
ty —[a,9—d,0] T2 si il existe £ € Pos*(t;), une régle g — d € £, et une substitu-
tion o € SUB tels que :

L o(g) = tire
2ty = [z  o(d)]

Proposition 89 : t1 I—)[m’gﬁd,g] to = 11 ~> iy

Preuve : +— est un cas particulier de ~~». En effet, on a : t1 = t1[z « t11,]. Par définition
de —, on sait que o(g) = t14,. Donc, soit u € T(X, £, X) tel que u = t14, et u =4 o(g). On a:
ti[z « t115] = t1[z < u]. Par conséquent : 11 = t1[z + u] —], ;4,1 t1[z « o(d)] = t2. Et donc:
t1 ~o b O

Proposition 90 :

] |L) C rv*\,)

e Si ~ est noethérienne, alors — est noethérienne.
Preuve : L’inclusion découle de la propriété précédente. Elle est stricte parce que pour faire
un pas de réduction avec ~» (t1 = ui — uz = t2), on peut choisir n'importe quel premier

terme bisimilaire (u1), alors que celui-ci est imposé lors d’une réduction avec — (t1[z < t14,]). La

noethérianité de —s découle de celle de ~~s.

Proposition 91 : t; ~» ty, = 3t} tel que t; — 5.
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Remarque : t; et t) ne sont pas bisimilaires dans le cas général. <>

Preuve : Soit t; ~» t2. Il existe donc ui,us tels que : t; = u; —% uy = to avec
=== [z

1g—+d,o]
Uitz =a 0(g). Comme t1 = w1, il existe y € Pos*(¢1) tel que t14, = u14,. Par transitivité de =,

tiry, = o(g). Soit th = t1[y < o(d)]. On a: t1 —p g a0 th

Proposition 92 :

e Si ~ est confluente alors — est confluente.

ot =1
Preuve : On sait que — est noethérienne, et donc que les formes normales existent. Soit ¢ un
terme et t; une de ses formes normales par rapport a —. Si t; n’est pas sous forme normale par
rapport & ~, alors il existe £ tel que 1 ~ 2. Et dans ce cas, il existe t5 tel que t1 — t5, ce qui
est impossible. Par conséquent, toute forme normale de ¢ par rapport & — est une forme normale

par rapport & ~~». Comme cette derniére est unique a la bisimulation prés (~~ est confluente),

C’est aussi le cas pour les formes normales par rapport & —s. D’ou la propriété. >

4.2.5 Résumé

Théoréme 93 : Si ~~ est canonique, alors pour tout terme %, 5 :

tl = t2 ssi tl <£> tz
ssi 1 = i3
ssi t1 i, = to J,

4.3 Surréduction

Nous définissons maintenant la relation de surréduction. Nous montrons ensuite qu’elle
définit un calcul cohérent. Puis nous montrons qu’elle définit un calcul complet. Nous reunissons
ces deux propriétés dans un théoréme final.

4.3.1 Définitions

Définition 94 (SURREDUCTION) : On dit qu'un terme ¢, se surréduit en un
terme t, 8’il existe z € Pos™(t;), et une régle g — d € £ tels que :

1. 14, et g soient unifiables, d’unificateur minimal o : o(t14,) = o(g)
2. t2 = O'(tl[.’E — d])
On le note : t4—N—[; ga,01ts Ou t;—N—15.

Définition 95 (DERIVATION DE SURREDUCTION) : Une dérivation de surré-
duction issue d’un terme t consiste en :

1. une suite de terme t(=t),...,1t,
2. une suite de variantes de regles g9 — do,...,gn1 — dn_1
3. une suite d’unificateurs og,...,0,_;

tels que V_] €0...n— ]-atj _N—>[mj,g,'—>d,-,a']-] tj+1.

Nous considérons maintenant le symbole d’égalité == comme un symbole fonctionnel parti-
culier, distinct de tous les autres.
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4.3.2 Théoréme de cohérence de la surréduction

Lemme 96 : Soient t;,%, des termes, x € Pos*(t;), g = d € &, et o € SUB tels
que t; —N—3[; yd,0) t2. Alors pour toute substitution § € SUB :

(000)(t1) —ag—a O(t2)

Preuve : On suppose : t1 —N—3; g y4,0] t2. Donc o(ti1z) = o(g) et t2 = o(t1[z « d]).
Comme z est une étiquette de 1, on a (6 0 o)(ti1z) = (60 0)(t1),, = (§ 00)(g). Par conséquent,
(Boc)(t1) —>[z,g—d,600] t avec t quelconque tel que t = (0 o o)(t1)[z + (0 0 0)(d)] = (foo) (t1[z «+ d]).

C’est en particulier vrai si on prend ¢ = §(£2). Dans ce cas, on a bien : (§ 0 0)(t1) —z,g—a) 0(t2).

¢
Théoréme 97 : Soit ¢; == t| une équation. On suppose qu’il existe une dérivation
de surréduction :
(tl == tll) _N—>[$1,91—>d1,0'1] (t2 == tIQ)
—N— ...

_N—)[mﬂ*lagnfl_)dn—laa'nfl] (tn == tln)

telle que t,, et ¢, soient unifiables, d’unificateur minimal p. Alors, poo,_10...01
est un El-unificateur de t; et de t].

Preuve : En utilisant récursivement le lemme précédent, on a :

(poop_10...002001)(t1 ==1}) 21,91 d1] (Hoon_10...002)(t2 ==1t})
29,92 ds) (Boon_10...003)(ts3 == tg)
F—on_1.9m_1—dn_1]  M(tn ==13)

Or p(tn) = p(ty). Donc (poon—10...001)(t1) ! = (poon_10...001)(t}) }. On a donc: (po
On_10...001)(t1) =¢ (poG,_10...001)(t}). Et donc: (poo,_10...001)(t1) :;7, (oo _10...001)(t}).
Par conséquent, 0 6,_10...00; est un El-unificateur de ¢; et de ;.

4.3.3 Théoréme de complétude de la surréduction

Lemme 98 : Soient s;,%; des termes, #; une substitution normalisée telle que
t; = 6,(s1), V1 un ensemble de variables tel que Var(s;) UDom(#;) C V;. On suppose
que t, peut se réécrire avec — A la position z en utilisant une variante de la régle
g — d €&, telle que Var(g) NV, = 0. Alors, il existe s,,t, deux termes et o,6, deux
substitutions tels que :

t1 —z,9—q) T2

s1 —N—z,95d,0] S2

Var(s;) U Dom(6,) C Vi — Dom(o) UIm(o)
ty = 02(s2)

Oro0 =6, [ Vi ]

0, normalisée.

S O W N =

Preuve : Elle s’inspire pour beaucoup de celle donnée dans [22], quant 3 la gestion des variables
libres. Soit ¢ un terme quelconque tel que t1 —; g q) t. Il existe donc une substitution 7 telle que
ti11, = 7(g) avec Dom(r) C Var(g), et ¢t = t1[x + 7(d)].
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Comme 6, est normalisée , t14, = Gl(sl)Tz = 01(s11s). Par conséquent, 0:1(s14,) = 7(g).
Par hypothese, Dom(6:) C Vi, et comme Dom(7) C Var(g), Dom(r) N Vi = @. On peut
donc définir la substitution pp =7 U 61, et on a : p(si4z) = p(g).

Du fait de ’expression précédente, s14, et g sont unifiables. Soit o un de leurs unificateurs
minimaux : o(s14,) = o(g).

Par définition de la relation de surréduction, on a donc : ‘ s1 —N—z,g4,0] S2 | avec

s2 = o(s1[z + d]).

On sait d’autre part que ¢ < p. Donc il existe une substitution p telle que po o = p.
Enfin, on pose V2 = Vi — Dom(o) UIm(o) et 02 = pyvs,.

On a Dom(6;) C Va.

D’autre part, sz = o(s1[z < d]), et Var(d) C Var(g), donc Var(s2) C Var(o(si[z « g])).
Or :

o(sifz gl) = o(s1)lz - o(g)]
= o(s1)[z < a(s112)]
= o(s1)
Donc Var(sz) C Var(o(s1)) C Im(a) C Va.

On a donc ‘ Var(s2) UDom(62) C V» ‘

e Maintenant, par définition, 62 = ptv,. Donc :

b2(s2) = p(s2)
= (poo)(sifz « d])
= sz «dJ)
u(s1)[z « p(d)]

Clairement, P4Var(sy) = GITVa,r(sl)'
Drautre part, Var(d) C Var(g) et comme p,\ar ) = T Var(g) O @ ByVar(ay = TyVar(a)-

Par conséquent :

02(s2) u(s1)[z = p(d)]
= b1(s1)[z « 7(d)]

tifz « 7(d)]

Nous avons laissé ¢ arbitraire pour faire la démonstration, avec t = t1[z + 7(d)]. Nous fixons

maintenant : ¢ = 6>(s2) = t2. Et nous obtenons |t —[; g_,q] 2 |, avec |tz = O2(s2) |

e Nous montrons maintenant que f2 00 =61 [ V1 ].

(92 o U)TV1 = (GZTIHI(G) o U)TVI u 62T(V1 —Dom(o))

Or 02 = prv, avec Vo = (Vi — Dom(o)) UIm(o). Donc on a :

(B200)y; = (PrIme) © 9),y, Y Pr(vi—Dom(o))
(po o)y,
Hrva

Mais : prv, = 614v,. Et donc ‘ fr00 =6, [ V1] ‘

e Il reste & montrer que #2 est normalisée. Avant, nous allons préciser ’expression de V5.

Montrons que V2 = Vi — Dom(o) UIm(o) = Vi — Dom(a) U Im(o4v, ).

* Par définition, o est un unificateur minimal de s14, et g. Nous pouvons toujours le
supposer idempotent ce qui se traduit par Dom(o)NIm(c) = @. D’autre part, comme
Var(s14,) N Var(g) = @, on peut le choisir tel que Dom(o) UIm(o) = Var(si4,) U
Var(g). On a donc

Im(o) C Var(sm) U Var(g)

* Soit € Im(c). Par idempotence, z ¢ Dom(c). Il y a deux cas :

1. Siz € Var(si4z), alors z € Vi — Dom(o).
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2. Si z € Var(g) , alors z ¢ Var(si4,). Néanmoins, z € Var(o(s14,)). Donc z €
Im(UTVaI(Sle))' Comme Var(si4;) C V1, ¢ € Im(o4vy)-

On a donc Im(o) C Vi — Dom(o) U Im(o4y, ). Dot finalement
Va2 = Vi — Dom(o) UIm(o) C Vi — Dom(o) UIm(otv,)
* Réciproquement, comme Im(o+tv, ) C Im(o), on a aussi Vi —Dom(o)UIm(otv, ) C Va.
V2 = Vi — Dom(c) UIm(o) = Vi — Dom(o) U Im(ov; ) ‘

— Maintenant, montrons que 0> est normalisée.
* Comme Dom(#2) C V4, il nous suffit de montrer que 021y, est normalisée.

* Et donc,

* Rappelons les hypotheses :
1. 014y, est normalisée
2. oo =6,[V1]
3. Vo =V; — Dom(o) U Im(aTVl)
* Soit x € Va.
- Si z € Vi — Dom(o), alors 62(z) = (02 0 0)(z) = 61(z) qui est normalisé par
hypothese.
- Sinon, z € Im(oyv, ), donc il existe y € V1 tel que z € Var(a(y)). Donc 62(x) est
bisimilaire & un sous terme de (62 0 o)(y) = 01(y). 61(y) est normalisé, et 62(x)
est bisimilaire & un sous terme de 61 (y), donc 62(x) est normalisé.

* En conséquence, | 0> est normalisée |

¢

Théoréme 99 : Soient t;,t; deux termes FEI-unifiables, et p une substitution
fermée solution de &, == ¢} : p(t1) =%, p(t;). Soit V D Var(t;) U Var(t)) un
ensemble de variables. Alors il existe une dérivation de suréduction :

(tl == tll) _N—>[$1,91—>d1,0'1] (t2 == tIQ)
—N— ...
_N—)[mﬂ*lagnfl_)dn—laa'nfl] (tn == tln)

telle que ¢, et t! soient unifiables. Si y est un de leurs unificateurs minimaux, alors :
Booio...oo <spp[V]

Preuve : Par hypothese, p(t1) =Lp p(t}) et p est fermée. Donc p(t1) =¢ p(t;). Ty a deux cas :

1. Sip(t1) = p(t}), alors soit p un unificateur minimal de ¢; et t;. Ona pu < p, donc p <sp p [V ].
2. Sinon :
e Soit #: la substitution normalisée associée & p : Vz,0:(z) = p(z) |. Comme 6; =L, p,
nous avons toujours &1 (t1) =¢ 61(t}).

e Maintenant, en appliquant récursivement le lemme précédent, on construit les deux déri-
vations suivantes :

(a)
61(t1 == t1) 1,91 d4] 02(t2 == th)
'__)[mn—l,gn,1—)dn71] en(tn == {n)
(b)
(tl == t’1) —N—)[m,gl—nil 1] (t2 —— t’2)
—N— ...
_N—>[zn_1,gn_1—>dn_1,an_1] (tn == tfn)
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telle que 6, (t,) = 0, (t,). C’est toujours possible puisque — est canonique. Les hy-
potheses du lemme imposent :
(a) i. Vi =V UDom(6:)
ii. Vi€2...n,V; =V;-1 —Dom(o;—1) UIm(o;_1) D Var(t; == t;) U Dom(6;)
(b) Vie1l...n, 6; est normalisée
(C) Vi e 1...’n—1,(9i+100'i) = 0; [V;]

— On commence par montrer : Vi € 1...m,0; 005-10...01 = 01 [ V1 ] Le cas est
trivial pour 4 = 1. Supposons que ce soit vrai pour i. Nous avons : V; = V;_1 —
Dom(o;—1) UIm(e;_1). Donc Im(g;_10...001) C V;. De plus, Dom(6;) C V;. Et
enﬁn, (9i+100'i) = 0; [Vz ] Donc 9i+1 00;0...001 =6 [Vl ]

— Nous avons par conséquent : 6, cop_10...001 = 6; [ V1 ]. D’autre part, 6, est
un unificateur de t,, et ¢,,. Soit p un de leurs unificateurs minimal. Nous avons par
définition : p < 6y, c’est-a-dire qu’il existe £ telle que £ o p = 6,,. Par conséquent :
Eopoon_10...001 =6 [Vi]. Or 61 =5p p d’une part, et Vi C V d’autre part.
Donc éoproo,_10...001 =5p p[ V] Finalement : pogn_10...001 <sp p [V ].

¢

4.3.4 Calcul des ensembles complets de El-unificateurs

Théoréme 100 : Soient ¢1,¢; deux termes, et V' D Var(¢;) U Var(¢]) un ensemble
de variables. Soit E'S 1’ensemble des substitutions o ou o € ES si et seulement si il
existe une dérivation de surréduction :

(tl == tll) _N—>[z1,g1—)d1’01] (t2 —— tIQ)
—N— ...
_N—>[ZH_1,gn_1—>dn_1,¢7n_1] (tn == t’n)

telle que t,, et ¢/, soient unifiables, d’unificateur minimal g et ¢ = poo,_y0...00;.
Alors ES est un ensemble complet de FEI-unificateurs de t; et ¢] en dehors de V.

Preuve : La cohérence et la complétude découlent des deux lemmes précédents.
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Chapter 5

Sous-sortes

Dans ce chapitre, nous traitons le probléme des sous-sortes. Nous commencons par définir
une nouvelle syntaxe, telle que la signature posséde un ensemble de sortes partiellement ordonné.
Puis nous travaillons sur la traduction d’une spécification ordo-sortée vers une spécification
multi-sortée. Enfin, nous utilisons cette transformation pour définir la sémantique dénotation-
nelle des spécifications ordo-sortées.

5.1 Syntaxe

Dans cette section nous définissons la syntaxe des spécifications ordo-sortées. Nous com-
mencons par les signatures ordo-sortées : nous structurons ’ensemble des sortes en définissant
des sortes maximales (par exemple, les listes, les entiers ...) puis nous définissons un ordre
sur les sortes, tel qu'une sous-sorte ne soit comparable qu’avec une unique sorte maximale (par
exemple, les listes triées, les entiers positifs, . .. ).

Nous imposons & chaque sous-sorte s d’étre définie & I’aide d’un prédicat distingué : Is_s.
Un objet d’une certaine sorte ne peut appartenir & une sous-sorte que s’il vérifie ce prédicat.
C’est du typage dynamique. Nous sommes donc amené & définir la notion de terme et d’atome
potentiel, c’est-a-dire les entités que I’on peut écrire et qui peuvent étre bien typées ou non.

Nous définissons enfin les spécifications ordo-sortées.

5.1.1 Signature ordo-sortée

Définition 101 (SIGNATURE ORDO-SORTEE) : Soient & et R deux symboles dis-
tingués. Une signature ordo-sortée > est un triplet

Y= <Sa Sa Qa H)
tel que

e § soit un ensemble fini de sortes, union disjointe d’'un ensemble de sortes
Qinies Sy et d’'un ensemble de sortes Rationnelles Sy, :

SZSQL‘BS%

e § soit muni d’un ordre partiel < tel que :
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1. Toute sous-sorte s admet une unique sorte maximale, notée § :
51582 — 51:52

On note S 'ensemble des sortes maximales. S est donc 'union disjointe
d’ensembles S-indicés :

SZL-I_-JS;avechESg,sgé
5eS

2. Les ensembles S; conservent la finitude ou la rationalité des sortes, c’est-a-
dire si s < s’ alors :

s € Sy (resp. Sp) <= s’ € Sg (resp. Sy)

e () soit une famille S-indicée d’ensembles, eux-mémes union disjointe d’ensembles
S* x S-indicés (de noms) de fonctions :

Q={0;|5¢8}

avec :
Q,, = L—ﬂ Qp.0ud=m

(w,8)€ES* XS

e II soit une famille S*-indicée d’ensembles, eux-mémes union disjointe d’ensem-
bles S*-indicés (de noms) de prédicats :

= {ﬂsﬁ...s; | 8§1...8, € S+}

avec .
]-Iul...uﬂ = E’J Hsl...sn ou gz’ = U;

$1...8,€ST
Nous supposons par ailleurs :
-VseS§, =5 €1l
—VseS,|s<8§ = Issell;

ur ue sous-sorte s qui n maxim s < §), nous exigeons du programmeur
Pour chaque sous-sorte i n’est pas maximale (s < §), nous exigeons d ogramme
qu’il spécifie les éléments de sorte s & ’aide du prédicat Is_s.

Remarque : Cette définition des ensembles de fonctions et de prédicats permet d’éviter le
polymorphisme dit de sous-sorte. Ainsi, on ne peut pas définir + a la fois sur les naturels et sur les
entiers positifs :

e pos < nat
e 4+ : nat nat — nat

® + : pos pos — pos

Dans cet exemple, le probléme du polymorphisme de sous-sorte tient a ce que le code associé au
+ sur les nat peut-étre différent de celui associé au + sur les pos. Que peut valoir la somme de
deux entiers positifs, si elle differe de la somme de ces mémes entiers considérés comme des nat ?
Des propositions ont été faites pour des cas particuliers (par exemple, les signatures réguliéres ou
prérégulieres (voir [13])). Elle ne s’adapte pas ici, parce que la définition sémantique que nous

développerons plus tard confondrait les deux opérations distinctes +.
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Nous donnons maintenant un exemple qui sera repris plus tard. Nous commencgons par
construire un type fini : celui des entiers naturels nat, et deux de ses sous-types : celui des
entiers positifs pos, et celui des ages age :

finite sort nat

0 : -> nat
s : nat -> nat

<= : nat nat
subsort
pos < nat

Is_pos : nat
subsort
age < nat
Is_age : age
Nous construisons maintenant le type des humains et le sous-type des adultes. Informelle-
ment, un humain a un nom', un age, et un responsable qui doit étre un adulte. Un adulte est

un humain 4gé de plus de 18 ans. Comme nous souhaitons que les adultes soient responsables
d’eux-mémes, le type des humains est rationnel.

rational sort human
person : nom age adult -> human
nom : human -> nom
age : human -> age
responsable : human -> adult
subsort

adult < human

Is_adult : human

5.1.2 Termes potentiels

Nous cherchons maintenant a définir les termes et les atomes. Mais & l'inverse du cas
multi-sorté, on ne peut pas décider syntaxiquement si un terme est bien typé ou non.

!Ce type est construit par ailleurs.
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z1: person
n e onsable

z2 " Bebe" z3:1 z1

Ce terme %, est mal formé, parce qu'un bébé de 1 an ne peut pas étre responsable de lui-
méme. Mais nous ne pouvons le prouver que dynamiquement, en résolvant le but Is_adult(t,).
Bref, nous sommes conduits & définir des termes potentiels. Ceux-ci seront des termes au
sens classique lorsque nous aurons montré (dynamiquement) leurs bons typages.

Nous commencons par structurer les ensembles d’étiquettes et de variables :

e Les étiquettes forment un ensemble £, union disjointe d’ensembles S-indicés : £ = ¥, 5 Ls-
Une information supplémentaire sur le typage des étiquettes n’est pas nécessaire.

e Les variables forment un ensemble X', union disjointe d’ensembles S-indicés, X = ), .5 X-
Nous autorisons le programmeur a utiliser des variables des sous-sortes.

Définition 102 (TERMES POTENTIELS) : Soit ¥ = (S§,<,Q,II) une signature
ordo-sortée, X = |4, .5 &, un ensemble de variables, et £ = |f,.s £; un ensemble
d’étiquettes.

e Comme dans le cas multi-sorté, on commence par définir I’ensemble des pré-
termes potentiels P(X, £, X) = l¥,.s P(3, £, X), en posant :
l.z€ Ly = z€P(%,L,X);
2. reX,zeLl; = z:x€P(S,L,X);
. ceWy2€EL; = z:cCE 75(E,£,X)§
4.

f S Qsl...sn,s
ZEEé - Zf(tl,,tn)EP(E,E,X)§
t e P, L,X) s, (€1 1)

e Comme dans le cas multi-sorté, il faut ensuite définir pour tout pré-terme poten-
tiel ¢, Pensemble de ses étiquettes Label(t), de ses positions Pos(t) et la relation
d’accessibilité ~,; . On définit ensuite ’ensemble des termes potentiels (bien
formés) :

P(S,L,X) = H P(E, LX),
3€8
en posant les mémes conditions que dans le cas multi-sorté : toutes les étiquettes
d’un terme doivent étre définies une et une seule fois, et on ne “boucle” pas sur
les étiquettes de sortes finies. Pour plus de détail, voir le premier chapitre.
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5.1.3 Atomes potentiels , clauses et spécification ordo-sortée

Définition 103 (ATOMES POTENTIELS) : Soit ¥ = (§,<,Q,II) une signature
ordo-sortée, X = 4,5 &; un ensemble de variables, et £ = |f,.s L; un ensemble
d’étiquettes. On définit I’ensemble des atomes potentiels AP (X, £, X) en posant :

P E Hsl...sn

L PR A ) } = P(t1,...,t) € AP(S, L, X)

Rien ne change dans la définition des clauses de Horn définies, par rapport au cas multi-sorté.

Définition 104 (SPECIFICATION ORDO-SORTEE) :  Une spécification ordo-
sortée dans la logique des clauses de Horn avec égalité est un couple

SP = (X, HC)
ou X est une signature ordo-sortée, et HC, un ensemble de clauses de Horn définies.

Remarque : Dans la suite, nous utiliserons le prédicat d’égalité == qui réfere tous les prédicats
=35 (de sortes maximales). Nous n’autorisons pas le programmeur de spécifier les prédicats d’égalités
=ss (de sortes quelconques) pour des problémes d’incohérence de spécification (polymorphisme de

sous-sortes ...)

Nous donnons maintenant les équations et les clauses associées aux signatures précédentes :

e Celles concernant le type nat et ses sous-types :
X, y : nat

0 <=x.
s(x)<=s(y)<=x<=75.

Is_pos( s( x ) ).
Is_age( x ) <== x <= 130

e Celles concernant le type humain et son sous-type adulte :

nom( person( n : nom , a : age , r : human ) ) ==n .
age( person( n : nom , a : age , r : human ) ) == a .
responsable( person( n : nom , a : age , r : human ) ) ==r .
Is_adult( x : person( n : nom , a : age , x ) ) <== 18 <= a

5.2 Transformation des spécifications ordo-sortées

Pour définir la sémantique dénotationnelle d’une spécification ordo-sortée, nous allons la
traduire en une spécification multi-sortée. Cette transformation n’est pas immédiate.
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En effet, considérons la spécification du type humain, et le terme x:person(Bebe,1,x) ,
donné précédemment sous forme de graphe. Ce terme est mal typé dans la sorte maximale
humain : un bébé de 1 an ne peut pas étre responsable de lui-méme ; seul les adultes de plus de
18 ans peuvent 1’étre.

Le probleme est le suivant : il faut utiliser le prédicat Is_adult et ses clauses de définition
pour prouver que ce terme est mal formé, et donc qu’il n’appartient pas au type humain. Or,
on ne peut utiliser un prédicat qu’avec des termes bien typés. Aussi, il faudrait que t, soit un
humain pour prouver qu’il ne I'est pas !

Pour résoudre ce paradoxe, nous sommes conduits & compléter les signatures en y ajoutant
de nouvelles sortes maximales : les sur-sortes. Tous les termes mal typés seront typables dans
cette sur-sorte. Tous les termes bien typés seront typables dans la sorte maximale actuelle. C’est
cette complétion de signature que nous décrivons dans le paragraphe suivant.

5.2.1 Complétion d’une spécification ordo-sortée

Soient ¥ = (S, <,Q,II) une signature ordo-sortée, X = l#,.s X un ensemble de variables,
L = Y;cs L5 un ensemble d’étiquettes, et SP = (X,HC) une spécification ordo-sortée. On
transforme la signature ¥ en une autre signature ordo-sortée 3,

EI — <Sl, SI’QI,HI>
telle que :

e On ajoute a chaque ensemble S; une nouvelle sorte, dite sur-sorte, notée 5. On note S
I’ensemble des sur-sortes.

e <’ est défini par : <' =< U {(3,9)}.
¢ On n’ajoute pas de nouveaux symboles de fonctions. On a donc ' = {5 | 5 € S}, avec
ng = Qg .

e Par contre, I’ensemble des noms de prédicats change. Premiérement, on ajoute le prédicat
d’égalité =;; pour chaque sur-sorte 5. Deuxiémement, on ajoute ’ensemble des prédicats
Is_s' : § pour tous les s’ <’ 3, et en particulier pour §. Troisiémement, on supprime les
prédicats Is_s’ : . On obtient donc II' = {Il4 « | §1...5, € ST} avec :

].. V§ S S~ ) HI§§ = =§§} UHg;
2.V5e€8, I, ={Iss’:5|s' <' 5y U(II; — {Iss': 5| s <" 5})

3. Dans les autres cas, les noms de prédicats ne changent pas : II'. . =1l
1---Sn 1 n

Proposition 105 : La signature ¥’ = (S', <', Q' II') est une signature ordo-sortée.

Pour finir, on transforme la spécification SP en une autre spécification ordo-sortée SP' =
(2, HC"). Tl s’agit d’introduire de nouvelles clauses, celles qui définissent les symboles Is_3 : 3.
On se donne un ensemble d’étiquettes L' = |§;.5 L5, et un ensemble de variables X' = |, o X',.
On pose HC' = HC UCL' avec :

ses ses
!
ce, ¢ = |Isi(z:c)eCL'| et itee%( — |Is3(2 : f(z1,..-,2,)) € CL
I__ 2 83
z € L'; 2 € L'
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En guise d’exemple, voici la définition du type humain’ obtenue & partir du type humain.
On constatera que x : person(Bebe, 1, x) est un terme potentiel du langage, qu’il est bien
typé dans humain’, et qu’il est mal typé dans humain :

rational sort human’

subsort
human < human’
person : nom age adult -> human
nom : human -> nom
age : human -> age
responsable : human -> adult
Is_human : human’

subsort

adult < human’

Is_adult : human’

clauses
nom( person( n : nom , a : age , r : human ) ) ==n .
age( person(n : nom , a : age , r : human ) ) == a .
responsable( person( n : nom , a : age , r : human ) ) ==r .
Is_adult( x : person( n : nom , a : age , x ) ) <== 18 <= a

Is_human( person( n : nom , a : age , r : human ) )
Is_human( responsable( h : human ) )

5.2.2 Transformation de la signature ordo-sortée complétée

Dans ce paragraphe, nous définissons une signature multi-sortée & partir d’une signature
ordo-sortée complétée.

On suppose construit X' = (S', <', ', II'). On définit Y= (S,Q,ﬁ) telle que :
e & soit 'ensemble des sortes maximale de S’ (le S défini lors de la complétion).
e ) soit la famille {Q, , | (w,s) € S* x S} avec :

Lce, = éey;

2. feq = [€Q.00

81...8n,8

e 1II soit la famille {II,, | w € St} avec : P € II — Pell

81...8n

51...87
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5.2.3 Transformation des termes et des atomes

Dans ce paragraphe, nous donnons les définitions nécessaires pour transformer la spécifica-
tion ordo-sortée complétée en une spécification multi-sortée.

Compilation des termes et des atomes

Ce paragraphe vise & traduire les termes et les atomes de SP’ en des termes et des atomes
de SP. On se donne un ensemble d’étiquettes £ = Wies Ls, et un ensemble de variables X =
Wses A

On définit application R : P(X, L, X') — T(%,L,X) pour tout terme potentiel ¢ €
P(X',L',X'") en posant :

1. R(z) = 2
2. R(z:z)=%:4
3. R(z:¢)=3:¢
4 R(z: ftr,.ootn)) = 2: fF(R(E), ..., R(tn))

Nous aurons aussi besoin de sa réciproque R~ lors de la définition de la sémantique déno-
tationnelle d’une spécification ordo-sortée. Nous ne la définissons que sur les termes fermés en
posant :

1. R7Y(z) =2
2. R Yz:¢)=2z:c
3. Rz flly,....0)) =z: fF(R'(f1),...,R™'(n))

Contraintes de types

Ce paragraphe définit une application qui & tout terme potentiel ¢ associe une conjonction
de buts. Elle correspond aux contraintes de type qu’il faut montrer dans la spécification multi-
sortée pour prouver que t est un terme bien typé dans la spécification ordo-sortée.

On définit Papplication C pour tout terme potentiel ¢ € P(X', L', X') en posant :

cty= N Clzt)

zePos(t)
ou C' est définie de la maniére suivante :
1. Contraintes de type sur les variables :

(a) Cas des variables de sorte maximale :
ty,=z:x

T €X'y = C'(z,t) =0
z € Elg
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(b) Cas des variables de sorte quelconques :

th, =2:2x
re X,
s§< 8
z€ L'

= C'(2,t) = R(Is_s(z : z))

2. Contraintes de type sur les constantes :

(a) Cas des constantes de sorte maximale :

ty,=2:cC
c€ Q) = C'(2,t) =0
ZEﬁlg

(b) Cas des constantes de sorte quelconque :

th,=2:¢C
ce,
§< 8
ZEEIg

= C'(z,t) = R(Is_s(z : ¢))

3. Contraintes de type sur les termes fonctionnels :

tTZ:Z:f(¢la"'a¢n) )

f e Qfsl...s",s

¢i € 'ﬁ(zl’ﬁl’xl)gi ! _ A .
avec Ra,(}((/)z) =z ¢ = C (Z7t) - R(IS—S(th)) N z.:/\1,]—\,’(IS—SZ(thi))
(1€1l...n)

VAS Eg V,

Nous étendons C aux atomes en posant :

P: S1...8, n
t, € P(X,L,X")s, 3 = C(P(ty,....,t.)) = N(R(Is_si(t;) AC(L))
(tel...n) i=1

Pour simplifier les écritures, nous introduisons une derniére application sur les atomes po-
tentiels (de AP(X', L', X')) qui est la conjonction des deux précédentes. On la note B, et on
pose pour tout atome potentiel A :

B(A) = R(A) AC(A)
On étend cette méme application aux buts en posant :

B(Ag A ... ANAy) = B(Ao) A ... AB(A,)
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5.2.4 Transformation de la spécification

Nous sommes maintenant en mesure de transformer une spécification ordo-sortée en une
spécification multi-sortée. On rappelle que I'on dispose de la signature ordo-sortée ¥’ = (S', <’
,,IT"), de la signature multi-sortée Y= <6~’,(~2,1:I), et de la spécification ordo-sortée SP' =
(X HC').

On définit la spécification multi-sortée SP = (3, HC) en posant :

HC = {R(Ay) < C(Ao) | Ay € HC'} U
{R(A)) < C(A0)B(A1)...B(A,) | Ay < A;...A, € HC'}

5.3 Sémantique dénotationnelle

Nous définissons maintenant la sémantique dénotationnelle des spécifications ordo-sortées.
Nous commencons par définir une famille de relations de congruence partielles sur les termes
potentiels. Puis nous donnons la sémantique dénotationnelle d’une spécification ordo-sortée.

5.3.1 Congruence <gp

Définition 106 (RELATION <sp) : Soient ¥ = (S, <, , IT) une signature ordo-sor-
tée, X = |, s &, un ensemble de variables, £ = |, s L5 un ensemble d’étiquettes, et
SP = (X, HC) une spécification ordo-sortée. Soient 3 = (S, Q, I1) la signature multi-
sortée transformée de X, et SP = (fl, 7-ZC) la spécification multi-sortée transformée
de SP. Soient t¢; et ¢y deux termes de P(X, L, X);. On définit la famille S-indicée
de relation xgp = {=<%p | s € S} en posant :

U=5p ta <= EMSg E B(ti ==t2) AR(Is_s(t1)) A R(Is_s(ts))

Proposition 107 : <%, est une relation de congruence partielle’ sur P(X, £, X).
On note [ ¢ ]ng la classe d’équivalence de tout terme ¢ par rapport a <g%,.

=

Remarque : Soient s; < s> deux sortes, et £ un terme potentiel de sorte §». Alors :
o soit [t].s1 =0
~sP

it [ ¢ s =t |_s
e soit | ]'\Sl'P [ ]’\52?

¢

Exemple : Nous commengons par définir le type nat des entiers naturels & partir de la constante
0 et de la fonction successeur s :

0 : -> nat
s : nat -> nat

Nous définissons maintenant le sous-type des entiers naturels positifs :

subsort pos < nat

Is_pos( s( x) ).

*Une congruence est partielle si la réflexivité n’est pas définie sur tout le domaine considéré (voir [15]).
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On a:
o [0]xrer =0 C[0]xpa

e [ s(m) ]xg‘,’; = [ S(SL‘) ]xg‘g

¢

5.3.2 Sémantique
On note le E-modéle standard de SP par :

—

EMSgp = (T (5, L) a6, 5)
La sémantique de la spécification ordo-sortée SP est donnée par la structure suivante S7 :
ST =(A,a,0)
ou :
e A est une union S-indicée d’ensembles :

A= A4,

seS

tel que :
As - ‘{[ t ]Xgp | t € P(E,E)g}

e « est une famille S* x S-indicée d’ensembles d’applications :
a={oy;s: Qys — AA | (w,s) € §* xS}
avec :

l.ceQs = ays(c)=[z:¢]x

~sP
2.
feq . sy osns(f) | Asy X ... X Ay, — A,
$1...8n,8 ([t ]X?P,.__,[tn ]xg%) — T
ou :

a) r=[R7() ]xq,

(

(b) t € as s s(NI[RE) |- [ R(E) ])

() R~! transforme les termes fermés sur la signature multi-sortée en termes (effectifs,
non potentiels) sur la signature ordo-sortée (cf. p. 8).

e 3 est une famille S*-indicée d’ensembles d’applications :
B={By:M, — 2% |weS"}
avec :

PETyny = Bunn(P) = {11 s [ o Juin) | EMS g = B(P(1,..., 1))}

~sP
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5.3.3 Spécification cohérente

Nous terminons ce chapitre en définissant la notion de spécification cohérente. Informelle-
ment, une spécification ordo-sortée SP est dite cohérente si il y a adéquation entre I’ordre partiel
sur les sortes et les extensions des prédicats Is_s d’une part, et si aucune des fonctions définies
n’est vide d’autre part.

Définition 108 (SPECIFICATION COHERENTE) : Une spécification est cohérente
si:

e 518 = A, CA,
o Vf:si...8, = s,a(f)#0
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Conclusion

Bilan du projet

Dans notre projet, nous avons défini les rudiments d’un nouveau langage logico-fonctionnel
ou le programmeur peut utiliser des graphes et des sous-types. Pour celd, nous avons proposé
une syntaxe qui permet a la fois :

e de définir des structures de données traditionnelles (sortes de premier ordre) telles que les
entiers naturels, les arbres binaires, ...

e de définir des structures de données a base de graphes. Rappelons ici leur importance en
base de données, ol elles permettent de modéliser simplement les relations sémantiques
qui existent entre différents objets (par exemple : les humains, les villes,...).

e de définir des sous-types. Plus précisément, elle permet de caractériser des ensembles de
données satisfaisant un méme invariant. Les invariants sont définis par des clauses de Horn
(avec égalité).

e de définir des fonctions & l'aide de systémes de réécriture de graphe. Les domaines de
définition peuvent étre décrits de maniére précise en utilisant les sous-types.

e de définir des prédicats & I’aide de clauses de Horn avec égalité.

Nous avons ensuite défini une sémantique dénotationnelle pour les programmes que nous
considérons. Dans le cas o ils n’utilisent pas de sous-type, elle est donnée par le E-modéle
standard d’un programme, c’est-a-dire 'intersection de tous ses E-modeles syntaxiques (de Her-
brand). Dans le cas oli un programme P utilise des sous-types, nous avons défini sa sémantique
en fonction de celle d’'un programme () sans sous-types. Le programme () est le résultat de
I’application d’une transformation, que nous avons décrite, sur le programme P.

Pour finir, nous avons proposé une sémantique opérationnelle pour la classe de programmes
considérée. Cette sémantique & pour objectif la résolution des buts. Pour cela, nous avons
proposé 'utilisation d’une unique regle d’inférence : la regle de SLDEI-résolution. Cette regle
est paramétrée par un algorithme général de résolution d’équations. Nous en avons proposé un
dans le cadre des systemes de réécriture de graphe non conditionnels. Nous en avons montré la
cohérence et la complétude. Nous soulignons de nouveau qu’aucun langage logico-fonctionnel
n’est doté d’une telle sémantique opérationnelle actuellement.

Perspectives

Beaucoup de travail reste a faire sur le sujet.
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Structures de données

Les graphes que nous manipulons sont bien adaptés pour traiter des exemples de bases de
données. En effet, nous avons défini une congruence, appelée bisimulation (=), qui identifie des
graphes représentant la méme information :

P po
z1: person Z6 : person
n e  responsable M
z4 72:24 z3: person " z8:24
n e responsable
Q

z4:" Jean" 75:24 z1

Ces deux graphes “signifient” que Jean, 24 ans, est responsable de lui-méme. Ils sont bisi-
milaires au sens ou nous ’avons définis. De plus, le second graphe est dit canonique ; c’est le
plus petit graphe qui représente 'information.

Maintenant, la relation de bisimulation n’est pas toujours souhaitable lorsqu’on manipule

des structures de données quelconque. Prenons les deux graphes suivants, qui représentent des
listes circulaires de 0.

Ces deux graphes sont bisimilaires. Maintenant, si on insére 1’élément 1 en téte des listes,
les résultats obtenus sont les suivants :
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Ces deux graphes ne sont plus bisimilaires. Autrement dit, ’insertion n’est pas compatible
avec la bisimulation. Or les listes circulaires sont des éléments qu'un programmeur doit pouvoir
manipuler.

Nous constatons donc que la relation de bisimulation = est bien adaptée pour certaines struc-
tures de données et qu’elle est mal adaptée pour d’autres. Il est donc nécessaire d’entreprendre
une étude approfondie sur les différents prédicats d’égalité que 1'on souhaite avoir dans un lan-
gage de programmation (par exemple la bisimulation =, I’a-conversion =,, le prédicat d’égalité
logique ==, 1’égalité syntaxique sur les étiquettes ...).

Optimisation du calcul

Dans ce projet, nous avons donné une premiere sémantique opérationnelle aux programmes.
Elle se fonde sur la SLDEI-résolution, qui nécessite un algorithme de résolution d’équations.
Nous avons effectivement proposé un algorithme dans le cadre o1 nous avons affaire & un systeme
de réécriture de graphes non conditionnel.

Il est fondé sur une extension de la relation de surréduction, aux graphes. Toutefois, il
développe un espace de recherche qui contient des informations redondantes dans le cas général.
Nous envisageons donc de 'améliorer en proposant des stratégies de calcul. Il nous faudra ensuite
considérer les systémes de réécriture de graphe conditionnels. Dans le cadre des langages & termes
finis, ce sujet n’est pas encore trés bien maitrisé. Ils posent des problémes fondamentaux :
terminaison, confluence. .. Ce sont des problémes ouverts dans le cadre des graphes.

Sous-types

Pour tenir compte des sous-types, nous avons proposé un mécanisme qui traduit un pro-
gramme avec sous-sortes en un programme sans sous-sortes. Cela nous permet de donner la
sémantique dénotationnelle et opérationnelle de tout programme. Cependant, la traduction que
nous avons proposée ne permet pas d’envisager un calcul optimal. Nous allons voir pourquoi
sur un exemple.

Considérons I’exemple des listes triées. Nous commencons par définir le type des listes finies
d’entiers naturels, construit & partir de nil (la liste vide), et de cons :

nil : -> list
cons : (mat list) -> list

Nous définissons maintenant le type des listes triées d’entiers, un sous-type de celui des listes.
Nous donnons donc la définition du prédicat Is_sorted_list : d’abord, la liste vide et la liste
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a un élément sont des listes triées ; ensuite, une liste quelconque est triée si le premier élément
est plus petit que le second, et que la queue de la liste est triée. Ceci s’écrit :

sorted_list < list

Is_sorted_list( nil ).
Is_sorted_list( cons(x, nil) ).
Is_sorted_list( cons(x, cons(y , 1)) )
<== (x <= y), Is_sorted_list( cons(y, 1) ).

Considérons maintenant une opération qui insére un entier naturel dans une liste. Nous en
donnons le profil, puis ’ensemble des clauses équationnelles qui la définissent :

insert : nat sorted_list -> sorted_list
insert( x, nil ) == cons(x, nil).

insert( x, cons(y, 1) ) == cons(x, cons(y, 1))
<== (x<=y).

insert( x, cons(y, 1) ) == cons(y, insert( x, 1 ))

La fonction insert insere un entier naturel dans une liste triée et “renvoie” une liste triée.
Pour exécuter ce programme, il faut commencer par le traduire vers un programme sans sous-
sorte. La transformation que nous avons proposée donne :

insert( x, nil ) == cons(x, nil)
<== Is_sorted_list( nil ),
Is_sorted_list( cons(x, nil) ).

insert( x, cons(y, 1) ) == cons(x, cons(y, 1))
<== (x<=y),
Is_sorted_list( cons(y, 1) ),
Is_sorted_list( cons(x, cons(y, 1)) ).

insert( x, cons(y, 1) ) == cons(y, insert( x, 1 ))
<== (x>y),
Is_sorted_list( cons(y, 1) ),
Is_sorted_list( cons(y, imsert( x, 1)) ).

Le calcul & partir du programme issu de la transformation exige des vérifications de typage
redondantes. En effet :

1. La premiere clause nécessite de montrer que la liste vide et la liste & un seul élément
sont triés. C’est trivial dans la mesure ou ce sont des faits que nous avons donné dans la
définition de Is_sorted_list. Nous pouvons prouver statiquement que ce sont des buts
toujours vrais.
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2. Ensuite, les mémes buts sont prouvés plusieurs fois. Par exemple, pour montrer qu’une
liste est triée, il est nécessaire de la parcourir entiérement. Or 'opération insert est
récursive (s’appelle elle-méme), et la transformation exige que 1'on prouve a chaque fois
le bon typage des arguments. Donc le calcul doit vérifier plusieurs fois que les sous-listes
sont triées.

Clairement, une optimisation de la transformation est nécessaire pour faire une implantation.
Plusieurs solutions sont envisageables. D’abord, il est nécessaire de supprimer tous les tests
inutiles. Nous pouvons y arriver en construisant un générateur d’obligations de preuve, qui
seraient démontrées par ailleurs (& Paide d’un démonstrateur). Ensuite, il est nécessaire de
mémoriser ce que I'on a déja prouvé au niveau des termes que I'on manipule. Une solution ([23])
consiste par exemple & décorer les termes avec les noms des types dont nous avons déja montré
I'appartenance.
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