|dentification a la limite de langages dans le
cadre d’un bruit systematique

Fréderic Tantini, Colin de la Higuera et Jean-Christophe Janodet

EURISE, Universié de Saint-Etienne, 23 rue du Docteur Paul Michelon,
42023 Saint-Etienne
{frederic.tantini,cdlh,janod&@univ-st-etienne.fr

Abstract : Pourétudier I'apprentissage partir de donees bruiges, il est usuel
de se baser sur un mélé de bruit statistique. Linfluence du bruit est alors en-
visagee selon des cites pragmatiques ou euxemes statistiques, en se basant
donc sur un paradigme prenant en compte une distribution degesnbans cet
article, noustudions le bruit comme un ghonene non statistique, e@finissant

la notion de bruit sy&tmatique. Nousgtablissons difrentes magires d’appren-
dre @ la limite) a partir de don@es bruiées. La prengire se base sur une tech-
nique de eduction entre prokimes et consist& apprendr& partir des donges
gu’on sait bruiées, puisa cebruiter la fonction apprise. La seconde consiste
debruitera la voke les exemples d’apprentissageidentifier ainsia la limite

les bons exemples, atapprendre alo partir d’exemples non corrompus. Nous
donnons dans les deux cas des conditions suffisantes pour quetitippage soit
possible et montrona travers diférents exemples (provenant en particulier du
domaine de I'inérence grammaticale) que nos techniques sont camgitaires.

Mots-clés: Identificationa la limite, langages, bruit, ptopologie.

1 Introduction

L'inf erence grammaticale (Sakakibara, 1997; de la Higuera,&30&8 un domaine
riche en algorithmes que I'on peut utiliser pour apprerdpartir de donaes gquen-
tielles ou structuges : chies, mots, arbres ou termes. Parmi les nombreux avan-
tages de ces techniques, on peut souligner la cengmsibilié des modles appris,
des tleories solides qui permettent en particuliegdter de travailler avec des biais
non explicites, la puissance des fonctions géfimissent les concepts (automates et
grammaires), le fait que les doees d’apprentissage peuvétte analy8es dans leur
globalitt et non en n’en prenant en compte que des morcedaxMais ces qualés
ont naturellement une contrepartie, et en particulieritegiae ces techniquegsistent
tres faiblement (pour ne pas dire pas du tout) au bruit.

Le bruit appart dans les donges pour de nombreuses raisons :

e |l peutétre di au fait que le biais utilisest inadajgt: si on essaye d’apprendre un
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langage &guliera partir de don@es qui ne proviennent pas d’'un langaggulier,
on peut s’attendra un probéme ;

Le bruit peut aussttre di & des conditions eximentales radiocres ou bie@d
un "nettoyage” des dor@es qui est soit trop difficila réaliser, soit encore trop
couteux. Ceci peut se produire en reconnaissance de leeparolorsque 'on
désire apprendra partir de fichiers FIML construits manuellement.

La gestion du bruit est un pralhe crucial et&current en apprentissage automatique
en geréral. Pour ce qui concerne I'iafence grammaticale et le traitement des éasn
sequentielles, on peut citer les lignes de recherche s@sant

Des travaux s tleoriques onete meres, soit dans le cadre de I'efence in-
ductive (Caseet al,, 2001; Stephan, 1997) et en suivant la piste@iltats dja

anciens (Wharton, 1974), soit dans celui de I'apprentisapgeoximatif (Kearns
& Valiant, 1989; Kearns, 1993);

D’autres travaux ont essayl’utiliser des iées bien fonées dans des algorithmes
existants pour rendre ceux-ci plus robustes au bruit (SeBbaanodet, 2003;

Habrardet al, 2003). Par ailleurs, les automates nd@tedministes sont proba-
blement plusésistants au bruit que leg@rministes (Coste & Fredouille, 2003);

Des travaux plus pragmatiques @t meres pour utiliser des techniques dénf
rence grammaticale sur desries chronologiques naturellement beeis (Giles
etal, 2001) ;

On peut aussi noter les travaux sur I'apprentissage de dmsgaar approxima-
tion, qui se fondent sur la &lorie des ensembles grossiemi@h setyet qui don-
nent lieua des algorithmes intrigsjuement plusasistants aux do@es bruiges
(Yokomori & Kobayashi, 1994) ;

Le paradigme de I'apprentissage par analogigalement fait I'objet d'unétude
sous I'angle de sa@sistance aux doges bruites (Micletet al,, 2005) ;

Enfin, une approche classique est celle qui concerne l'afipsage d’automates
stochastiques. Cette approche prend le pagtiiter le probéme en imposant un
biais different : les donees proviennent d’une distribution elleéme repesente
par un automate stochastique (Vieahl, 2005). Il ne s’agit alors plus d’appren-
dre un langage mais une distribution. Les travaux scedriques (Abe & War-
muth, 1992) et algorithmiques (Carrasco & Oncina, 1994).

On note que dans la plupart des travaugattiques, le traitement est essentielle-
ment statistique. Nous nowdoignons dans ce travail de cette veine majoritaire et
explorons le cas d'un brugysématiquebas sur I'utilisation de la distance @dition;
nousétudions les propeites de ce type de bruit dans le contexte de I'identificadida
limite (Gold, 1967; Gold, 1978).

Dans ce contexte nous proposons é&lifintes maiires d’apprendrea(la limite) a
partir de donges bruiges. La prengire se base sur une technique @duction en-
tre probEmes et consista apprendre partir des dorges qu’on sait bruites, puis
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a cebruiter la fonction apprise. La seconde consistibruitera la voke les exem-
ples d'apprentissage, identifier ainsia la limite les bons exemples, @t apprendre
a partir d’exemples non corrompus. Dans cette seconde @ppmoous @montrons
gu’il est meme possible (et parfois recommad’ajouter du bruit supgimentaire pour
acclérer I'apprentissage.

Nous donnons pour ces deux éaes des conditions suffisantes pour que I'appren-
tissage soit possible et montroastravers diferents exemples (et en particulier des
exemples provenant du domaine de Erédnce grammaticale) que les techniques sont
compEmentaires. Lesdainitions que nous allons utiliser sorérgrales, nous les ex-
ploiterons dans le cadre des textes l@sisystmatiquement, mais elles nous semblent
avoir vocatiora étre utili€es plus largement.

2 Préeliminaires

En inference grammaticale les concepts wgipour @finir les fonctions (écrivant les
langages) proviennent de laéirie des langages formels : les formalismes issus de
la théorie des sysimes de&&criture (grammaires et automates) permettentéfimid
puissamment des ensembles de mots. Ces formalismes semdesp peu robustes
au bruit, ainsi qu'il aéte noe par diferents auteurs (Langt al, 1998; de la Higuera,
2006). Un des objectifs de ce travail est d’explorer definitions de langages un peu
plus adaptesa des situationstoles donies sont bruées.

2.1 Langages

Un alphabet> est un ensemble fini non vide de symboles apglettres Un motw est
une £quence finiev = aas . . . a,, de lettres|w| dénote la longueur de. Par la suite,
les lettres serontébigrees paw, b, ¢, . . ., les mots par, v, ..., z et le mot vide pan.
L'ensemble de tous les mots est@dt*. On appelle langage toute parfieC X*.

Soient£ une classe de langages7etL) une classe de regsentations des langages
de L. Les classes de langages qu’on coastla peuveritre les langagegguliers ou
algébriques, et les classes de eg@ntations les grammaireségiques, les automates
finis déterministes ou encore les expressicggutieres. On noterd., : R(L) — L
la fonction qui pour n’importe quelle re@sentation retourne le langage correspon-
dant. Cette fonction est surjective (chaque langage paetrepeseng), mais pas
nécessairement injective : deux répentations peuvent correspondre a&émma lan-
gage.

Nous supposerons enfin que le piébke suivant est&tidable : soientv € X* et
GeR(L),welg(G)?

2.2 ldentification a la limite

Le paradigme de l'identificatioa la limite aéte introduit par Gold (Gold, 1967). Nous
le donnons ici dans le formalisme de (de la Higuera, 2005bpeumet detudier des
réductions entre probines d’identification (voir section 4).
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Définition 1 (Présentation)

Soit L une classe de langages, unégantation dé. € L est une fonctiolN — X ou
X estun ensemble. On noRreq L) un ensemble de psentations. Une psentation
dénote un langage dé, i.e. il existe une fonctiowield : Pre§L) — L. SiL =
yield(f) alors nous dirons qug est une pesentation dé, ou f € PreqL).

Avec cette éfinition, les pésentations somtprendre au sens large : ce sont dEpIen-
ces de n'importe quel type d'informations pouvant aidé&apprentissage du langage.

Exemple 1

X peutétreX* dans le cas d’exemples positifs seulement. Si en oytedd(f) =
f(N), alors la pésentation est app untexte Remarquons encore que dans le cas
d’uninformateur c’esta-dire de pesentations compées d’exemplea la fois positifs

et régatifs, on aurailk = ¥* x {0,1}.

Etant donies deux fsentationg et g, si f(N) = ¢(N) alorsyield(f) = yield(g).
Sinon, £ n'est pas apprenabkepartir dePres(£). En effet, deux langages partageant
une néme pésentation ne peuvent pase distingés I'un de l'autre. Sjf € Pres(L)
etg: N — X telle queg(N) = f(N) alorsg € PregL).

Soit f une pésentation, on notg, I'ensemble{f(j) : j < n}. Un algorithme
d’apprentissageilg est un programme prenant lepremierselements d'une @senta-
tion et retournant une regsentation :

ag:  |J {fi}—-RE©

fePres(L),ieN

La definition suivante est ada® de (Gold, 1978) :

Définition 2 (Identifiable a la limite)

On dit queL est identifiablea la limite a partir dePresL) en terme déR(L) si et
seulement si il existe un algorithraég tel que pour toul. € L et pour n'importe quelle
présentatiorf € Pred L), il existe un rang. tel que pour toutn > n,L.(alg(f..)) =
L.

2.3 Distances

Poser une distance shf consistea introduire une fonctiod : ¥* x ¥* — R telle que:
(1) d(z,x) = 0, (1) d(z,y) = d(y,z) et(iii) d(x,y) > 0. Les conditions suivantes,
sansttre obligatoires, soritgalement utiles:
dz,y) =0 = z=y
d(z,y) +d(y, z) > d(z, 2)

La distance cBdition aéte definie par Levenshtein en 1965 (Levenshtein, 1965). I
s’agit de compter le nombre minimal d'emtions Bcessaires pour passer d’'uneickea
a une autre. Les @pations de base sont l'insertion, la substitution et Igpsegsion
(d’'un symbole).

Techniquementétant donges deux cHaesw etw’ dansy”, w se gécrit enw’ en
uneétape si I'une des conditions suivantes est vraie :
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o w=uav,w =uvetu,v € ¥, a €Y (suppression)
o w=uv,w =ua etu,v € ¥°,a € ¥ (insertion)
o w=uav,w’ =ubvetu,v € ¥, a,b e ¥ (substitution)

On consi@re la fermetureéflexive et transitive de cettéedvation et on notev - w’
si et seulement siv se €ecrit enw’ park opérations.
Etant donges deux cHaesw etw’, la distance de Levenshtein entreet w’ notee

degitl(w, w') est la plus petite valeur detelle quew LA

Exemple 2
dedgit(abaa, aab) = 2. abaa se Eécrit enaab via (par exemple) la suppressionidat la
substitution du dernier par unb.

La distance cBdition entre deux clines se calcule par programmation dynamique
(Wagner & Fisher, 1974). De nombreuses variantesétinétudies et la distance a
étt adapte au cas des clmes circulaires ou des arbres. Les poids deswdifftes
opérations dédition peuvenggalement ne pas toujours valoir 1. Nous avons choisi
dans ce travail de Btudier que le cas standard. Voir aussi (Crocherabed, 2001).

Les classes de langages usuellei(des par automates, grammaires,...) ne convi-
ennent pas en cas de bruit. Le pirble essentiel est que de fagon quasiésystique,
le changement d’'un symbole dans un mot fait basculer cellirtangaged son com-
pléementaire. Pour utiliser une image provenant d'un domaams tequel le bruit &te
bien mieux analy&, c’est comme si, en dessinant suraaman les mots d’un langage,
aucune forme r@tait perceptible : tous les langages ressembleraidatgris uniforme.
Nous introduisons donc des objets topologiques simplsdydeles, qui intuitivement
ne pesentent pas ce prahe.

Définition 3 (Boules)

Etant donged(-, -) une distance sut*, la boule de centre € X* et de rayon- € N
est céfinie parB,(u) = {w € ¥* : d(w,u) < r}. Une repésentation de la boule
B,.(u) sera alors le couples, ). On noteB3s; 'ensemble de toutes les boule8s; =
{Bi(u) : k € Nyu € ¥*}.

La méme distance donne lieula cefinition de bruié d’'un langage :

Définition 4 (Bruit € d'un langage)

Soit L un langage suE* etd(.,.) une distance sUt*, le brui# d’ordrek (oule k-
bruite) de L estN (L) = {w : 3z € L,d(z,w) < k}.

Comme nous I'avons dit, les boules se comportent bien @sgpice de bruit. En parti-
culier, le bruié d’'une boule est une boule :

Théoreme 1

Ni(Byr (u)) = Bryrr (u)
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Démonstration
<

x € Ni(By(u)) = Jy € B (u) : d(y,x) <k
= Jy:d(u,y) <k Nd(y,z) <k
=d(u,z) <K +k

(D) Soitx € By (u) alorsd(u,x) < k + k'. Supposons qué(u,z) > k' (sinon
c'est trivial). Le fait quek’ < d(u,x) < k+k' signifie queu peutétre transforra
enz par au plusk + &’ opérations dédition. Soity la chdne obtenue ags les
k' premeres oprations. Alorsd(u,y) = k' etd(y,z) < k ; il s’en suit que
y € By (u) etx € Ni(By(u)). O

Par ailleurs, on peut facilement apprendre les boules dansniexte non brug :

Théoreme 2
By, est identifiablea la limitea partir de texte.

Démonstration Par saturation, lorsque tous les points sont apparus,uke ipeutétre
calcuke. Il esta noter que si seuls certains points sont dégmre prokdme est NP-
difficile (de la Higuera & Casacuberta, 2000), mais si tousspeints sont gFsents,
c’est simple : soiB,,,,.. 'ensemble des plus longs mots apparus. Le centre de la boule
u est le seul mot tel que®u etb u sont dans3,,,.. ol k est le plus grand entier tel que

a* etb” sont des facteurs gauchesBg,,.. La boule est alor$;, (u). O

On notera que si I'alphabél ne contient gu'une seule lettre, unéme boule peut
étre repesenée de plusieurs facon®§(a) = Bs()\)), mais cette caragtistique n’est
pas @nante : de nombreuses classes deasprtations ont cette propg (automates,
grammaires).

3 Identification a la limite a partir de données bruitees

Nous proposons ici un mate de bruit que nous appelosgsématique: une néme
donrée sera bru@e de toutes les fagons possibles juaquie distance prue. On peut
illustrer cette i@e par des points de peinture sur une feuille de papier : esmpas
objet sur la feuille les points deviennent dashes.

Il est raisonnable &tudier ce type de bruit dans le paradigme de l'identificedida
limite. En effet, 'absence de distribution nous permet daggera une convergenca
la limite de I'algorithme d’apprentissage. L'identificatia la limite a pour but de nous
assurer de I'absence de biais cacha distance utilise sera la distanceé&tition.

Une premére remarque particélifement adage au cas de I'iifrence grammaticale
(et qui va justifier la recherche d’autres nébes de langages) est que si une fois Bauit
deux langages ne sont pas distinguables I'un de l'autres Ealasse de langages n’est
pas Esistante au bruit sy&@tnatique.
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Il est ai€ de noter que c’est le cas pour la classe des langages eltipathde fagon
plusélargie pour toute classé&finie par systmes deé&écriture. La possibilé de repe-
senter dans ces clasdes fonctions de pariest de naturé nous convaincre de la
faible resistance au bruit de ces langages. Cela justifie d&esdissern des classes de
langages éfinis autrement que par des grammaires.

Définition 5 (Présentation bruitee)

Une pésentation brudte est une @sentationf : N — X a laquelle est assa@® une
fonctionisnoise : X — {0, 1} indiquant si urélement particulier de la psentation est
du bruit ou pas.

La définition piécedente est pée afin de@pondrea une varte de situations, dont :

Exemple 3

Apprendre en @sence de texte-bruité sysématique (owa partir d’'une pgsentation
k-bruitée) signifie donc apprendie a partir de mots deéVy (L), c'esta-dire d’une

présentationf telle quef(N) = Ny(L). La fonctionisnoise vaut alors 0 sur les
éléements dd. et 1 sur ceux d&Vi.(L) \ L.

On cherche dona apprendre en psence de dores bruiées, et on a deux manes
d’envisager les choses que I'on peut expliciter par le @diagne suivant :

Pres(£) —— £’

l l

Pres£) —— L

Dans ce diagramme la situation est cellel'on cherchea apprendre un langadede

la classeC a partir d'une pesentation bruge dePres(L). On peut essayer d’apprendre
a la place un langage d'une autre classe qui incorporerdutui (la classel’) ou
débruiter les donies pour se ramenarune pésentation non brige danresL) et
apprendrea partir de celle-ci. Dans cette seconde &g, c’'est de fait la fonction
isnoise qu’'on cherche identifier.

4 Reéduction

Une technique mise en ceuvre dans de nombreux domaines foenfiatique est celle
desréductions Celles-ci permettent d'obtenir degsultats Bgatifs (tel prokl@me est
au moins aussi difficile que tel autre, connu con@tant trop dur) mais aussi d'utiliser
les algorithmes valides dans un cas sur un autre.

C’est dans ce contexte que nous allons utiliser é&shuctions. En utilisant les ar-
guments de (de la Higuera, 2005b), nous montrons que leedsaoht identifiablea
partir de donies bruiges. Au del de ce gsultat, nous suggons que lesaductions
sont une facon efficace d’apprendreartir de don@es bruiges.

Rappelons qu’une situation d’identification esfidie par la classe de langages, celle
des repesentations et le type degsentations admises.
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Soient maintenanf et £’ les 2 classes de langages fgamées respectivement par
R(L)andR(L).

On note pail. (respectivemeriL:) I'application surjectiveR(L) — L (respective-
mentL;: : R(L’) — L£).

Etant donge une application surjective: £ — £’, notonsy une application sur-
jective R(L) — R(L’) pour laquelle le diagramme suivant commute :

R(L) —— R(L)

o] Jte

 —25 r
Donc:
¢poL,=Lg oy
Placons nous maintenant du point de vue désepmtationsEtant donge une applica-
tion surjectivep : £ — £’, notonsé une application (surjectivd)res(£) — Preg(L’)
pour laquelle le diagramme suivant commute :

r _—* . p

yieldLT Tyieldg

PresL) -, Pres(L’)
Il en résulte :

¢ o yieldy = yieldy o &

Comme une grsentation peut ne p&sre une fonction calculable, I'application cal-

culable assoéea¢ se fait par morceaux :
Définition 6
SoientL une classe de langages regenés dansRk(L) avec des @sentations dans
Pre£) : N — X et L’ une classe de langages regenés dansR(L’) avec des
présentations darBresL’) : N — Y. Une #&duction de pFsentation§ : Preq L) —
PregL’) telle que¢(f) = g estcalculablesi et seulement si il existe une fonction
calculablet : X — 2¥ aved|J,. £((i)) = g(N).

t la description en chaque point de la fonctfonNous supposerons qué& <
(f(2)) est un ensemble fini.
En combinant les deux diagrammeggadents on obtient :

¢ es
N, £

R(L) —Y— R(L)

)
- J

r ¢ . p

yieldT Tyield

PresL) _&E, Pres(L’)
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Théoreme 3
Si

1 L’ est apprenable en termesREL’) a partir dePreq L),

2 il existe une fonction calculable : R(L’) — R(L) et une fonction calculable
¥ : R(L) — R(L) telle quey o x =Id et

3 £ est une éduction calculable,

alorsL est identifiable paR(L) a partir dePreq L).

R(L) —X— R

Le | |Le

N N L’

yieldLT Tyieldg

Pred L) LN Pres L)

Démonstration
Soitalg2 un algorithme d’apprentissage qui identifle Considerons I'algorithmalgl
ci-dessous, qui prend lespremierseléements{,,) d’une pésentatiorf et execute :

g'm — E(fn)

G[,’ — algz(gm)
G+ x(Gp)
retournerG ¢

G etG. sont des grammaires d& L) et R(L£’). Comme¢ est calculableg,, peut
effectivementtre construit. O

Comme consquence du #oreme 3, on retrouve degsultats connus comme l'ap-
prentissage des grammairesgiairesequilibrées (Takada, 1988), p&ductiona partir
des automates finissterministes. Dans le contexte des deesbruiées, on a :

Théoreme 4
By, estidentifiablea la limite a partir de texté-bruité.

Démonstration

D’apres le tleoeme 1, le brué d’'une boule est une boule. De plus, par keclBbme 2,

By, est identifiablea la limite & partir de texte. Enfin, en prenagptsi le rayon de la
boule est au moink, déduirek du rayon, sinon retourner idenéiton a le diagramme
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suivant :
BZ A BZ
| -
Bs; _Id B,
yieldLT Tyieldg
Textek-bruite —*'%, Texte
On ceduit donc le esultata partir du tleoeme 3. O

5 Debruitagea la limite

Une autre facon d'apprendeepartir de don@es bruigées est de&bruiter les donees
a la voke, puis d'apprendre le langagepartir de ces dor@es non bruées. Afin de
débruiter les donees, nous verrons qu'il peutédmeétre utile d’'ajouter au j@alable
plus de bruit. La chime de traitement est alors la suivante :

ajouter du bruit
e

Pres(L) WG‘S(,C) enlever du bruit Wes(ﬁ) (1)
ou Pres(£) etPres(£) sont des psentations briées etPres(£) une pésentation de
donrées non (ou peu) br@e. Une fois la g@rsentation ébruige, on peut alors ap-
prendrea la limite un langagd.’ puis s’en servir pour @uire le langagd. qui nous
intéresse. Notons que si I'orebruitestrictementla présentation, c’esk-dire si I'on
supprime tout le bruit et uniquement le bruit, on aura alarsotementl’ = L.

Définition 7 (Débruitable a la limite)

SoitPreq L) une classe de psentation-bruitées. S'il existe un algorithmte: X x
Urepresc)ien{fit — {0, 1} telle que vz € X,V f € PregL), 3n, tel quev¥m > n,
O(z, fm) = 0(x, fn,) = isnoise(xr) = siz € Ni(L) \ L alorsl sinon0, alors les
présentations dBres L) sont eebruitables la limite.

Notons que l'identification du bruit n’est pas monotone : entpavoir identife cer-
taines donaes commeétant bruiees et ne pas pouvoir (encore) le faire pour d’autres.
Par ailleurs, le dbruitagea la limite n'est pas de l'identificatioa la limite dans la
mesure @ la fonctionisnoise sera apprise poird point mais jamais dans son ensemble.

Dans la suite, nous ne congitns que I'apprentissagepartir detextek-bruité. Dans
ce casf(z, fn) = 1 indique le fait gu’au rangn 'algorithme estime que: est une
donree bruiée et donc ne fait pas partie de

Pour cbruiter les donees, nous devons donc savoir si elles appartiennent awgeanga
cible ou non, c’esi&-dire pouvoir écider si une doree est du bruit. Pour cela, nous
allons avoir besoin de conitee les relations de proxingétdes donées les unes par
rapport aux autres, et notamment par rappocelles qui appartiennent effectivement
au langage. Cette notion de “voisinage” fait naturelleregotela de la topologie.
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Cependant, pour notre praélshe, la topologie classique et son grand nombre d’axiomes
sont trop contraignants. Nous allons donc utiliser lesesppétopologiques qui visent
a cefinir des “topologies pogslant moins d’axiomes”. Dans un souci de @artous
rappelons lesé&finitions des gEtopologies et leurs proj@es en annexe.
Définissons maintenant les fonctiofiset E;, permettant de supprimer et d’ajouter
du bruit :
Iy(L) ={we ¥ : Ny({w}) C L}

Ek(L) = {w exr: Nk({w}) NL# @}

Définition 8 (Langage fermg)

On dit qu'un langagé estfermé pour 'espace @topologiquét; = (X*, Ey o Iy, I, o
Ey)) (cf. annexe) si et seulementKi(E;(L)) = L et qu'une classe de langage est
ferméesi tous segléments sont ferés.

On peut montrer que :
Lfermé=Vz € ¥*N;(z) CE;(L) =z €L 2
La fonctionl; nous permet de mettre en ceuvre @huditage des dores :

Théoreme 5
SoientE, un espace @topologique avek donré etN,, la fonction de bruit. SL est
fermée (pourt,) alorsPred L) estk-débruitablea la limite.

Démonstration
On consi@ére I'algorithmed,, suivant : soienff une pésentatiork-bruiteée d'un langage
L etz € Ni(L) ; onposely(z, fp) =0siz € I(f,) etl siBy(z) € fp.

Soientf une pésentatiork-bruitee d’'un langagé etz € Ny (L). Siisnoise(z) =0
alorsz € L doncBy(z) C Ni(L) et commef(N) = Ny (L), il existe un rangz,, tel
que Bi(z) C f,, etdoncz € I (Br(x)) C Ix(fn,). Par congquentdy(zx, f,) =
0 = isnoise(x). Inversement, sknoise(z) = 1, alorsz ¢ L et commeL est un fernd
pour E;, alors By (z) € Ni(L) (cf équation 2) et don¥p € N, By(z) € fp. Par
congquentyp € N, 0(z, f,) = 1 = isnoise(x). O

Exemple 4
Soit By, I'ensemble éfini parBy, = {Bk(u) :keNue E*} ol By(u) = X%\

By (u). Les pésentations dBs, sont cbruitablesi la limite. En effet, on peut montrer
que les boules sont des ouverts et que le cémphtaire d’'un ouvert est un feén
donc la class®s, est fernée. D’apes le tleome pédédent, ses @sentations sont
alors @bruitablesi la limite.

Ajouter du bruit, par contre, peut péire étrange, Banmoins, il permet d’obtenir le
résultat suivant :

Théoreme 6
SoitE; un espace [@topologique aveg donré, soitNy, la fonction de bruit. SL est
fermée et sij > k alorsL estk-débruitablea la limite.
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Démonstration

Il suffit de consiérer I'algorithmedy (z, f,) = 0 siz € I (E;_x(fp)) et1 sinon puis
de reprendre la preuve duéteme 5. Plus intuitivement, sojt une pésentationk-
bruitée deL. Pour toutp on c&finit g, = E;_(f,). Commef est une pesentation de
Ny (L), g est une pesentation déV;(L). De plusL est un fern@ pourE; donc d’apés
le theoeme 5,¢ estj-débruitablea la limite et doncf estk-débruitablea la limite. [0

En outre, ajouter du bruit ne permet clairement pas d’apyegnla limite des classes
qui ne sont pas apprenabkepartir de pesentations non brigies. En revanche, il peut
permettre d’apprendre plus vite :

Exemple 5

Soit la classe des boules cérds sur\, consirons la bouleBy()\). Soit f une
présentation -bruitée de cette boule commencgant ar= {b, abb, aaa, baa}. Sil'on
veut cebruiter directement, on obtieht( f,) = 0, et il faudra encore d’autres exemples
pour arrivera dégager degléments non bruis. En revanche, si I'on ajoute du bruit
de niveaul et que I'on @bruite, on obtienly(FE1(f4)) = {)\ a,b,aa} ce qui suffit

a retrouverBs (1)), la plus petite boule contenaht(E(f4)). De plus, si le prochain
élement qui appafaestaab, alors on obtient encor (f5) = () lorsque I'on n’ajoute
aucun bruit efz(E1(f5)) = Ba(\) en ajoutant un peu de bruit.

Enfin, la plupart des langages ne sont naturellement pdsruwat &bruitablesa la
limite. Néanmoins, en combinant ajout et suppression de bruit, ohsgetamenea
une classe de langagg&sa partir de laquelle il est possible deduirela classeL.

Exemple 6

Soit la classe des bouléks;. Rappelons que cette classe n'est pas &&xnSoitl, =
B,(u). On a alorsl; ,(E;(Ny(L))) = Ij+x(Ej+x(L)) qui contient une approxi-
mation deL, i.e,, L plus éventuellement quelques motdtaaa €I, (E;(By(aabd)))
maisbbbaaa ¢ Ba(aabb)). Or dansl;.y(E;+,(L)), il existe un coupleq™v, b™v)
qui sont respectivement le plus petit et le plus grand monatats les plus longs dB.
Ces mots nous permettent dedtlirer = n etu = v, donc d'identifierL = B, (u).
Par conéquent, on a un algorithme permettant d’identifier indeewnt3s, apes un
débruitage approximatif des doges.

6 Conclusion

Nous avons introduit deux techniques permettant d’appeethels langages engsence
de bruit systmatique. L'une d’elles se base sur ugdleme de &duction. Lautre
utilise I'idée du @bruitagea la voEe des donees (@bruitage dont la correction n’est
obtenue gua la limite).

Nous avons aussitabli le fait que ce processus pou\itite avantageusement accom-
pagre d'un sur-bruitage des doaes afin d’acelérer I'identification.

Il reste de nombreuses questions ouvertes :
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e les questions de comple&in’ont pastte aborées : il esévident, par exemple,
gue le sur-bruitage ne doit p&sre explicite car trop dteux. Des techniques
permettant de le simuler doive@tre introduites.

e le bruit sysématique est une hypatke forte : un mogle plus ealiste pourrait
se baser sur le fait que seule une partie (la m&d?)t des exemples brai
apparaisse dans laggentation.

e de méme, nous avons choisi ici d’utiliser ulsruitage strict : tant que tous les
élements du brué dex ne sont pas apparus, est consiéré comme du bruit.
D’autres stratgies sont envisageables etnitent détre analyges.

¢ les boules sont un premier candidat de langages topolaniepterobustes. Mais
d’autres classes de langagesfidies par des progries topologiques, peuvent
étre autrement plus riches tout en maintenant la robushéssssaire.
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Annexe

Nous reprenons ici quelquesfihitions du Manuel de ptopologie et ses applica-
tions (Belmandt, 1993), puis nousfthissons un espacegtopologique adapt I'etude
deX* et nous eretudions les propeits dans le cadre diebruitagea la limite.

Définition 9 (c-dualité)

Notonsc le compEmentaire soitU un ensembleyA € P(U),c(A) = U \ A = A.
Deux applications: eti deP(U) dansP(U) sontc-dualessi et seulement si elles
vérifienti = coeocoue =coioc.

Définition 10 (Espace pEtopologique)
(U, 1, e) définit unespace grtopologiquesi et seulement si :

1. ¢ ete sont c-duales,
2.i(U)=U, (oue(d) =0)
3. VLePU),i(L)Cc L (ouL C e(L)).

La notion de topologie est donc un cas particulier detggologie. C’est un espace
prétopologique tel qu&A, B € P(U),e(AU B) = e(A4) Ue(B) ete(e(4)) =
e(A). Avec les outils de la @topologie, nous pouvons donc nédider des proces-
sus d’extensior, = (L) C e(L) C e[e(L)] C ... Ce™(L) C ... C U et d’érosion
L =i°L) > i(L) Dili(L)] D ... D4i"(L) D ... D, ce qui n'est pas le cas en
topologiea cause de I'idempotence des applicatioms$:.

Définition 11 (Ensembles ferngs et ouverts)

Soit(U, i, e) un espace [@topologique K est unensemble feriadeU si et seulement
sie(K) = K etL esturensemble ouvedeU si et seulement ${L) = L. Une classe
de langage£ estferméesi et seulement §iL € L, L est un ensemble fernet est
ouvertesi et seulement 8iL. € L, L est un ensemble ouvert.

Apres ces rappels sur lesgpopologies, nous allons pouvoigfthir des fonctiong ete
grace auxquelles nous construirons des espa&spgmlogiques adapsa notreétude.
Nous rappelons pour cela que la distance @#iget notamment pour la fonction de
bruit V) est la distance @dition.

Définition 12 (Intérieur et extérieur)
NotonsI(L) l'intérieurdeL : I(L) = {w € ¥* : Ny({w}) C L} etE(L) I'extérieur
deL :E(L) ={weX*: Ny({w}) N L # 0}.

Nous appelons Ie-intérieur deL la fonction finie par

Io(L) = L,Vk € NI (L) = I[Ix—1(L)]
et lek-extérieur deL la fonction dfinie par
Ey(L) = L,Vk € N Ex(L) = E[Ey—1(L)].

On peut alors montrer paécurrence qué,(L) = {w € ¥* : Ny({w}) C L} et
Ep(L) ={w e X* : Ny({w}) N L # 0}.
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Ces notions ne sont pas sans rappeller celles des RougliP@etsk, 1990) utiliés no-
tamment par Satoshi Kobayashi et Takashi Yokomori (Kodaiy&sYokomori, 1995),
les lower approximatioret upper approximatiord’'un ensemble, avec lesquelles elles
partagent un grand nombre de pr@tiss sur les intersections et les unions.

Lintuition voudrait que I'on prenneé = I, ete = E; comme fonction d'ingérieur et
d’extérieur. Cependant&finies comme ceci, I'extension eéfosion sont trop impor-
tantes pour édgager des ferés et ouverts iressants et non triviaux. Nous allons alors
prendreec = I o E), eti = E}, o I;,. Nous montrons maintenant que ces deux fonctions
remplissent bien les projtes attendues.

Lemme 1 _
I, o E), etEy, o I, sont c-duales dans*, i.e.,YL € P(X*), I.(Ex(L)) = Ex(Ix(L)).

Démonstration
I and E;, sont c-duales I;(L) = {w € ¥* : Ny({w}) C L} = {w € ¥* :
Ne({w}) N L = 0} = Ex(L). DoncEy,(Ix(L)) = Iu(I(T)) = Tu(Ex(L)). O

Théoreme 7
Ex = (X%, Ey o Iy, I, o E},) définit un espace ptopologique, c’esé-dire \érifie :

1. I, o E}, etE}, o I, sont c-duales,
2. Ep(Ix(X%)) = 2%,
3. VL € P(Z*),Ek(Ik(L)) cL

Démonstration
1. lemme 1.
2. trivial.
3.z € Ex(Ix(L)) = Npy({z}) N I(L) # 0 = Jy € Ii(L) : d(z,y) < k.

d(z,y) < k =z € Ny({y}) ety € I(L) = Ni({y}) C Ldoncx € L et
Ex(Ix(L)) C L. 0

La fonction E;,, respectivement;,, ajoute du bruit L, respectivemergnleve du bruit.
Nous pouvons alors les utiliser dans notre cadrealeultagea la limite. Notons ce-
pendant ques, # I, '



