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Abstract : Pourétudier l’apprentissagèa partir de donńees bruit́ees, il est usuel
de se baser sur un modèle de bruit statistique. L’influence du bruit est alors en-
visaǵee selon des critères pragmatiques ou eux-mêmes statistiques, en se basant
donc sur un paradigme prenant en compte une distribution des données. Dans cet
article, nouśetudions le bruit comme un phénom̀ene non statistique, en définissant
la notion de bruit systématique. Nouśetablissons diff́erentes manières d’appren-
dre (̀a la limite) à partir de donńees bruit́ees. La première se base sur une tech-
nique de ŕeduction entre problèmes et consistèa apprendrèa partir des donńees
qu’on sait bruit́ees, puis̀a d́ebruiter la fonction apprise. La seconde consisteà
débruiterà la voĺee les exemples d’apprentissage,à identifier ainsià la limite
les bons exemples, età apprendre alors̀a partir d’exemples non corrompus. Nous
donnons dans les deux cas des conditions suffisantes pour que l’apprentissage soit
possible et montrons̀a travers diff́erents exemples (provenant en particulier du
domaine de l’inf́erence grammaticale) que nos techniques sont complémentaires.

Mots-clés: Identificationà la limite, langages, bruit, prétopologie.

1 Introduction

L’inf érence grammaticale (Sakakibara, 1997; de la Higuera, 2005a) est un domaine
riche en algorithmes que l’on peut utiliser pour apprendreà partir de donńees śequen-
tielles ou structuŕees : châınes, mots, arbres ou termes. Parmi les nombreux avan-
tages de ces techniques, on peut souligner la compréhensibilit́e des mod̀eles appris,
des th́eories solides qui permettent en particulier d’éviter de travailler avec des biais
non explicites, la puissance des fonctions qui définissent les concepts (automates et
grammaires), le fait que les données d’apprentissage peuventêtre analyśees dans leur
globalit́e et non en n’en prenant en compte que des morceaux,etc. Mais ces qualit́es
ont naturellement une contrepartie, et en particulier le fait que ces techniques résistent
très faiblement (pour ne pas dire pas du tout) au bruit.

Le bruit apparâıt dans les donńees pour de nombreuses raisons :

• Il peut être d̂u au fait que le biais utiliśe est inadapté : si on essaye d’apprendre un
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langage ŕegulierà partir de donńees qui ne proviennent pas d’un langage régulier,
on peut s’attendrèa un probl̀eme ;

• Le bruit peut aussîetre d̂u à des conditions expérimentales ḿediocres ou bieǹa
un ”nettoyage” des données qui est soit trop difficilèa ŕealiser, soit encore trop
couteux. Ceci peut se produire en reconnaissance de la parole, ou lorsque l’on
désire apprendrèa partir de fichiers HTML construits manuellement.

La gestion du bruit est un problème crucial et ŕecurrent en apprentissage automatique
en ǵeńeral. Pour ce qui concerne l’inférence grammaticale et le traitement des données
séquentielles, on peut citer les lignes de recherche suivantes :

• Des travaux tr̀es th́eoriques ont́et́e meńes, soit dans le cadre de l’inférence in-
ductive (Caseet al., 2001; Stephan, 1997) et en suivant la piste de résultats d́ejà
anciens (Wharton, 1974), soit dans celui de l’apprentissageapproximatif (Kearns
& Valiant, 1989; Kearns, 1993);

• D’autres travaux ont essayé d’utiliser des id́ees bien fond́ees dans des algorithmes
existants pour rendre ceux-ci plus robustes au bruit (Sebban & Janodet, 2003;
Habrardet al., 2003). Par ailleurs, les automates non déterministes sont proba-
blement plus ŕesistants au bruit que les déterministes (Coste & Fredouille, 2003);

• Des travaux plus pragmatiques ontét́e meńes pour utiliser des techniques d’infé-
rence grammaticale sur des séries chronologiques naturellement bruitées (Giles
et al., 2001) ;

• On peut aussi noter les travaux sur l’apprentissage de langages par approxima-
tion, qui se fondent sur la théorie des ensembles grossiers (rough sets) et qui don-
nent lieuà des algorithmes intrinsèquement plus résistants aux données bruit́ees
(Yokomori & Kobayashi, 1994) ;

• Le paradigme de l’apprentissage par analogie aégalement fait l’objet d’unéetude
sous l’angle de sa résistance aux données bruit́ees (Micletet al., 2005) ;

• Enfin, une approche classique est celle qui concerne l’apprentissage d’automates
stochastiques. Cette approche prend le parti d’éviter le probl̀eme en imposant un
biais différent : les donńees proviennent d’une distribution elle-même repŕesent́ee
par un automate stochastique (Vidalet al., 2005). Il ne s’agit alors plus d’appren-
dre un langage mais une distribution. Les travaux sont théoriques (Abe & War-
muth, 1992) et algorithmiques (Carrasco & Oncina, 1994).

On note que dans la plupart des travaux théoriques, le traitement est essentielle-
ment statistique. Nous nouśeloignons dans ce travail de cette veine majoritaire et
explorons le cas d’un bruitsyst́ematiquebaśe sur l’utilisation de la distance d’édition;
nousétudions les propriét́es de ce type de bruit dans le contexte de l’identificationà la
limite (Gold, 1967; Gold, 1978).

Dans ce contexte nous proposons différentes manières d’apprendre (à la limite) à
partir de donńees bruit́ees. La première se base sur une technique de réduction en-
tre probl̀emes et consistèa apprendrèa partir des donńees qu’on sait bruitées, puis
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à d́ebruiter la fonction apprise. La seconde consisteà d́ebruiterà la voĺee les exem-
ples d’apprentissage,à identifier ainsià la limite les bons exemples, età apprendre
à partir d’exemples non corrompus. Dans cette seconde approche nous d́emontrons
qu’il est même possible (et parfois recommandé) d’ajouter du bruit supplémentaire pour
acćelérer l’apprentissage.

Nous donnons pour ces deux schémas des conditions suffisantes pour que l’appren-
tissage soit possible et montronsà travers diff́erents exemples (et en particulier des
exemples provenant du domaine de l’inférence grammaticale) que les techniques sont
compĺementaires. Les définitions que nous allons utiliser sont géńerales, nous les ex-
ploiterons dans le cadre des textes bruités syst́ematiquement, mais elles nous semblent
avoir vocatioǹa être utiliśees plus largement.

2 Préliminaires

En inférence grammaticale les concepts utilisés pour d́efinir les fonctions (d́ecrivant les
langages) proviennent de la théorie des langages formels : les formalismes issus de
la théorie des systèmes de ŕeécriture (grammaires et automates) permettent de définir
puissamment des ensembles de mots. Ces formalismes sont cependant peu robustes
au bruit, ainsi qu’il aét́e not́e par diff́erents auteurs (Langet al., 1998; de la Higuera,
2006). Un des objectifs de ce travail est d’explorer des définitions de langages un peu
plus adapt́eesà des situations òu les donńees sont bruit́ees.

2.1 Langages

Un alphabetΣ est un ensemble fini non vide de symboles appeléslettres. Un motw est
une śequence finiew = a1a2 . . . an de lettres.|w| dénote la longueur dew. Par la suite,
les lettres seront d́esigńees para, b, c, . . ., les mots paru, v, . . . , z et le mot vide parλ.
L’ensemble de tous les mots est notéΣ∗. On appelle langage toute partieL ⊆ Σ∗.

SoientL une classe de langages etR(L) une classe de représentations des langages
deL. Les classes de langages qu’on considèrera peuvent̂etre les langages réguliers ou
algébriques, et les classes de représentations les grammaires algébriques, les automates
finis déterministes ou encore les expressions régulìeres. On noteraLL : R(L) → L
la fonction qui pour n’importe quelle représentation retourne le langage correspon-
dant. Cette fonction est surjective (chaque langage peutêtre repŕesent́e), mais pas
nécessairement injective : deux représentations peuvent correspondre au même lan-
gage.

Nous supposerons enfin que le problème suivant est d́ecidable : soientw ∈ Σ∗ et
G ∈ R(L), w ∈ LL(G)?

2.2 Identification à la limite

Le paradigme de l’identificatioǹa la limite aét́e introduit par Gold (Gold, 1967). Nous
le donnons ici dans le formalisme de (de la Higuera, 2005b) qui permet d’́etudier des
réductions entre problèmes d’identification (voir section 4).
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Définition 1 (Présentation)
SoitL une classe de langages, une présentation deL ∈ L est une fonctionN → X où
X est un ensemble. On notePres(L) un ensemble de présentations. Une présentation
dénote un langage deL, i.e. il existe une fonctionyield : Pres(L) → L. Si L =
yield(f) alors nous dirons quef est une pŕesentation deL, ouf ∈ Pres(L).

Avec cette d́efinition, les pŕesentations sontà prendre au sens large : ce sont des séquen-
ces de n’importe quel type d’informations pouvant aiderà l’apprentissage du langage.

Exemple 1
X peut êtreΣ∗ dans le cas d’exemples positifs seulement. Si en outre,yield(f) =
f(N), alors la pŕesentation est appelée untexte. Remarquons encore que dans le cas
d’un informateur, c’est-̀a-dire de pŕesentations composées d’exemples̀a la fois positifs
et ńegatifs, on auraitX = Σ∗ × {0, 1}.

Étant donńees deux pŕesentationsf et g, si f(N) = g(N) alorsyield(f) = yield(g).
Sinon,L n’est pas apprenablèa partir dePres(L). En effet, deux langages partageant
une m̂eme pŕesentation ne peuvent pasêtre distingúes l’un de l’autre. Sif ∈ Pres(L)
etg : N → X telle queg(N) = f(N) alorsg ∈ Pres(L).

Soit f une pŕesentation, on notefn l’ensemble{f(j) : j < n}. Un algorithme
d’apprentissagealg est un programme prenant lesn premierśeléments d’une présenta-
tion et retournant une représentation :

alg :
⋃

f∈Pres(L),i∈N

{fi} → R(L)

La définition suivante est adaptée de (Gold, 1978) :

Définition 2 (Identifiable à la limite)
On dit queL est identifiablèa la limite à partir dePres(L) en terme deR(L) si et
seulement si il existe un algorithmealg tel que pour toutL ∈ L et pour n’importe quelle
présentationf ∈ Pres(L), il existe un rangn tel que pour toutm ≥ n, LL(alg(fm)) =
L.

2.3 Distances

Poser une distance surΣ∗ consistèa introduire une fonctiond : Σ∗×Σ∗ → R telle que:
(i) d(x, x) = 0, (ii) d(x, y) = d(y, x) et (iii) d(x, y) ≥ 0. Les conditions suivantes,
sanŝetre obligatoires, sont́egalement utiles:

d(x, y) = 0 =⇒ x = y

d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)

La distance d’́edition aét́e d́efinie par Levenshtein en 1965 (Levenshtein, 1965). Il
s’agit de compter le nombre minimal d’opérations ńecessaires pour passer d’une chaı̂ne
à une autre. Les opérations de base sont l’insertion, la substitution et la suppression
(d’un symbole).

Techniquement,́etant donńees deux chaı̂nesw et w′ dansΣ*, w se ŕeécrit enw′ en
uneétape si l’une des conditions suivantes est vraie :
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• w = uav,w′ = uv etu, v ∈ Σ*, a ∈ Σ (suppression)

• w = uv,w′ = uav etu, v ∈ Σ*, a ∈ Σ (insertion)

• w = uav,w′ = ubv etu, v ∈ Σ*, a, b ∈ Σ (substitution)

On consid̀ere la fermeture réflexive et transitive de cette dérivation et on notew
k
−→ w′

si et seulement siw se ŕeécrit enw′ park opérations.
Étant donńees deux chaı̂nesw et w′, la distance de Levenshtein entrew et w′ not́ee

dedit(w,w′) est la plus petite valeur dek telle quew
k
−→ w′.

Exemple 2
dedit(abaa, aab) = 2. abaa se ŕeécrit enaab via (par exemple) la suppression dub et la
substitution du derniera par unb.

La distance d’́edition entre deux chaı̂nes se calcule par programmation dynamique
(Wagner & Fisher, 1974). De nombreuses variantes ontét́e étudíees et la distance a
ét́e adapt́ee au cas des chaı̂nes circulaires ou des arbres. Les poids des différentes
opérations d’́edition peuvent́egalement ne pas toujours valoir 1. Nous avons choisi
dans ce travail de n’étudier que le cas standard. Voir aussi (Crochemoreet al., 2001).

Les classes de langages usuelles (définies par automates, grammaires,...) ne convi-
ennent pas en cas de bruit. Le problème essentiel est que de façon quasi systématique,
le changement d’un symbole dans un mot fait basculer celui-ci du langagèa son com-
plémentaire. Pour utiliser une image provenant d’un domaine dans lequel le bruit áet́e
bien mieux analyśe, c’est comme si, en dessinant sur unécran les mots d’un langage,
aucune forme n’́etait perceptible : tous les langages ressembleraientà du gris uniforme.
Nous introduisons donc des objets topologiques simples, les boules, qui intuitivement
ne pŕesentent pas ce problème.

Définition 3 (Boules)
Étant donńeed(·, ·) une distance surΣ∗, la boule de centreu ∈ Σ∗ et de rayonr ∈ N

est d́efinie parBr(u) = {w ∈ Σ∗ : d(w, u) ≤ r}. Une repŕesentation de la boule
Br(u) sera alors le couple(u, r). On noteBΣ l’ensemble de toutes les boules :BΣ =
{Bk(u) : k ∈ N, u ∈ Σ∗}.

La même distance donne lieuà la d́efinition de bruit́e d’un langage :

Définition 4 (Bruit é d’un langage)
Soit L un langage surΣ∗ et d(., .) une distance surΣ∗, le bruit́e d’ordrek (ou le k-
bruité) deL estNk(L) = {w : ∃x ∈ L, d(x,w) ≤ k}.

Comme nous l’avons dit, les boules se comportent bien en présence de bruit. En parti-
culier, le bruit́e d’une boule est une boule :

Théorème 1

Nk(Bk′(u)) = Bk+k′(u)
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Démonstration:

(⊆)

x ∈ Nk(Bk′(u)) ⇒ ∃y ∈ Bk′(u) : d(y, x) ≤ k

⇒ ∃y : d(u, y) ≤ k′ ∧ d(y, x) ≤ k

⇒ d(u, x) ≤ k′ + k

(⊇) Soit x ∈ Bk+k′(u) alorsd(u, x) ≤ k + k′. Supposons qued(u, x) > k′ (sinon
c’est trivial). Le fait quek′ < d(u, x) ≤ k+k′ signifie queu peutêtre transforḿe
enx par au plusk + k′ opérations d’́edition. Soity la châıne obtenue après les
k′ premìeres oṕerations. Alorsd(u, y) = k′ et d(y, x) ≤ k ; il s’en suit que
y ∈ Bk′(u) etx ∈ Nk(Bk′(u)). ¤

Par ailleurs, on peut facilement apprendre les boules dans un contexte non bruité :

Théorème 2
BΣ est identifiablèa la limiteà partir de texte.

Démonstration: Par saturation, lorsque tous les points sont apparus, la boule peutêtre
calcuĺee. Il està noter que si seuls certains points sont donnés, le probl̀eme est NP-
difficile (de la Higuera & Casacuberta, 2000), mais si tous les points sont pŕesents,
c’est simple : soitBmax l’ensemble des plus longs mots apparus. Le centre de la boule
u est le seul mot tel queaku etbku sont dansBmax où k est le plus grand entier tel que
ak et bk sont des facteurs gauches deBmax. La boule est alorsBk(u). ¤

On notera que si l’alphabetΣ ne contient qu’une seule lettre, une même boule peut
être repŕesent́ee de plusieurs façons (B2(a) = B3(λ)), mais cette caractéristique n’est
pas ĝenante : de nombreuses classes de représentations ont cette propriét́e (automates,
grammaires).

3 Identification à la limite à partir de données bruit́ees

Nous proposons ici un modèle de bruit que nous appelonssyst́ematique: une m̂eme
donńee sera bruit́ee de toutes les façons possibles jusqu’à une distance prévue. On peut
illustrer cette id́ee par des points de peinture sur une feuille de papier : en posant un
objet sur la feuille les points deviennent des tâches.

Il est raisonnable d’étudier ce type de bruit dans le paradigme de l’identification à la
limite. En effet, l’absence de distribution nous permet de penserà une convergencèa
la limite de l’algorithme d’apprentissage. L’identification à la limite a pour but de nous
assurer de l’absence de biais caché. La distance utiliśee sera la distance d’édition.

Une premìere remarque particulièrement adaptée au cas de l’inf́erence grammaticale
(et qui va justifier la recherche d’autres modèles de langages) est que si une fois bruités
deux langages ne sont pas distinguables l’un de l’autre, alors la classe de langages n’est
pas ŕesistante au bruit systématique.
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Il est aiśe de noter que c’est le cas pour la classe des langages rationnels, et de façon
plusélargie pour toute classe définie par syst̀emes de ŕeécriture. La possibilit́e de repŕe-
senter dans ces classesles fonctions de parité est de naturèa nous convaincre de la
faible ŕesistance au bruit de ces langages. Cela justifie de s’intéresser̀a des classes de
langages d́efinis autrement que par des grammaires.

Définition 5 (Présentation bruitée)
Une pŕesentation bruit́ee est une présentationf : N → X à laquelle est associée une
fonctionisnoise : X → {0, 1} indiquant si uńelément particulier de la présentation est
du bruit ou pas.

La définition pŕećedente est posée afin de ŕepondrèa une varíet́e de situations, dont :

Exemple 3
Apprendre en pŕesence de textek-bruité syst́ematique (oùa partir d’une pŕesentation
k-bruitée) signifie donc apprendreL à partir de mots deNk(L), c’est-̀a-dire d’une
présentationf telle quef(N) = Nk(L). La fonction isnoise vaut alors 0 sur les
éléments deL et 1 sur ceux deNk(L) \ L.

On cherche donc̀a apprendre en présence de données bruit́ees, et on a deux manières
d’envisager les choses que l’on peut expliciter par le diagramme suivant :

Pres(L) −−−−→ L’




y





y

Pres(L) −−−−→ L

Dans ce diagramme la situation est celle où l’on cherchèa apprendre un langageL de
la classeL à partir d’une pŕesentation bruit́ee dePres(L). On peut essayer d’apprendre
à la place un langage d’une autre classe qui incorporerait lebruit (la classeL’) ou
débruiter les donńees pour se ramenerà une pŕesentation non bruitée dansPres(L) et
apprendrèa partir de celle-ci. Dans cette seconde stratégie, c’est de fait la fonction
isnoise qu’on cherchèa identifier.

4 Réduction

Une technique mise en œuvre dans de nombreux domaines de l’informatique est celle
desréductions. Celles-ci permettent d’obtenir des résultats ńegatifs (tel probl̀eme est
au moins aussi difficile que tel autre, connu commeétant trop dur) mais aussi d’utiliser
les algorithmes valides dans un cas sur un autre.

C’est dans ce contexte que nous allons utiliser les réductions. En utilisant les ar-
guments de (de la Higuera, 2005b), nous montrons que les boules sont identifiables̀a
partir de donńees bruit́ees. Au del̀a de ce ŕesultat, nous suggérons que les réductions
sont une façon efficace d’apprendreà partir de donńees bruit́ees.

Rappelons qu’une situation d’identification est définie par la classe de langages, celle
des repŕesentations et le type de présentations admises.



CAp 2006

Soient maintenantL etL’ les 2 classes de langages représent́ees respectivement par
R(L) andR(L’).

On note parLL (respectivementLL’) l’application surjectiveR(L) → L (respective-
mentLL’ : R(L’) → L’).

Etant donńee une application surjectiveφ : L → L’, notonsψ une application sur-
jectiveR(L) → R(L’) pour laquelle le diagramme suivant commute :

R(L)
ψ

−−−−→ R(L’)

LL





y





y

LL’

L
φ

−−−−→ L’

Donc :
φ ◦ LL = LL’ ◦ ψ

Plaçons nous maintenant du point de vue des présentations.́Etant donńee une applica-
tion surjectiveφ : L → L’, notonsξ une application (surjective)Pres(L) → Pres(L’)
pour laquelle le diagramme suivant commute :

L
φ

−−−−→ L’

yieldL

x





x





yieldL’

Pres(L)
ξ

−−−−→ Pres(L’)

Il en résulte :
φ ◦ yieldL = yieldL’ ◦ ξ

Comme une pŕesentation peut ne pasêtre une fonction calculable, l’application cal-
culable associéeà ξ se fait par morceaux :

Définition 6
SoientL une classe de langages représent́es dansR(L) avec des pŕesentations dans
Pres(L) : N → X et L’ une classe de langages représent́es dansR(L’) avec des
présentations dansPres(L’) : N → Y . Une ŕeduction de pŕesentationsξ : Pres(L) →
Pres(L’) telle queξ(f) = g est calculablesi et seulement si il existe une fonction
calculableξ : X → 2Y avec

⋃

i∈N
ξ(f(i)) = g(N).

ξ est la description en chaque point de la fonctionξ. Nous supposerons que∀i ∈
N, ξ(f(i)) est un ensemble fini.

En combinant les deux diagrammes préćedents on obtient :

R(L)
ψ

−−−−→ R(L’)

LL





y





y

LL’

L
φ

−−−−→ L’

yield

x





x





yield

Pres(L)
ξ,ξ

−−−−→ Pres(L’)
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Théorème 3
Si

1 L’ est apprenable en termes deR(L’) à partir dePres(L’),

2 il existe une fonction calculableχ : R(L’) → R(L) et une fonction calculable
ψ : R(L) → R(L’) telle queψ ◦ χ =Id et

3 ξ est une ŕeduction calculable,

alorsL est identifiable parR(L) à partir dePres(L).

R(L)
χ

←−−−− R(L’)

LL





y





y

LL’

L
φ

−−−−→ L’

yieldL

x





x





yieldL’

Pres(L)
ξ,ξ

−−−−→ Pres(L’)

Démonstration:
Soitalg2un algorithme d’apprentissage qui identifieL’. Considerons l’algorithmealg1
ci-dessous, qui prend lesn premierśeléments (fn) d’une pŕesentationf et ex́ecute :

gm ←− ξ(fn)

GL’ ←− alg2(gm)

GL ←− χ(GL’)

retournerGL

GL etGL’ sont des grammaires deR(L) etR(L’). Commeξ est calculable,gm peut
effectivement̂etre construit. ¤

Comme conśequence du th́eor̀eme 3, on retrouve des résultats connus comme l’ap-
prentissage des grammaires linéaireséquilibŕees (Takada, 1988), par réductionà partir
des automates finis déterministes. Dans le contexte des données bruit́ees, on a :

Théorème 4
BΣ est identifiablèa la limiteà partir de textek-bruité.

Démonstration:
D’après le th́eor̀eme 1, le bruit́e d’une boule est une boule. De plus, par le théor̀eme 2,
BΣ est identifiablèa la limite à partir de texte. Enfin, en prenantχ=si le rayon de la
boule est au moinsk, déduirek du rayon, sinon retourner identité, on a le diagramme
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suivant :
BΣ

χ
←−−−− BΣ

LL





y





y

LL’

BΣ
Id

−−−−→ BΣ

yieldL

x





x





yieldL’

Textek-bruité
Id,Id

−−−−→ Texte

On d́eduit donc le ŕesultatà partir du th́eor̀eme 3. ¤

5 Débruitage à la limite

Une autre façon d’apprendreà partir de donńees bruit́ees est de d́ebruiter les donńees
à la voĺee, puis d’apprendre le langageà partir de ces données non bruit́ees. Afin de
débruiter les donńees, nous verrons qu’il peut mêmeêtre utile d’ajouter au préalable
plus de bruit. La châıne de traitement est alors la suivante :

Pres(L)
ajouter du bruit
−−−−−−−−→ Pres(L)

enlever du bruit
−−−−−−−−→ Pres(L) (1)

où Pres(L) et Pres(L) sont des pŕesentations bruitées etPres(L) une pŕesentation de
donńees non (ou peu) bruitée. Une fois la pŕesentation d́ebruit́ee, on peut alors ap-
prendreà la limite un langageL′ puis s’en servir pour d́eduire le langageL qui nous
intéresse. Notons que si l’on débruitestrictementla pŕesentation, c’est-à-dire si l’on
supprime tout le bruit et uniquement le bruit, on aura alors directementL′ = L.

Définition 7 (Débruitable à la limite)
Soit Pres(L) une classe de présentationsk-bruitées. S’il existe un algorithmeθ : X ×
⋃

f∈Pres(L),i∈N
{fi} → {0, 1} telle que :∀x ∈ X,∀f ∈ Pres(L),∃nx tel que∀m ≥ nx

θ(x, fm) = θ(x, fnx
) = isnoise(x) = si x ∈ Nk(L) \ L alors1 sinon0, alors les

présentations dePres(L) sont d́ebruitables̀a la limite.

Notons que l’identification du bruit n’est pas monotone : on peut avoir identifíe cer-
taines donńees comméetant bruit́ees et ne pas pouvoir (encore) le faire pour d’autres.
Par ailleurs, le d́ebruitageà la limite n’est pas de l’identificatioǹa la limite dans la
mesure òu la fonctionisnoise sera apprise point̀a point mais jamais dans son ensemble.

Dans la suite, nous ne considérons que l’apprentissageà partir detextek-bruité. Dans
ce cas,θk(x, fm) = 1 indique le fait qu’au rangm l’algorithme estime quex est une
donńee bruit́ee et donc ne fait pas partie deL.

Pour d́ebruiter les donńees, nous devons donc savoir si elles appartiennent au langage
cible ou non, c’est-̀a-dire pouvoir d́ecider si une donńee est du bruit. Pour cela, nous
allons avoir besoin de connaı̂tre les relations de proximité des donńees les unes par
rapport aux autres, et notamment par rapportà celles qui appartiennent effectivement
au langage. Cette notion de “voisinage” fait naturellementappel à de la topologie.



Sur le bruit syst́ematique

Cependant, pour notre problème, la topologie classique et son grand nombre d’axiomes
sont trop contraignants. Nous allons donc utiliser les espaces pŕetopologiques qui visent
à d́efinir des “topologies possédant moins d’axiomes”. Dans un souci de clarté, nous
rappelons les d́efinitions des pŕetopologies et leurs propriét́es en annexe.

Définissons maintenant les fonctionsIk et Ek permettant de supprimer et d’ajouter
du bruit :

Ik(L) = {w ∈ Σ∗ : Nk({w}) ⊆ L}

Ek(L) = {w ∈ Σ∗ : Nk({w}) ∩ L 6= ∅}

Définition 8 (Langage fermé)
On dit qu’un langageL estfermépour l’espace pŕetopologiqueEj = (Σ∗, Ek ◦ Ik, Ik ◦
Ek)) (cf. annexe) si et seulement siIj(Ej(L)) = L et qu’une classe de langage est
ferméesi tous seśeléments sont ferḿes.

On peut montrer que :

L fermé⇒ ∀x ∈ Σ∗Nj(x) ⊆ Ej(L) ⇒ x ∈ L (2)

La fonctionIk nous permet de mettre en œuvre un débruitage des données :

Théorème 5
SoientEk un espace prétopologique aveck donńe etNk la fonction de bruit. SiL est
fermée (pourEk) alorsPres(L) estk-débruitablèa la limite.

Démonstration:
On consid̀ere l’algorithmeθk suivant : soientf une pŕesentationk-bruitée d’un langage
L etx ∈ Nk(L) ; on poseθk(x, fp) = 0 si x ∈ Ik(fp) et1 si Bk(x) 6⊆ fp.

Soientf une pŕesentationk-bruitée d’un langageL etx ∈ Nk(L). Si isnoise(x) = 0
alorsx ∈ L doncBk(x) ⊆ Nk(L) et commef(N) = Nk(L), il existe un rangnx tel
queBk(x) ⊆ fnx

et doncx ∈ Ik(Bk(x)) ⊆ Ik(fnx
). Par conśequentθk(x, fnx

) =
0 = isnoise(x). Inversement, siisnoise(x) = 1, alorsx 6∈ L et commeL est un ferḿe
pour Ek alorsBk(x) 6⊆ Nk(L) (cf équation 2) et donc∀p ∈ N, Bk(x) 6⊆ fp. Par
conśequent,∀p ∈ N, θ(x, fp) = 1 = isnoise(x). ¤

Exemple 4
Soit BΣ l’ensemble d́efini parBΣ =

{

Bk(u) : k ∈ N, u ∈ Σ∗

}

où Bk(u) = Σ∗ \

Bk(u). Les pŕesentations deBΣ sont d́ebruitables̀a la limite. En effet, on peut montrer
que les boules sont des ouverts et que le complémentaire d’un ouvert est un fermé,
donc la classeBΣ est ferḿee. D’apr̀es le th́eor̀eme pŕećedent, ses présentations sont
alors d́ebruitables̀a la limite.

Ajouter du bruit, par contre, peut paraı̂tre étrange, ńeanmoins, il permet d’obtenir le
résultat suivant :

Théorème 6
Soit Ej un espace prétopologique avecj donńe, soitNk la fonction de bruit. SiL est
fermée et sij ≥ k alorsL estk-débruitablèa la limite.
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Démonstration:
Il suffit de consid́erer l’algorithmeθk(x, fp) = 0 si x ∈ Ik(Ej−k(fp)) et 1 sinon puis
de reprendre la preuve du théor̀eme 5. Plus intuitivement, soitf une pŕesentationk-
bruitée deL. Pour toutp on d́efinit gp = Ej−k(fp). Commef est une pŕesentation de
Nk(L), g est une pŕesentation deNj(L). De plusL est un ferḿe pourEj donc d’apr̀es
le théor̀eme 5,g estj-débruitablèa la limite et doncf estk-débruitablèa la limite. ¤

En outre, ajouter du bruit ne permet clairement pas d’apprendreà la limite des classes
qui ne sont pas apprenablesà partir de pŕesentations non bruitées. En revanche, il peut
permettre d’apprendre plus vite :

Exemple 5
Soit la classe des boules centrées surλ, consid́erons la bouleB2(λ). Soit f une
présentation1-bruitée de cette boule commençant parf4 = {b, abb, aaa, baa}. Si l’on
veut d́ebruiter directement, on obtientI1(f4) = ∅, et il faudra encore d’autres exemples
pour arriverà d́egager deśeléments non bruités. En revanche, si l’on ajoute du bruit
de niveau1 et que l’on d́ebruite, on obtientI2(E1(f4)) = {λ, a, b, aa} ce qui suffit
à retrouverB2(λ), la plus petite boule contenantI2(E1(f4)). De plus, si le prochain
élément qui apparaı̂t estaab, alors on obtient encoreI1(f5) = ∅ lorsque l’on n’ajoute
aucun bruit etI2(E1(f5)) = B2(λ) en ajoutant un peu de bruit.

Enfin, la plupart des langages ne sont naturellement pas totalement d́ebruitables̀a la
limite. Néanmoins, en combinant ajout et suppression de bruit, on peut se ramener̀a
une classe de langagesL’ à partir de laquelle il est possible dedéduirela classeL.

Exemple 6
Soit la classe des boulesBΣ. Rappelons que cette classe n’est pas fermée. SoitL =
Br(u). On a alorsIj+k(Ej(Nk(L))) = Ij+k(Ej+k(L)) qui contient une approxi-
mation deL, i.e., L plus éventuellement quelques mots (bbbaaa ∈I1(E1(B4(aabb)))
mais bbbaaa 6∈ B4(aabb)). Or dansIj+k(Ej+k(L)), il existe un couple (anv, bnv)
qui sont respectivement le plus petit et le plus grand mot desmots les plus longs deL.
Ces mots nous permettent de déduirer = n et u = v, donc d’identifierL = Br(u).
Par conśequent, on a un algorithme permettant d’identifier indirectementBΣ apr̀es un
débruitage approximatif des données.

6 Conclusion

Nous avons introduit deux techniques permettant d’apprendre des langages en présence
de bruit syst́ematique. L’une d’elles se base sur un théor̀eme de ŕeduction. L’autre
utilise l’idée du d́ebruitagèa la voĺee des donńees (d́ebruitage dont la correction n’est
obtenue qu’̀a la limite).

Nous avons aussiétabli le fait que ce processus pouvaitêtre avantageusement accom-
pagńe d’un sur-bruitage des données afin d’acćelérer l’identification.

Il reste de nombreuses questions ouvertes :
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• les questions de complexité n’ont paśet́e abord́ees : il est́evident, par exemple,
que le sur-bruitage ne doit pasêtre explicite car trop côuteux. Des techniques
permettant de le simuler doiventêtre introduites.

• le bruit syst́ematique est une hypothèse forte : un mod̀ele plus ŕealiste pourrait
se baser sur le fait que seule une partie (la majorité ?) des exemples bruités
apparaisse dans la présentation.

• de m̂eme, nous avons choisi ici d’utiliser un débruitage strict : tant que tous les
éléments du bruit́e dex ne sont pas apparus,x est consid́eŕe comme du bruit.
D’autres strat́egies sont envisageables et méritent d’̂etre analyśees.

• les boules sont un premier candidat de langages topologiquement robustes. Mais
d’autres classes de langages, définies par des propriét́es topologiques, peuvent
être autrement plus riches tout en maintenant la robustessenécessaire.
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Annexe

Nous reprenons ici quelques définitions du Manuel de prétopologie et ses applica-
tions (Belmandt, 1993), puis nous définissons un espace prétopologique adaptéà l’étude
deΣ∗ et nous eńetudions les propriét́es dans le cadre du débruitagèa la limite.

Définition 9 (c-dualité)
Notonsc le compĺementaire: soit U un ensemble,∀A ∈ P(U), c(A) = U \ A = Ā.
Deux applicationse et i de P(U) dansP(U) sont c-dualessi et seulement si elles
vérifienti = c ◦ e ◦ c oue = c ◦ i ◦ c.

Définition 10 (Espace pŕetopologique)
(U, i, e) définit unespace pŕetopologique, si et seulement si :

1. i ete sont c-duales,

2. i(U) = U , (oue(∅) = ∅)

3. ∀L ∈ P(U), i(L) ⊂ L (ouL ⊂ e(L)).

La notion de topologie est donc un cas particulier de prétopologie. C’est un espace
prétopologique tel que∀A,B ∈ P(U), e(A ∪ B) = e(A) ∪ e(B) et e(e(A)) =
e(A). Avec les outils de la prétopologie, nous pouvons donc modéliser des proces-
sus d’extensionL = e0(L) ⊂ e(L) ⊂ e[e(L)] ⊂ . . . ⊂ en(L) ⊂ . . . ⊂ U et d’érosion
L = i0(L) ⊃ i(L) ⊃ i[i(L)] ⊃ . . . ⊃ in(L) ⊃ . . . ⊃ ∅, ce qui n’est pas le cas en
topologieà cause de l’idempotence des applicationse et i.

Définition 11 (Ensembles ferḿes et ouverts)
Soit (U, i, e) un espace prétopologique.K est unensemble ferḿe deU si et seulement
si e(K) = K etL est unensemble ouvertdeU si et seulement sii(L) = L. Une classe
de langagesL est ferméesi et seulement si∀L ∈ L, L est un ensemble ferḿe et est
ouvertesi et seulement si∀L ∈ L, L est un ensemble ouvert.

Après ces rappels sur les prétopologies, nous allons pouvoir définir des fonctionsi et e
grâce auxquelles nous construirons des espaces prétopologiques adaptésà notreétude.
Nous rappelons pour cela que la distance utilisée (et notamment pour la fonction de
bruit N ) est la distance d’édition.

Définition 12 (Int érieur et extérieur)
NotonsI(L) l’int érieurdeL : I(L) = {w ∈ Σ∗ : N1({w}) ⊆ L} et E(L) l’extérieur
deL : E(L) = {w ∈ Σ∗ : N1({w}) ∩ L 6= ∅}.

Nous appelons lek-intérieur deL la fonction d́efinie par

I0(L) = L,∀k ∈ N Ik(L) = I[Ik−1(L)]

et lek-ext́erieur deL la fonction d́efinie par

E0(L) = L,∀k ∈ N Ek(L) = E[Ek−1(L)].

On peut alors montrer par récurrence queIk(L) = {w ∈ Σ∗ : Nk({w}) ⊆ L} et
Ek(L) = {w ∈ Σ∗ : Nk({w}) ∩ L 6= ∅}.
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Ces notions ne sont pas sans rappeller celles des Rough Sets (Pawlak, 1990) utiliśes no-
tamment par Satoshi Kobayashi et Takashi Yokomori (Kobayashi & Yokomori, 1995),
les lower approximationet upper approximationd’un ensemble, avec lesquelles elles
partagent un grand nombre de propriét́es sur les intersections et les unions.

L’intuition voudrait que l’on prennei = Ik et e = Ek comme fonction d’int́erieur et
d’extérieur. Cependant, définies comme ceci, l’extension et l’érosion sont trop impor-
tantes pour d́egager des ferḿes et ouverts intéressants et non triviaux. Nous allons alors
prendree = Ik ◦Ek et i = Ek ◦ Ik. Nous montrons maintenant que ces deux fonctions
remplissent bien les propriét́es attendues.

Lemme 1
Ik ◦ Ek etEk ◦ Ik sont c-duales dansΣ∗, i.e.,∀L ∈ P(Σ∗), Ik(Ek(L)) = Ek(Ik(L)).

Démonstration:
Ik and Ek sont c-duales :Ik(L) = {w ∈ Σ∗ : Nk({w}) ⊆ L} = {w ∈ Σ∗ :

Nk({w}) ∩ L = ∅} = Ek(L). DoncEk(Ik(L)) = Ik(Ik(L)) = Ik(Ek(L)). ¤

Théorème 7
Ek = (Σ∗, Ek ◦ Ik, Ik ◦ Ek) définit un espace prétopologique, c’est-à-dire v́erifie :

1. Ik ◦ Ek etEk ◦ Ik sont c-duales,

2. Ek(Ik(Σ∗)) = Σ∗,

3. ∀L ∈ P(Σ∗), Ek(Ik(L)) ⊂ L

Démonstration:

1. lemme 1.

2. trivial.

3. x ∈ Ek(Ik(L)) ⇒ Nk({x}) ∩ Ik(L) 6= ∅ ⇒ ∃y ∈ Ik(L) : d(x, y) ≤ k.
d(x, y) ≤ k ⇒ x ∈ Nk({y}) et y ∈ Ik(L) ⇒ Nk({y}) ⊆ L doncx ∈ L et
Ek(Ik(L)) ⊆ L. ¤

La fonctionEk, respectivementIk, ajoute du bruit̀aL, respectivementenl̀eve du bruit.
Nous pouvons alors les utiliser dans notre cadre de débruitagèa la limite. Notons ce-
pendant queEk 6= I−1

k .


