Chapitre 3.

Modeles temporisés de systemes a événements discrets

3.1 Introduction
Ce chapitre est consacré aux modeles temporises des SED.

En genéral, lorsqu’un systeme combine une dynamique classique, résultant de
I’écoulement du temps, avec une dynamique engendrée par les évenements,
cela donne ce qu’on appelle un systeme hybride.

L’instance la plus simple de dynamique induite par le temps combinée avec
une dynamique liée aux événements consiste a adjoindre une ou plusieurs
horloges a un modele non-temporisé de SED, ce qui résulte en un type
particulier de modele hybride appelé modele temporisé.

Dans les systemes hybrides la dynamique induite par le temps est plus
compliquée que celle des horloges. A chaque état discret du systeme est
associé un systeme d’équations difféerentielles décrivant I’évolution des

variables continues d’intérét. Gl Do FED



Dans les modeles de SED temporises, les trajectoires ne sont plus spécifiees
par des sequences d’événements (e;,e,,..) Ou des sequences d’états
(xo, x4, ... ), Mais doivent aussi inclure une forme d’information temporelle.
Ainsi, si t,, k= 1,2, ...,est I'instant ou le keme événement et la transition
d’état associée se produisent (avec t, donne), alors une trajectoire temporisee
d’un SED peut étre décrite par la séquence ((xg, ty), (xq,t1),...). De méme
une séquence temporisée d’événements est de la forme ((eq, t1), (es, t5), ... ).

Nous allons développer des outils d’analyse des modeles temporisés de SED

qui vont nous permettre de répondre a des questions telles que

- « Combien d’événements d’un certain type peuvent se produire dans un
intervalle de temps donné ? »,

- « Est-ce que I’intervalle de temps entre les occurrences de deux
evenements est toujours plus grand qu’une borne inférieure donnée ? », ou

-« Combien de temps le systeme passe-t-il dans un certain état ? »

Les réponses a ces questions sont essentielles lors de 1’analyse du
comportement de nombreuses classes de SED car elles fournissent des mesures
particulierement utiles de la performance des systemes.



Le premier objectif de ce chapitre est de décrire les mecanismes de temporisation
pour les SED. A cette fin, nous allons introduire la notion de structure d’horloges,
qui capturera les contraintes temporelles associées aux occurrences consecutives
de chaque (type d’) événement dans le modele et servira d’entrée au modele non-
temporisé.

On verra qu’en utilisant le mécanisme de structure d’horloges, il est possible
d’enrichir les automates et réseaux de Petri non-temporisés introduits
précédemment pour créer des schémas de modélisation pour les SED incluant le
chronometrage des evénements.

Le second objectif est d’établir le cadre des automates temporises et des réseaux
de Petri temporisés avec des structures d’horloges (Sections 3.2 et 3.3).

Il deviendra clair a la lecture de ce chapitre que toutes les informations requises en
entree des modeles temporisés sont censees étre disponibles, soit sous forme d’une
structure d’horloges, soit sous forme d’intervalles de temps.

Ceci signifie que nous disposons d’un moyen de décrire d’une maniére non-
stochastique quand des évenements sont autorises a se produire dans le futur.

Bien sir, il est irréaliste de s’attendre a ce que ce soit toujours le cas. Un utilisateur

de systeme informatigue n‘annonce pas les travaux qu'il soumettra et leurs dates de
soumission pour la semaine prochaine. De méme quelqu’un ne planifie pas des
jours en avance quand il va placer divers appels téléphoniques. T M Dodbone ST



En bref, pour effectuer des analyses d’utilité pratigue, nous aurons besoin au
bout du compte de faire appel aux modeles probabilistes; ce sera le propos du
chapitre 4.

Nous nous limiterons dans ce chapitre a une description de la temporisation
totalement libre d’aspects stochastiques, notre objectif etant de comprendre ce
qui est fondamental pour 1’évolution dynamique d’un SED lorsque la
temporisation des événements est prise en compte.

3.2 Automates temporisés

Notre modele de départ est un automate ¢ = (X, E, f, T, x,) ou

X est un espace d etats dénombrable,

E est un ensemble denombrable d’événements,

f: XX E — X est une fonction de transition d’état et est genéralement une
fonction partielle sur son domaine,

I': X — 2F est la fonction événements actifs (ou fonction événements possibles),
I'(x) est ’ensemble de tous les événements e pour lesquels f(x, e) est definie et
est appelé [’ensemble d’événements actifs (ou ensemble d’événements possibles),
X, est I’état initial.

T M Dodbome ST



C’est essentiellement I’automate defini au chapitre 2, avec des modifications
mineures

D’une part, les ensembles X et E sont dénombrables (plut6t que juste finis).
D’autre part, toute considération d’états marques est laissee de cotée de la
definition car on ne se préeoccupera pas de problemes de blocage dans ce
chapitre.

3.2.1 Lastructure d’horloges

Afin d’introduire les idees clés du mécanisme de temporisation dont nous
avons besoin, nous considérons tout d’abord le SED le plus simple possible.
Nous progresserons ensuite graduellement avec des cas plus compligués.

Un SED avec un seul événement

Pour ce systeme, E = {a} et I'(x) = {a} pour tout x € X. Une trajectoire sur
la ligne du temps, ou chronogramme, est montrée dans la figure 3.1.

La seéquence d’événements associée a cette trajectoire est notée (eq, ey, ... ),
Oue, =apourtoutk =1,2,..

[’instant associé a la keme occurrence est noté ¢, k = 1, 2, ... |



La longueur de I’intervalle de temps défini par deux occurrences successives
de I’événement est appelée une durée de vie. Ainsi, on définit la kéme durée

de vie de I'’événement selon
V= tk — tk—l’ k = 1,2, (31)

C’est un nombre réel non négatif : v, € R*
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Figure 3.1. Chronogramme d’un SED avec E = {a}.
I M Giteoe SED



L’évolution de ce systeme au cours du temps peut étre décrite comme suit.

A l’instant t;,_, le kéme événement est dit étre activé ou permis, et une durée
de vie v, lui est associée. Une horloge, ou une minuterie, associée a
I’événement est immediatement réglée a la valeur spécifiee par v, et
commence alors a s’égrener jusqu’a 0. Pendant cet intervalle de temps, le
keme événement est dit actif. L’horloge atteint O quand la durée de vie expire,
a 'instant t;, = t,_, + v,. A ce point, I’événement doit se produire. Ceci va
causer une transition d’état. Le processus se repete alors, avec le (k + 1)eme
evenement devenant actif.

Il faut bien comprendre la différence entre un événement devenant actif et se
produisant. L’événement a est actif tant qu’il est possible dans 1’état courant,
c’est-a-dire que a € I'(x). L’événement Se produit effectivement quand son
minuteur atteint 0, et une transition d’état est alors effectuée. Cette distinction
est similaire a celle vue au chapitre 2 entre autoriser une transition et la
franchir dans les réseaux de Petri.

Dans la figure 3.1, I’événement a est en fait actif de facon permanente, mais il
se produit seulement aux instants ¢4, t,, ... Chaque fois qu’il se produit, il est
iImmediatement active a neuf, puisqu’il est toujours autorisé dans cet exemple.



Pour introduire des notations complémentaires, considérons un instant
quelconque t, pas nécessairement associé a 1’occurrence d’un événement.
Supposons que tp_q <t <t,. Alors t divise I'intervalle [t,_q,t;] €n
deux parts (voir figure 3.1) telles que

V=1 —t (3.2)
est appelé 1I’horloge ou la durée de vie résiduelle du keme événement, et

Zpy=1t—1tr (33)
est appelé 1I’a4ge du keme événement. Bien évidemment

V= Zg + Yk (3.4)

Il devrait étre clair qu’un chronogramme de ce SED est entierement
spécifié par la séquence de durées de vie (vq,v,,...). Cette séquence est
aussi appelée la séquence d’horloges de I’événement a.

Un SED avec deux événements actifs en permanence

Les choses deviennent plus intéressantes quand on considere un SED avec
E ={a,b}.

Pour faire simple, on suppose tout d’abord que I'(x) = {a, b} pour tout x €
X, de sorte que les deux événements sont toujours actifs.



Supposons qu’une séquence d’horloges est spécifiee pour chaque événement, c.-
a-d. que sont connues les deux séquences de durées de vies :

Vg = (va,l,va’z, ) et Vy = (vb'l, vblz, )
Débutant a un instant donne t,, la premiere question qui se pose est :

Quel événement se produit ensuite ?
Une réponse raisonnable a cette question est de comparer v, , et v, et de

sélectionner I’événement avec la durée de vie la plus courte.
Ainsi, comme I’illustre la figure 3.2 montrée en partie ci-dessous, si v, 1 < v 1,

a est le premier événement a se produire, a ’instant t; = £ + v, 1.

eq=a e, =Db

a — Vg 1—

b —vpq

_"________

Nous sommes maintenant a I’instant t; et pouvons demander a nouveau :

Quel évenement se produit ensuite ?
Comme b est déja actif, sa valeur d’horloge est donnée par y, ; = v, 1 — Vg 1.

D’autre part a est aussi actif. M Dol FED



Puisque a vient juste de se produire, sa prochaine occurrence est définie par la
nouvelle duree de vie v, ,, extraite de la séquence d’horloges v, donnée.

On compare maintenant v, , et y;, ; et selectionne le plus petit des deux. Ainsi, si
Vb1 < Vg2, b est le deuxiéme événement a se produire, a I’instant t;, = t; + yy 1,

comme I’1llustre la figure 3.2.

eq=a e, =»b es=>b e, =a

Lo l l

— 0 2 =3 B -
to t, t, ts ts
a —vyq— .
b ;—vb,l >
Q@ — Vg, —
b Eﬁ}’b,1—~5
- a E—Ya,z =
Chronogramme 7
d’un SED avec E = {a, b}, a4 —Yag3 t

les deux événements étant b —Vp3
actifs en permanence. |




Le nouvel évéenement a se produire est toujours celui avec la plus petite valeur
d’horloge. Quand un événement se produit, il est ici immédiatement active
derechef, et son horloge est réinitialisée a la valeur de durée de vie suivante dans
la sequence d’horloges associée.

Le mécanisme pour sélectionner le « nouvel événement » a chaque instant est
donc basé sur la comparaison des valeurs d’horloges et la sélection de la plus
petite. Si un événement vient de se produire, alors sa minuterie est réglée sur une
nouvelle valeur fournie par sa séquence de durées de vie.

Un SED avec deux événements actifs par intermittence

Notre schéma de modélisation ne serait pas tres intéressant si aucun événement ne

pouvait jamais étre rendu inactif.

Supposons que dans le SED précédent, I'(x) = {a, b} pour certains x € X, et

I'(x) = {b} pour tous les autres x € X. Si pour x,, état initial donné, I'(xy) =

{a, b}, alors, comme précédemment, le premier événement a se produire est a :
eq=a e, =b
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Supposons maintenant que le nouvel état, x,, est tel que I'(x;) = {b}. Dans ce
cas, le seul événement restant possible est b, et il n’y a donc pas besoin de
comparaison avec aucune autre valeur d’horloge, cf. la portion de la figure 3.3

ci-dessous.

eq=a e, =Db

a ;— Vg 1—>

b —vpq

y__

b —Yp1—
Ensuite, quand b se produit a I’instant t,, il cause une transition dans 1’état x..

Supposons qu’a nouveau a et b sont tous deux possibles. Dans ce cas, les deux
evenements sont actives. Comparant leurs valeurs d’horloges (les nouvelles
durées de vies qui leur sont affectées a ce point), on trouve vy, ,< v, ,, aussi est-
ce I’événement b qui se produit ensuite (cf. la partie de la figure 3.3 donnée

page suivante).
T M Dot ST
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Supposons maintenant que le nouvel état, x5, est tel que I'(x3) = {b}.
Puisque a n’est plus possible, il est désactive. Son horloge n’importe plus
pour déterminer 1’événement suivant, et est donc ignorée.

b —Vp3

v

Finalement, a I’instant t,, advient b, forcant une transition vers un nouvel
etat x,. Et, supposant I'(x,) = {a, b}, les deux événements sont actives

encore une fois.
T M Dot ST



On remarque qu’une durée de vie entierement nouvelle, v,3, est
selectionnee pour I’événement a, puisque v, , a €té mis de coté lorsque a a
eté désactivé a l’instant ts.

e =a €2=b 63=b 64:b

et N

a —7Vgq > >
b —Vpr—sr
b = Up,3 >
Figure 3.3. Chronogramme d’un SED avec E = {a, b} a b —v,3—
et a impossible dans certains etats. Ici, a n’est pas possible dans b — Vp 4—

les états x; et x3. A t;, a n’est pas réactivé apres qu’il se soit produit.
A t3, a est explicitement désactivé quand b se produit. La valeur
d’horloge de a a ce point est mise au rebus. Quand a est réactivé a
t4, une nouvelle durée de vie est affectée a son horloge.



Ainsi, en général, le mécanisme pour sélectionner « I’événement suivant » a tout

instant est basé sur trois regles simples :

Regle 1. Pour determiner 1’événement suivant, comparer les valeurs d’horloges de

tous les événements possibles dans I’état courant et choisir la plus petite.

Regle 2. Un événement e est activé quand

- e vient juste de se produire et il demeure possible dans le nouvel état (cf. par
exemple, I’événement b a I’instant t, dans la figure 3.3), ou

- un événement différent s’est produit alors que e n’était pas possible, causant une
transition vers un nouvel état ou e est possible (cf. I’événement a quand b se
produit a I’instant t, dans la figure 3.3).

Regle 3. Un évenement e est désactivé quand un événement différent se produit

causant une transition vers un nouvel état ou e n’est pas possible (cf. I’événement

a quand b se produit a I’instant t5 dans la figure 3.3).

Activer un événement est équivalent a régler son horloge a une nouvelle valeur de
durée de vie extraite de la séquence (de valeurs) d’horloges qui lui est associée. Si
un événement est desactive, sa valeur d’horloge a ce moment est abandonnee.
Observons finalement que la détermination de 1’événement suivant requiert

(a) la connaissance de I’état courant x;, de sorte que I'(x) puisse étre évalué, et

(b) la connaissance de toutes les valeurs d’horloges courantes y; ., avec i € I'(xy,).



Cette discussion, qui sera formalisée dans la prochaine section, fournit les
principes fondamentaux pour le mécanisme de temporisation d’événements que
nous utiliserons. La nouvelle notion que nous avons introduite ici, et qui sert a
définir un modele temporisé d’un SED, est une structure d’horloges :

Définition : La structure d’horloges (ou structure de durées de vies) associee
a un ensemble d’événements E est un ensemble
V = {Vi: [ E E}
de sequences d’horloges (ou de durées de vies)
V;= (vill,vilz, ), I € E, Ui’ke [R-I_, k = 1, 2,

La structure d’horloges sera considérée comme 1’entrée d’un SED.

Le mécanisme de temporisation traduit alors cette information en une séquence
effective d’événements qui dirige I’automate d’état sous-jacent.

On supposera que V est completement spécifiée a I’avance.

Dans certains cas, une duree de vie v;, peut en fait devoir étre transformee en
fonction de I’état courant avant d’étre affectée a 1’horloge de I’événement i,
mais ceci ne fait qu’ajouter des complications techniques qui n’affectent pas les
principes des modeles.



Un autre concept utile est celui de compte d’événements :

Définition : Le compte, N;,, d’un événement i € E apres la keme transition
d’état sur une trajectoire donnée est le nombre de fois que i a été activé dans
I’intervalle [t,, ty].

Par exemple, dans la figure 3.2 les comptes sont initialises a N, o = Npo =
1, puisque les deux événements sont activés a I’instant t,. A I’instant t; on a
Na,]_ — 2 et Nb,l — 1 A l’inStant tz ona Na’z - Nb,z — 2

Ainsi, a chagque occurrence d’un événement, nous devons vérifier quelles sont les
nouvelles activations et incrementer de 1 les comptes d’événements
correspondants. Le compte de 1’événement i Sert de pointeur a sa sequence
d’horloges v;, qui spécifie la prochaine duree de vie a affecter a son horloge quand
i est active.

3.2.2 Dynamique temporelle des événements

Nous considérons un automate ¢ = (X, E, f, T, x;).
Pour simplifier la présentation nous supposerons que I’ensemble d’événements E

est fini et comprend m éléments.
T M Dodbsme SETD



Nous avons vu gque la dynamique sequentielle du systeme est capturée par
1’équation de transition d’état

Xk+1— f(Xk,ek+1), k = 01 11 (35)
OuU x;, est I’état courant et x,,, est le nouvel état obtenu quand 1’événement
€ +1 Se produit.

Dans ce cadre, une seéquence donnée d’événements (eq, e, ..., €511, )
constitue 1’entrée du systeme. Se rappelant la définition de « 1’état », nous
voyons que la connaissance de cette séquence (d’événements) d’entrée avec
celle de x;, sont suffisantes pour prédire toute 1’évolution future de 1’état au
moyen de (3.5).

Equipons maintenant I’automate G avec une structure d’horloges V = {v;: i =
1,...,m}. Cette structure d’horloges doit étre considérée comme I’entrée de
I’automate. La séquence d’événements (eq, €5, ..., €x+1, ... ) N’est alors plus
donnée. En fait, elle doit étre déterminée en utilisant un mécanisme de
temporisation que nous définirons explicitement.

Nous cherchons donc maintenant une relation de la forme

Crk+1 = h(xk' Vi ey Vm)
afin de remplacer (3.5) par une équation d’état

Xk+1 = f(xk;V1; 'Vm) / v ey
W, Dettsme SO



Ceci semble impliquer que x; demeure la seule variable d’état requise pour
déecrire le comportement dynamique d’un SED. C’est trop demander.

La discussion de la section précédente suggere plutdt que déterminer
I’événement suivant, e,,;, met en jeu un mecanisme de comparaisons
d’horloges et de mises a jour, ainsi que le suivi des comptes d’événements.

Ainsi, notre objectif devient de spécifier le nouvel événement a 1’aide d’un

mécanisme de temporisation interne capturé par une relation de la forme
ert1= h(Xx, Vi, e, Viy, . ) (3.6)

ou « . » représente des variables d’état additionnelles non encore déterminées.

Une fois cette relation totalement spécifiée, (3.5) et (3.6) prises ensemble

décriront la dynamigue de notre systeme.

Nous allons maintenant présenter en détail les mécanismes de temporisation
d’événements décrits de maniere informelle dans la section précédente. Pour
faciliter la lecture, I’index de comptage d’événements k sera omis, et la
notation suivante sera adopteée :

x est1’¢tat courant

e est1’événement le plus récent (causant la transition dans 1’état x)

t estladate de I’événement le plus recent (correspondant a e)



En outre, deux variables sont associéees a chaque événementi € E:

N; est le compte courant de I’événement i, N; € {0, 1, ...}

y; est la valeur courante de I’horloge de I’événement i, y; € R*
Les définitions de N; et y; ont été données informellement plus tot; elles seront
rendues mathématiquement précises dans ce qui suit.

L’état suivant, I’événement suivant, et la date de I1’événement suivant sont
représentés avec la notation prime (*). Ainsi

e’ est I’événement suivant, appelé aussi 1’événement déclencheur;
clairement e’ € I'(x)

t" estladate d’événement suivante (correspondant a I’événement e')

!

x'  est1’état suivant, donné par x’ = f(x,e’)
P

Similairement, on pose :
N; le nouveau compte de I’événement i (aprés I’occurrence de e’)

y; lanouvelle valeur d’horloge de 1’événement i (aprés I’occurrence de e')

Remarque : avec cette notation x correspond a x;, et x" a x4, k =0,1,...et il en
est de méme pour toutes les autres variables définies plus haut.



Etant donné x, notre premiére tiche est de déterminer 1’événement
déclencheur e’. Nous le faisons de la maniére suivante :

Etape 1. Puisque x est connu, on peut évaluer I’ensemble des événements
possibles I'(x).

Etape 2. Une valeur d’horloge y; est associée a chaque événementi € E. On
peut alors déterminer la plus petite valeur d’horloge parmi celles-ci, notée y* :

y'= min iyl 3.7)

Etape 3. Déterminer 1’événement déclencheur, e’, comme la valeur de i dans
(3.7) qui définit y*. On I’exprime selon
e’ = arg min {y;} (3.8)
i €r'(x)

Etape 4. Avec e’ défini par (3.8), déterminer 1’état suivant :

x'=f(x,e') (3.9)

Etape 5. Avec y* défini par (3.7), déterminer la date d’événement suivante :
t'=t+y” (3.10)



Le processus se réepete alors avec x', e’, et t’ spécifiés. L’étape 2, cependant, requiert
les nouvelles valeurs d’horloge y;. |l faut donc encore au moins une autre étape :

Etape 6. Déterminer les nouvelles valeurs d’horloges pour tous les nouveaux
événements possiblesi € I'(x') :

_ yi—y' sii#e'eti€ I'(x) , ,

yi_ vi,Nl._|_1 Sl I = e’ ou i & F(X) L€ ['(X) (311)

Pour expliquer les deux cas dans (3.11), on observe que :

(@) Le premier cas couvre tous les evénements qui demeurent actifs dans 1’état
suivant x’ a I’exception de I’événement déclencheur. Leurs valeurs d’horloge
sont diminuées de y* (la quantité de temps écoulée depuis I’occurrence de e).

(b) Le second cas traite 1’événement déclencheur e’ et tous les événements qui
étaient inactifs dans 1’état x, mais sont activés dans 1’état suivant x’ (c’est la
Regle 2 de la section précédente). Tous ces événements requierent une nouvelle
durée de vie, qui est la suivante disponible dans la séquence d’horloges associée.
Pour 1I’événement i, les N; premieres durees de vie ont déja été utilisées, aussi la
premiere suivante disponible est le (N;+1)-eme élément dans la sequence v;.

(c) On remarque que y; n’est pas défini pour tout i & I'(x"). Ainsi, si i était actif
dans 1’état x et est désactivé quand arrive e’, sa valeur d’horloge est écartée
(Regle 3 de la section précedente). T M Dot ST



Quand le processus se repete, I’étape 6 fait appel a de nouvelles valeurs des comptes,
N; . 1l faut donc une derniére étape :

Etape 7. Déterminer les nouveaux comptes pour tous les nouveaux événements
possibles i € I'(x"):

N:+1 sii=e'oui &TrI(x) .
r__ l !
N;={ N, sinon i€ I'(x") (3.12)
Ici, le compte de I’événement i est incrémenté de 1 chaque fois que 1’événement est
activé. Cela arrive quand i € I'(x") et i est, soit I’événement déclencheur, soit un
événement activé lors de I’entrée dans le nouvel état x'. Cette condition est
identique au second cas de (3.11). La plus petite valeur d’horloge d’événement, y™,
déterminée au moyen de (3.7), spécifie aussi la longueur de I’intervalle de temps
defini par deux évenements successifs. Ainsi on appellera y* la durée entre

événements.

Remarque : Il se pourrait que y; = y; pour deux évenements distincts i,j € I'(x).
Pour résoudre ce conflit, nous devons imposer des regles de priorité sur ’ensemble
d’événements E, c.-a-d., si deux evenements se produisent simultanément, lequel
doit étre considere comme affectant 1’état en premier ? Si ce n’est pas spécifié
autrement, on supposera que les événements sont classés par priorite, c.-a-d.,
I’événement i a une priorité supérieure a tout événement j > i. T M Doloore ST



Nous pouvons maintenant donner une deéfinition formelle d’un automate
temporise.

Définition : Un automate temporise, G, est un sextuplet

Gi= (X,E,f,I',x,,V)
ouV = {v;: i € E} estune structure d’horloges et (X, E, f, T, x,) est un automate.
L’automate fournit une séquence d’états x'= f(x,e’) généerée par une séguence
d’événements (eq, e,, ...) selon

e’ = arg min iy}

avec les valeurs d’horloges y;, i € E, définies par
yi—y" sii#e'eti€ I'(x)

yiz{vi,N#l sii=e'oui ¢TI i€ I'(x)
ou la durée entre événements y* est définie selon
y'= min iy}
et les comptes d’événements N;, i € E, sont définis par
Ni,:{Ni+1 sii=e'oui ¢rI) e I(x)

N; sinon
De plus, les conditions initiales sont : y; = v; ; et N; = 1 pour tout i € I'(x,).
Si i & I'(xy), alors y; n’est pas défini et N; = 0.



3.2.3. Un modele d’espace d’état

Notre objectif est ici de mettre 1’accent sur le fait que la définition d’un automate

temporisé est essentiellement la description d’un modele d’espace d’état pour un

systeme dynamique.

Commencant avec le mécanisme de transition d’état d’automate décrit par (3.9) :
x'= f(x,e’)

on voit que I’on a besoin de spécifier e’ a 1’aide de (3.8) :

e’ =arg min iy}

Comme y; est defini au moyen de 1’équation recursive (3.11), nous devons
I’adopter comme une variable d’état de notre modele. En outre, (3.11) dépend de
N;, qui est aussi défini recursivement selon (3.12), et est donc une variable d’état.
On reconnait a ce point un modele d’espace d’état complet ou x, y4, ..., ¥in, Ny, ...,
N,,, sont les variables d’état et vy, ..., v,,, sont les séquences d’entrée du systeme.
Pour obtenir une description plus compacte du modele, définissons :

f*(-) + lafonction « état suivant » dans (3.9)

fl.y () : laiéme fonction « valeur d’horloge suivante » dans (3.11),i € I'(x’)

fN(): laiéme fonction « valeur de compte suivante » dans (3.12),i € I'(x")
et notons y et N les vecteurs d’horloges et comptes courants

Y = 1, s Yl N =[Ny, ..., N F M Dot D



Les variables d’état Ny, ..., N,,, sont seulement utilisées pour se mettre a jour elles-
mémes et aider a compter les occurrences d’événements. Elles n’affectent pas
I’état x de I’automate ni les valeurs d’horloges y4, ..., Y-

Quoigue nous les gardions encore ici en tant que part de notre description, nous
verrons plus tard qu’elles sont souvent superflues.

Nous pouvons maintenant écrire les equations d’état pour notre modele selon :

x'=f*(x,y,N,vq, ..., V) (3.13)
y,= fy(x; y; N; Vl; ;Vm) (314)
N'=fN(x,y,N,vy, ..., v,,,) (3.15)

Le modele est résumé dans la figure 3.4.

x'=f*(x,y,N,vq, ..., V;p,)

y,= fy(x, y, N, V1, ...,Vm) _’((31, tl)l (82, tz), )
N'=fN(x,y,N,vy, ..., v,,,)

\ 4

Vi, = (U1,1» V1,2, )

\ 4

Vin = (vm,l» Um,2, )

Figure 3.4. Modele d’état temporisé d’un SED : Les trois équations d’état sont
donneées par (3.9), (3.11) et (3.12), et le temps est mis a jour selon t' =t + y*
ou y* est donné par (3.7).



L’entrée consiste en la structure d’horloges V = {v;: i = 1, ..., m}. La sortie est
vue comme une séquence d’événements temporises, qui définit la trajectoire dans
le temps, ou le chronogramme, du SED.

Bien que la variable « temps », mise a jour avec (3.10), ne soit pas une part
essentielle de la dynamique du modele, elle est néanmoins pratique pour définire
la sequence de sortie ((eq, tq), (€5, t5), ...).

Les conditions initiales pour le modele sont comme spécifié dans la définition
d’un automate temporisé dans la section précédente. L’état initial x, étant donne,
on fixe N; o = 1 pour tous les evénements i € I'(x,), actifs initialement, et N; , =
0 pour tout i & I'(xy). On fixe aussi y; o = v; 1 pour touti € I'(x,), ¥; o n’est pas
défini pour tout i & I'(x,).

Remarque : D’un point de vue strict, 1’état du systeme se compose des variables
(x, V1, e, Vm, Ny, ..., N).  Toutes ces variables, accompagnées de la structure
d’horloges V, sont nécessaires pour prédire le comportement futur du SED.
D’autre part, nous avons aussi parlé d’ « état » au sujet de x, alors que x pris par
lui-méme ne décrit que partiellement le SED.

[’etat x de I"automate sous-jacent est parfois appelé I’état physique ou 1’état
externe du systeme, en contraste avec les variables (y;, ..., ¥m, Nq, ..., Nyy), qui en

constituent 1’etat interne. Sl Todirne D



Quand il est nécessaire de bien faire la distinction, nous appellerons x 1’état du
processus et (x, y1, ..., ¥m, Ny, ..., Ny,,) I’état du systeme.
En pratique on dira juste « état » pour x tout en gardant a I’esprit que 1’état du
systeme correct mathematiquement est defini par 1’état x du processus accompagné
des vecteurs de valeurs d’horloges et de comptes y et N.

Un modele d’espace d’état alternatif utilise les ages des évenements z;,i = 1, ..., m,
au lieu des horloges y;,i = 1,...,m. Ce modele s’obtient facilement en utilisant
(3.4). L’équation d’état (3.11) est remplacee par

, (zi+y* sii#e'eti€ I'(x) _ ,
L {O sii=e'oui &rIkx) L€ I(x) (3.16)
ou
y'= min {(viv; — %)} (3.17)
e = argirenrl(rjlc){(vi,,\,i — zl-)} (3.18)

et les équations d’état restantes (3.9) et (3.12) sont inchangeées.

Dans (3.16), 1’4ge de tous les événements restant actifs dans le nouvel état x’ est
augmenté, a I’exception de 1’événement déclencheur e’,et 1’age de tous les
evenements nouvellement activés est fixé a 0, incluant I’événement declencheur, a
condition que e’ € I'(x').



Les conditions initiales pour ce modele sont aussi facilement spécifiées une fois que
X, €est donne.

Comme precédemment, on fixe N; , = 1 pour tous les evenements actifs initialement
i €TI'(xg), et N;q=0 pourtouti & I'(xy). On fixe de plus z;, = 0 pour tout i €
I'(xq), et z; o n’est pas défini pour tout i & I'(x).

La complexité notationnelle du modele d’espace d’état est principalement due a la
nature discontinue des équations d’état pour les horloges et les comptes. Cependant,
le modele reflete un modele intuitif simple pour générer des chronogrammes de
SED, comme decrit initialement dans la section 3.2.1.

Laissant de coté la question de sa représentation mathématique, on observe que la
génération effective de la trajectoire dans le temps s’appuiec sur de simples
comparaisons de nombres réels (pour déterminer la valeur d’horloge la plus petite, et
donc I’événement déclencheur), et de ID’arithmétique élémentaire (additions et
soustractions) pour mettre a jour horloges et comptes d’événements.

Exemple 3.1

On considére un automate avec E = {a,b} et X ={0,1,2}. Un diagramme de
transition d’état est donné dans la figure 3.5. On voit que I'(0) = I'(2) = {a, b},
tandis que I'(1) = {a}.

On suppose que I’¢état initial est xo = 0 a ty, = 0. Gl Dodore T
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Figure 3.5. Diagramme de transition d’état
pour I’automate temporisé de I’exemple 3.1

Une structure d’horloges est fournie comme suit (seules quelques durées de vies sont
montrées) :
v,= (1, 1,5,1,5, ..), v, = (2, 0,5,1,5, ...),

La trajectoire de ce SED temporisé pour les quatre premieres occurrences
d’événements est montrée dans la figure 3.6.
Initialement, les deux evenements sont actifs et leurs valeurs d’horloges et de
comptes sont

Ya,0= Vg1 =1, Vb0 = Vp1 = 2

Na,(): 1, Nb,O — 1



On peut maintenant déterminer la trajectoire entiere par inspection, ce qui montre la
facilite de reconstruction et d’application des équations du modele, (3.7) a (3.12).
D’abord,
Yo =min {y;0,Yp0} = Va0 = €1 =4a
Donc, au vu du diagramme de transition d’état, 1’état suivant est
x; = f*0,a) =1
Aussi, la date de I’événement est simplement donnée par t; = yy = 1.

61—a

o b
0 1 2
a'i—}’a,o—”::
b'E—YD,O >

Répétons le processus avec I'(1) = {a}.
On remargue que dans cet état la valeur d’horloge de b n’est plus pertinente.
Puisque a était I’événement declencheur, il est activée a nouveau avec un compte
incrémente de 1. Sa nouvelle valeur de I’horloge est
ya,l — va,Z — 1;5
TN Dot ST
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Evidemment, I’événement déclencheur est e, = a. Donc 1’état suivant est

x; = f*(1,a) =2
et le temps avance jusqu’a t, = t; + y; = 2,5.
Ensuite, ona I'(2) = {a, b}, et les deux événements sont activés de nouveau.
Leurs comptes sont aussi incrementes. Ainsi, on assigne

Ya2= Va3 =15 Yp2=vp2 =05
et on obtient
Yo =min {Yg2,Yp2} = Yp2 = €3=Db

Donc, 1’état suivant est

x3 = f*(2,b) =0



e =a e, =ae3=0>b
[ O | 1 | ¥ 2 ¥
0 1 2 2,5 3
T — ]
b—Yb,0 : >
a Ya,1 >
a—)’azl
bl——b:
Vb2

La date de ’événement est t3 = t, +y, = 2,5+ yp, = 3.

La derniere transition montrée dans la figure 3.6 survient dans 1’état O.
L’événement a est encore actif, alors que b était I’événement deéclencheur. Seul

le compte de b est incréemente.

On met a jour les valeurs d’horloges de sorte que

et on obtient

Ya3 = Ya,2

*x . —_ —_
Yo =min {y,3,Yp3} = Ve3> €4 =24a

—y; =1,

Yb3 = Up3 = 1,5



e =a
| O | 1
0 1
P p—
b—"Yb,0 :
a Yai

2,5 3 4

Cl"—YaZ A'

bl——blf !
Yb,2

a YaS_"

b‘_be

Figure 3.6. Chronogramme pour I’exemple 3.1

[’état suivant est

x, = f*(0,a) =1
La date de ’événement est t, = t3 +y3 =3 + y,3 = 4.



Exemple 3.1

Beaucoup des processus qui nous intéressent consistent en une variété de
taches a effectuer sequentiellement ou en parallele ou avec une combinaison
de ces deux modes. Chaque tache réclame une certaine quantité de temps
pour étre executée, ce que nous pouvons modeéliser par différentes durées de
vies. Il en est ainsi lorsqu’on execute un algorithme sur un ordinateur ou lors
de la manufacture d’un produit.

La figure 3.7, en partie ci-dessous, représente un processus composé de deux
taches en sequence, T; et T,, qui peuvent étre exécutées en parallele avec une
troisieme tache T3;. On peut supposer que ces taches sont executées sur deux
processeurs en parallele. Les résultats de T, et T; doivent alors étre
combinés avant que T, ne débute, sur un seul processeur.

T M Ditisme SED



On peut décrire ce processus au moyen d’un automate dont le diagramme de
transition d’état est aussi montré dans la figure 3.7.

Figure 3.7. Graphe de précédence pour I’exemple 3.2
et diagramme de transition d’état

Quatre événements font avancer le processus : E = {a;,i = 1,...,4},0U aq;
symbolise ’achévement de la tache i. L’espace d’état X comporte sept états :
L’état (1, 3) indique que T; et T; sont en train d’étre exécutées.
Similairement pour I’état (2, 3). D’autre part, (1, A) indique que T; est en
cours alors que T; est « achevee ». ldem avec T, pour (2, A). L’état (A, 3)
indique que T3 est en cours tandis que la séquence de taches T, T, est
achevee. Enfin, I’état 4 indique que T, est en train d’étre executee, et I’état
F que le processus est fini. 1l est clair que I’événement a; est possible

seulement lors de I’exécution de la tache i . |



Dans cet exemple, chaque trajectoire commence a I’état (1, 3) et se termine
avec I’état F. Chaque événement ne peut arriver qu’une seule fois, aussi la
structure d’horloges se réduit a un ensemble de quatre nombres, un pour
chaque durée de vie d’événement.

Une trajectoire typique est représentée dans la figure 3.8.

31Ta1 ezTaz esTas e4Ta4
@3 T @23) Y (43) 1 - F
t:o t1 tz t3 t.4
a;. : :
asz l i >
I a2i :
as E E >
as :L —
| a4§ —

Figure 3.8. Un chronogramme typique pour le processus de I’exemple 3.2

L’intervalle de temps [t,,t3] représente un délai de synchronisation pour
pouvoir debuter T,, qui exige que les résultats de T, et T soient disponibles.



[l est important d’observer que I’automate (X, E,f,I',x,) et la structure
d’horloges V = {v;: i € E} sont distinctement séparées. Cela signifie que
(X,E,f,I',x;) est simplement un systeme ayant besoin d’une séquence
d’événements pour 1’actionner, et V est juste un ensemble de séquences
générées indépendamment.

Ainsi, V pourrait étre utilisée comme entrée pour des automates temporises
differents (dans la mesure ou leurs ensembles d’événements sont identiques).

La connexion entre I’automate et sa structure d’horloges se manifeste

uniquement au travers de I’ensemble des evénements possibles I'(x). Ceci

est evident dans les équations d’état (3.11) et (3.12), ou x apparait seulement

a travers I' (x).

Ainsi, le mécanisme de temporisation est capturé par une relation de la forme
e’= h(y,N,I'(x))

ou y et N peuvent étre consideréees comme des variables d’état auxiliaires,

requises pour mettre a jour I’automate d’état selon

x'= f*(x,e')



3.2.4. Systemes de files d’attentes comme automates temporises

Nous avons déja développé au chapitre 2 un modele sous forme d’automate pour
une simple station de service de base. Le modele est le suivant :

E={ad}, X={01,2..}

I'(x) ={a,d}pourtoutx >0, r(0) = {a} (3.19)
' x+1 sie' =a
f(x'e)_{x—l sie'=detx>0

OU a est un evénement d’arrivée d’un client, et d un événement de depart d’un
client. L’état x de I’automate représente la longueur de la file d’attente (incluant
un client en train d’étre servi). Notons que f(x,e’) n’est pas défini pour x = 0,
e’ = d,puisque d & I'(0).

Etant donnée une structure d’horloges V, 1’événement déclencheur est toujours
obtenu en comparant les valeurs d’horloges des événements a et d, excepté dans
le cas ou x = 0, quand seulement un événement a est possible. Ainsi, on a
e,:{d s.iyd<yaetx>0
a Sinon



Une fois e’ déterminé, les équations d’état pour les horloges et comptes
d’événements (3.11) et (3.12) peuvent Etre écrites comme suit :

: {ya ya  sie'=d

Ya= Va N +1 sinon (3-20)
)= { };C;;df ;ing;l= aetx>0 (3.21)
Na= {1]\\/,2 +’1 sSilnin= ) , (3.22)
N,= {Nd]\}l;l :ilnE)en =aetx=0] oule =detx>1] (3.23)

A cause de la structure spéciale de ce modeéle, il est habituel de représenter les
trajectoires en termes d’évolution de la longueur de la file d’attente au fil du
temps.

Un exemple est présenté dans la figure 3.9 pour les deux séquences d’horloges de
a et d montrées dans la figure. Tous les evénements a causent un saut positif
d’une unité, et tous les événements d causent un saut négatif d’une unite.
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Figure 3.9. Chronogramme d’une station de service de base

La longueur de la file d’attente x(t) s’accroit de 1 avec chaque arrivee
(événement a), et décroit de 1 avec chaque départ (évenement d).

Les activations de a ont lieu avec chaque occurrence de a.

Les activations de d se produisent seulement quand d survient et la file

demeure non-vide, ou quand a arrive alors que la file est vide. |



On observe que le premier évenement d est seulement activé a t;. C’est
parce qu’initialement x = 0 et I'(0) = {a}. Une observation similaire
s’applique au cinquieme événement d a t;4, qui est activé a tq suite a la fin
de I’intervalle de temps avec file vide [tg, to].

A ce point, cela vaut la peine d’insister & nouveau sur les différences entre le
modele animé par les événements — (3.19) a (3.23) — et un modele animeé par
le temps pour le méme systeme de file d’attente.

Observons tout d’abord qu’il est difficile d’établir un modele en temps
continu pour ce systeme basé sur la formulation traditionnelle par équations
differentielles. C’est parce que x(t) est défini sur I’ensemble discret des
entiers non-négatifs, et, par consequent, la dérivée x(t), a proprement parler,
n’existe pas. Nous pouvons cependant établir un modele a temps discret
comme Sulit.

Soit k =1,2,... 'index de temps. La ligne du temps est partitionnée en
tranches 7, 21, ..., k1, ... telles qu’au plus une arrivee et un départ peuvent se
produire dans une tranche (de longueur 7). Ainsi nous pouvons definir une
séquence d’entrée a(k) telle que, pourk = 1,2, ...:

a(k) = {1 si une arrivée se produit dans la keme tranche de temps

0 sinon



Alors, 1’équation d’état pour x(t) est de la forme

( x(k) +1 si a(k) =1 etaucun départ ne se produit

dans la kéme tranche de temps

x(k+1)=< x(k)—1 si a(k) =0 etun départ se produit

dans la kéme tranche de temps

. x(k) sinon

ou la condition « départ se produit dans la keme tranche de temps » nécessite
un analogue de I’état d’horloge y,; dans (3.21). Etablir cet analogue
comporte des détails fastidieux que nous omettons, car ce que nous voulons
souligner ici est différent.

Specifiquement, ce modele animé par le temps impose que x(k) ne change
pas si aucun evenement ne se produit dans la kéme tranche. Si les tranches
sont choisies telles que leurs longueurs sont petites, la plupart des tranches ne
contiendront probablement pas d’événement. Ce modele est potentiellement
inefficace, puisque le temps est fréquemment mis a jour alors qu’aucun
changement n’a lieu dans 1’état du systeme.

En outre, a(k) représente une approximation de la vraie séquence d’horloges
des arrivées, v,. Ainsi, on peut vouloir utiliser une tres petite valeur de t afin
de satisfaire 1’exigence qu’il n’y ait pas deux arrivees dans une méme
tranche. Mais, alors que cela améliore I’approximation, cela amplifie
I’inefficacité mentionnée plus haut.




3.2.5. Le schéma d’ordonnancement d’événements

Cette section décrit une variante du modele d’automate resumé dans la figure 3.4,
qui a I’avantage d’étre plus simple a programmer. En fait elle constitue la pierre
angulaire de la simulation sur ordinateur des systemes a evenements discrets.

Nous faisons la modification suivante. Chaque fois qu’un événement i est activé a
une date t,, avec un compte N;, on planifie que son occurrence suivante est a la date
(tn + vin,+1). Ainsi, plutot que de suivre et mettre a jour les valeurs d’horloges y;,

on maintient une liste d’événements ordonnances

L={(ety)} k=1,2,..,m,
ou m; = m est le nombre d’événements possibles dans I’état courant. De plus, la
liste d’événements ordonnances est triée dans 1’ordre des dates d’ordonnancement
croissantes. Ceci impligue que le premier événement dans la liste, e, est toujours
I’événement declencheur.

Ce schéma d’« ordonnancement d’événements » répond simplement a la question du
choix d’une mise en forme des données adaptée a la genération du chronogramme
d’un SED. Alors que cette variante n’est pas nouvelle conceptuellement par rapport
au modele de la figure 3.4, la liste d’événements ordonnances (aussi appeléee le
calendrier des événements) aide a capturer I’essence du mecanisme de temporisation
des evénements central a notre discussion. T M Dot ST



initialise
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x' calendrier des t'
— événements

mise a jour du temps
t' =t

mise a jour de D_ e, t; —
x' = f(x, e
£(x,e1) ——

Le calendrier des événements contient tous les événements possibles dans
[’etat courant, tries selon [’ordre des dates d ordonnancement croissantes.
L’événement suivant est toujours e; et se produit a la date ¢;.

Il cause des mises a jour de /’état et du temps. (suite page suivante)

Figure 3.10. Le schéma d’ordonnancement d’événements
(la figure complete est donnée page suivante)



!/

X

Alors, basé sur la mouvelle valeur .
[’état, des évenements SO
désactives.

de
actives et d’autres

etat
X
x' calendrier des
— —— evenements
mise a jour de 1’état - PR—
— t1 1
x' = f(x, e)
e Ly

nt
supprime

» impossibles
(ex, tk)

ajoute nouveaux possibles

\ 4

structure
d’horloges

T nouvelle durée de vie, v,

] (er, t’ + vg)
et réordonne

mise a jour du temps

t' =t

t’

Les évenements qui sont actiyés sont entres dans le calendrier des

evenements avec leurs dates calculees d’occurrence,

en maintenant [’ordre correct de tri.



Le schéma d’ordonnancement des évenements doit étre compris comme une
procédure pour genérer des trajectoires dans le temps basées sur le modele
présenté plus haut et prenant en entrée une structure d’horloges. C’est
Illustré dans la figure 3.10.

L’etat est initialisé a une valeur donnée x,, et le temps initial est d’habitude
fixé a 0.

La structure d’horloge est ’ensemble des séquences d’horloges, une pour
chaque événement.

La liste des événements ordonnancés est initialisée de sorte a contenir tous
les événements possibles dans 1’état x, avec des dates d’occurrence fournies
par les séquences d’horloges appropriées. Elle est aussi triee dans 1’ordre
croissant des dates.

La procédure est essentiellement identique aux 7 étapes décrites dans la
section 3.2.2. Spécifiqguement :

Etape 1. Enlever le premier élément (e, t;) de la liste des événements
ordonnancés.

Etape 2. Mettre a jour le temps a la nouvelle date d’événement t;. M Drdome T



Etape 3. Mettre a jour 1’état selon la fonction de transition d’état :

x'= f(x,e).

Etape 4. Supprimer de la liste des événements ordonnancés les éléments
correspondant aux évenements impossibles dans le nouvel état, c’est-a-dire
supprimer tous les (e, tx) € L tels que e, & I'(x).

Etape 5. Ajouter a la liste des événements ordonnancés tout événement
possible qui n’est pas déja ordonnancé (incluant potentiellement 1’événement
déclencheur enlevé a I’étape 1). La date calculée d’occurrence pour un tel
evenement i est obtenue en additionnant au temps courant une nouvelle duréee
de vie prise dans la ieme sequence de la structure d’horloges.

Etape 6. Réordonner la liste des événements ordonnancés dans I’ordre des
dates d’ordonnancement croissantes.

La procédure est alors répétée a partir de I’étape 1 avec la nouvelle liste
ordonnee.



3.3 Réseaux de Petri temporisés

Les réseaux de Petri fournissent un cadre genéral pour construire des modeles non-
temporisés de systemes a evenements discrets. Ce cadre peut étre étendu aux
modeles temporisés en equipant un réseau de Petri avec une structure d’horloges et
en le transformant ainsi en réseau de Petri temporise.

Les automates temporisés peuvent étre obtenus a partir des reseaux de Petri
temporisés. Les observations faites au chapitre 2 lors de la discussion des mérites
relatifs des réseaux de Petri et des automates continuent de s’appliquer aux
versions temporisées de ces deux classes de modeles.

Nous considérons un réseau de Petri marqué (P, T,A,w, x), ou
P est un ensemble de places (conditions requises pour autoriser les divers
evenements),
- T est un ensemble de transitions (événements),
- A contient tous les arcs (p;, t;) tels que p; est une place d’entrée de t;, et
(tj, p;) tels que p; est une place de sortie de ¢;,
- w(p;, t;) et w(t;, p;) sont les poids affectes a (p;, t;) et (¢, p;),
- x est la fonction de marquage du réseau de Petri, ou un margquage représente le
nombre de jetons présents dans chaque place du réseau.



Introduisons maintenant une structure d’horloges similaire a celle définie pour les
automates. La difference est qu’une séquence d’horloges v; est maintenant

associée a une transition ;.

Quand une transition t; est permise, il se peut qu’elle ne soit pas immédiatement
franchie, mais qu’elle accuse un retard au franchissement. Pendant cette dureée,
les jetons demeurent dans les places d’entrée de ¢;. Le retard au franchissement
lorsque la transition ¢; est autorisée pour la keme fois, est un nombre reel positif

Noté v; .

Certaines transitions peuvent ne pas avoir de retard au franchissement : des
transitions peuvent étre systématiquement franchies aussitét que permises.

Ainsi T est partitionné en deux sous-ensembles T, et Ty, telsque T = T, U Tp.

- T, est I’ensemble des transitions sans jamais de retard au franchissement, et

- Ty est ’ensemble des transitions ayant en genéral un retard au franchissement.
Ces dernieres sont appelées transitions temporisées.

Définition : La structure d’horloges associée a un ensemble de transitions
temporisées T € T d’un réseau de Petri marqué (P, T, A, w, x) est un ensemble
V = {v;: t; € Tr} de sequences d’horloges (ou seéquences de durees de vies)

vi= (Vi4,Vis, ...), t;ETp v:.€RY, k=1,2,..
1= Wi Vja ) GETR Uik Tl Gidboe ST



Graphiquement, les transitions sans retard au franchissement continuent d’étre
représentées par des barres, tandis que les transitions temporisées sont
représentées par des rectangles. La séquence d’horloges associée a une transition
temporisée est normalement indiquée a coté du rectangle.

Définition : Un réseau de Petri temporisé (P, T,A,w, x,V) est un sextuplet, ou
(P,T,A,w,x) est un réseau de Petri marque, et V = {v;: t; € Tg} est une
structure d’horloges.

Remarque : Il faut bien faire la distinction entre autoriser une transition et la
franchir. Une transition temporisée est autorisée des que ses places d’entrée ont le
nombre de jetons nécessaire, mais elle sera franchie apres un retard fourni par un
elément de sa sequence d’horloges.

Exemple 3.3

Retournons au processus de I’exemple 3.2, ou une seéquence de deux taches T; et
T, est executée en parallele avec un troisieme tache T3, et ensuite une quatrieme
tache T, est exécutée qui combine les résultats de T, et T53. Un modele de réseau
de Petri est montré dans la figure 3.11. Les transitions temporisées t, ..., t4
correspondent aux événements de fin de taches et sont représentées par les

rectangles accompagneés des retards au franchissement associés vy, ..., v,. |



Quand la tache 2 est terminée, un jeton est ajouté a la place p.5 (indiquant que
T, est finie, alors que T3 peut toujours étre en cours). Il en va de méme pour la
tache 3 et la place p,.. Ainsi la transition t,; est autorisée quand les taches 2
et 3 sont toutes deux achevees (une variante aurait eté que les places p3 et p,¢
autorisent directement la transition t,, omettant t,; et p,). Le processus est
fini quand un jeton est ajoutée a la place F. Dans la figure 3.11 le réseau de
Petri est montré dans un état initial tel que les taches 1 et 3 sont en cours.

P1 P3
Vi I v3 I3
P2 P2c

Vo | | 1>
V4
P I3 P4 Iy F

Figure 3.11. Réseau de Petri temporisé pour I’exemple 3.3



3.3.1. Dynamique des réseaux de Petri temporises

Un modele de SED basé sur la dynamigue temporelle des franchissements de
transitions d’un réseau de Petri peut étre obtenu exactement comme dans le
développement du modele (3.7) a (3.12), avec les événements remplaces par les
transitions.
Cependant, on peut exploiter la structure du réseau de Petri en décomposant le modele
en termes de la dynamique des transitions individuelles (événements).  Ainsi, les
equations d’état dans un tel modele géenerent des séquences de franchissements de
transitions de la forme

(Tj,llTj,Zl ), ] = 1, e, M
ou T est le keme instant de franchissement de la transition t;, k = 1, 2, .... Ceci est
illustré dans la figure 3.12. Les m séquences de franchissements de transitions
contrastent avec la sortie du modele sous forme d’automate temporisé de la figure 3.4,
constituée d’une unique séquence d’événements temporises ((eq, tq1), (e,, ty), ...).

VvV, = (vl,l, vljz, ) > Dynamlque de — (Tl,l' Tl,Z' )
réeseau de Petri
Vi = (V1 Vimzs ) > temporisé —  (Tm1, Tm2, )

Figure 3.12. Modele de SED sous forme de réseau de Petri temporisé



Malheureusement, pour les réseaux de Petri arbitraires, établir des équations
d’état générales pour tous les instants de franchissement des transitions est
vraiment complexe.

Cependant, pour certaines classes de réseaux de Petri (par exemple le modele de
la station de service de base, considére dans la section qui suit), il est assez facile
d’obtenir un modele pour la dynamique des instants de franchissement des
transitions.

Pour montrer comment de tels modeles peuvent étre obtenus, nous nous limitons
a une classe restreinte de réseaux de Petri. On considere les réseaux de Petri
ayant la propriéeté que chague place a (au plus) une transition en entrée et (au
plus) une transition en sortie, et tous les arcs ont un poids égal a 1.

Un réseau de Petri appartenant a cette classe est appelé un graphe d’événements,
la terminologie graphe marqué est aussi largement utilisée.

\Voyons ce qu’implique la définition d’un graphe d’événements.

On exploite d’abord le fait qu'une place p; a une seule transition d’entrée t;. Soit
m; . - I'instant ou la place p; recoit son keme jeton, k = 1,2, ...

Si x(p;) = 0 initialement, alors le keme instant ou un jeton est déposé dans p;

est précisement le keme instant de franchissement de t,, que ’on note 7y, .



De fagcon générale, si p; contient initialement x;, jetons, alors le keme instant de
franchissement de t;, est I’instant ou p; recoit son (x;, + k)eme jeton.

Utilisant les notations O(t;), pour I’ensemble des places de sortie d’une
transition ¢, et x;, pour le marquage initial de la place p;, on a donc

Tik+x,o = Thir Pi €E0(tn), k=12,.. (3.24)
et

T =0 pour tout k=1,..,x; (3.25)
On note que (3.24) s’écrit de maniere équivalente

Tik = Thk-x,0 Pi €0(n), Kk =x;+1 x50+2, (3.26)

On exploite maintenant le fait qu’une place a au plus une transition de sortie.
On considere d’abord le cas d’une transition ¢; ayant une seule place d’entrée, p;.

- si tj n’est pas temporisee (t; € T,), alors le keme instant de franchissement
de t;, note 7; , est précisément I’instant oU p; recoit son keme jeton, et donc
autorise t;.

On a donc la relation toute simple :
Tik = Tk, k=1,2,..
- si t; est temporisée (t; € Tg), avec la sequence d’horloges v;, alors cette

relation devient

T'kznik-l_vik k=12, .. 7 ) -
]’ ’ ’ ! ’ ’ ~ / //// ?/:04»//( %f,@ '



On considere maintenant le cas d’une transition t; avec plusieurs places d’entrée,
p; € 1(¢;), ot I(t;) est ’ensemble des places d’entrée de la transition ;.
La transition t; est autorisée pour la keme fois au moment de la derniére
acquisition par une place de I(¢t;) de son kéme jeton. Notant p; € I(¢;) cette
place, ’autorisation de ¢; se produit ainsi a 'instant 7, tel que

Ty e = Tk pour tout p; € I(t;).
On a donc dans les deux cas
- si tj n’est pas temporisée (t; € T),

Tjx = max {m;} (3.27)

’ pi € I(tj)

- si t; est temporisée (t; € Tg),
... = ma - + v; 4, k=1,2,.. 3.28
Tjk i ()ij){”uk} Jik (3.28)

En résumé, la combinaison de (3.24) a (3.28) fournit un systeme d’équations
récurrentes permettant de déterminer les dates de franchissement des transitions
pour les graphes d’événements, une classe particuliere de réseaux de Petri.

Exemple 3.4

On considere le réseau de Petri de la figure 3.13. C’est un graphe d’événements

puisque chaque place a un arc d’entrée et un arc de sortie de poids 1.
T M Dot ST



Figure 3.13. Reéseau de Petri
temporis¢ pour I’exemple 3.4

Un systeme d’équations récurrentes de la forme (3.24) a (3.28) peut donc étre
obtenu. Par inspection, on peut immediatement écrire les équations suivantes
pour T, et 7y -

Ty = Max{my y, T3 i} k=1,2,.. (3.29)

Tox = Mok + Vag k=1,2,.. (3.30)
puisque, d’une part, la transition t; n’est pas temporisee et est franchie pour la
keme fois quand la derniere de ses places d’entrée acquiert un keme jeton et,
d’autre part, la transition t, est temporisee et est franchie apres un retard
v,  Suivant la keme acquisition d’un jeton par p,.

[état initial est [1,1,0]. Par inspection, on peut donc aussi écrire :
T[l,k = Tl,k—l k = 2, 3, . 7'[1,1 =0 (331)
puisque la place p; contient un jeton initialement et doit atteindre le prochain

franchissement de la transition t; pour le réacquerir. TN Dot ST



De méme, pour p,,

Mok = T1 k-1 k=23,.., my1=0 (3.32)
Enfin, p; recoit un jeton chaque fois que t, est franchie, et puisqu’elle a
commencé sans jeton, on a

T3k = Tok k=1,2,.. (3.33)

Combinant (3.29) a (3.33), on peut éliminer my;, m, et w3, et obtenir les
equations recurrentes recherchées pour 7, et 7, .
On obtient, pour k =1, 2, ...,

Tyk = Max{Ty k-1, T1 k-1 + V2.k}

= Tk-1 1 Vg ks T10 =0 (3.34)

Tok = T1,k-1 + Uk k = 1, 2, (335)
Ces equations recurrentes correspondent au fait, somme toute évident, que les
deux transitions attendent pour le retard au franchissement au niveau de t,.

Pour des réseaux de Petri géenéraux, il demeure possible d’obtenir des équations
de la forme (3.24) a (3.28) pour les dates de franchissement des transitions et les
dates d’autorisation des places.

Cependant, les relations récurrentes deviennent nettement plus complexes.

T M Ditisme SED



3.3.2. Systemes de files d’attentes vus comme réseaux de Petri temporises

On se rappelle le modele sous forme de réseau de Petri d’une station de service de
base présenté au chapitre 2, avec un ensemble de places P = {Q, I, B}.

Une version temporisée de ce modele est montrée dans la figure 3.14 dans I’état x =
[0, 1, 0], c’est-a-dire quand la file est vide et le serveur est inactif.

Dans ce cas, I’ensemble des transitions temporisées est Tr = {a, d}, correspondant
aux arrivées des clients et aux departs du serveur.
La transition s, par contre, n’est pas sujette

au retard au franchissement : un service

démarre des que le serveur est inactif u
et qu’un client est dans la file.

Figure 3.14. Modele réseau de Petri
temporisé pour la station de service de
base.




La structure d’horloges pour ce modele est composée des séquences v, =
Va1, Va2 ) € Vg = (Vg1,Vg2,...). C’est la méme structure d’horloges que
pour le modele sous forme d’automate temporise presenté précedemment.

En outre, notant x(t) = x(Q) + x(B) le nombre total de jetons dans les places Q
et B a I’instant t, la figure 3.9 représente une trajectoire typique de cette variable
dans le cadre des réseaux de Petri temporisés.

Consideérant la figure 3.14, on voit en considérant le nombre d’arcs d’entrée et de
sortie des places que le modele est un graphe d’événements. Cela permet
d’obtenir facilement des équations de la forme (3.24) a (3.28) pour décrire la
dynamique temporelle de franchissement des transitions de la station de service
de base.
Les variables temporelles associées aux transitions sont

ay . keme date d’arrivée

d; : keme date de départ

s, . keme date de début de service
et celles associéees aux places

ok - INstant ou Q recoit son kéme jeton

T i - INstant ou I recoit son keme jeton

Tk - INStant ou B recoit son keme jeton

avec la condition initiale r; ; = 0. M Dol TG



Remarque : Dans un réseau de Petri non-temporisé, lorsqu’une transition est
autorisée, elle n’est pas nécessairement immeédiatement franchie; lorsque
plusieurs transitions sont autoriséees, tous les cas de figure sont possibles en ce qui
concerne ’ordre de franchissement des transitions. L’analyse qualitative d’un
réseau de Petri envisage tous les ordres possibles.

En contraste, dans un réseau de Petri temporisé, lorsqu’une transition est
autorisee, elle est soit immeédiatement franchie, si elle est non-temporisée, soit
franchie avec un retard au franchissement défini par la valeur appropriée dans la
séquence d’horloges, si elle est temporisée.

Si la place A n’était pas introduite dans la figure 3.14, les horloges (ou
minuteries) associées a la transition a seraient toutes initialisees a I’instant O et
lancées en parallele (pas de condition d’autorisation restreignant les
franchissements). Les evénements correspondant aux horloges de la séquence
d’horloges seraient actifs simultanément.  Initialement on aurait autant
d’événements actifs de type a que d’¢léments dans la séquence v, =
(Va,1, Vg2 ). |l faudrait géenéraliser I’ensemble des évenements actifs a la
notion de multi-ensemble, permettant de prendre en compte la multiplicité
d’événements de méme type. La sequence d’horloges v, serait, aussi, la
sequence des dates d’occurrence des evenements de type a, (T4 1, Tq 2, - )-

La place A dans la figure 3.14 permet de « séquentialiser » les initialisations et

lancements des horloges (ou minuteries) associées a la transition a. - -



Pour la transition a et la place A, ona
A = Ty i + Va ki k = 1,2,..
Tl'A,k = A —1, k = 2, 3, ey T[A,l =

On a donc pour la transition a

Ay = Ag—q1 + Vg i, k=1,2,.., a, =0 (3.36)
et pour les transitions s et d, appliquant (3.27) et (3.28),

Sk = max{moy, Ty}, k=1,2,.. (3.37)

d =gy + Vg, k=1,2,.. (3.38)
On a aussi pour les places, appliguant (3.25) et (3.26),

Mok = Ak, k=1,2,.. (3.39)

Tk = dg—1, k=23,.., w1 =0 (3.40)

Tpx = Sk, k=1,2,.. (3.41)

Combinant (3.37) a (3.41) pour éliminer m x, 7y €t g §, ON obtient
sy = max{ay, dyx_1}, k=12, .., do =0 (3.42)
dk = S + Vd ks k = 1, 2, (343)



On peut aller plus loin et éliminer s, de (3.43) pour obtenir I’'importante relation,
fondamentale pour ce systeme élémentaire de file d’attente :
dk = max{ak, dk—l} +vd,k’ k = 1, 2, . do =0 (344)

Cette relation récurrente simple caracterise les dates de depart des clients.

Elle capture le fait que le keme départ se produit vy, unites de temps apres le
(k — 1)eme depart, excepté quand a; > d;_;. Ce dernier cas se produit quand le
départ a d,_, laisse la file vide; le serveur doit alors attendre la prochaine arrivée
a I’instant ay, et generer le prochain départ a 'instant a; + vg .

Réécrivant (3.36) et (3.44) pour k = 1, 2, ... comme suit
Ay = Ag—q1 + Vg i, ap =0 (3.45)
dj, = max{ay, dg_1} +vg k. do=10 (3.46)
On obtient un modele d’espace d’état dans le cadre de la figure 3.12. C’est un
systeme d’équations récurrentes pour les instants de franchissements de transitions
deduit du modele sous forme de réseau de Petri du systeme de file d’attente.

Le modele du systeme de file d’attente est active par les séquences d’horloges v,
et v;, et sa sortie est composée des sequences des dates d’arrivée et de déepart
(aq,a,,...) et (dq,d,, ...) générées au moyen des équations d’état (3.36) et (3.44).



3.3.3. Structure des équations récurrentes pour les graphes d’événements

On suppose pour le moment qu’il y a initialement au maximum un jeton par
place; cette hypothese sera relaxée plus tard.

Les variables apparaissant dans le systeme d’équations récurrentes peuvent étre
partitionnées en trois groupes : les dates associees aux places a jeton, celles
associees aux places sans jeton, et celles associees aux transitions.

Pour I’exemple de la station de service de base, cela donne :

T[A,k+1 = Ay, k = 1, 2, e T[A,l =0
T[I,k+1 = dk, k = 1, 2, e 7'[1,1 =
T[Q,k = Ay, k = 1, 2,

T[B,k = Sk, k = 1, 2,

Ay = T[A,k + va,k! k = 1, 2,

Sk = max{mgk, Ty}, k=12, ..

dk = T[B,k + vd,k! k = 1, 2,



Les variables d’état sont les dates associées aux places a jeton. Pour résoudre
le systeme d’équations récurrentes, on reecrit les équations en eliminant les
autres variables. Ces variables, en particulier les dates de franchissement des
transitions, peuvent étre vues comme des variables auxiliaires, qui seront
facilement obtenues a partir des variables d’état une fois que celles-ci seront
calculées.

Pour éliminer les variables auxiliaires, il est en général plus pratique de
remplacer la fonction max par une opération. On utilise le formalisme
(d’algebre de chemins) déja rencontré pour les expressions regulieres.

Le max de deux variables correspond a 1’opération binaire Vv, qui est
commutative (avb=bVva), associative (av(bvc)=(avb)Vvc),
Idempotente (a VvV a = a), et possede un elément neutre, qui est —co pour le
max, (aVv —co = —coVa=a).

L’addition de deux variables correspond a I’opération binaire . , qui est
associative (a.(b.c) = (a.b).c ), possede un élément neutre, qui est ici 0,
(a.0 = 0.a = a), et est distributive par rapporta v (a.(bVc) =a.b Va.c et
(bvc).a=b.aVc.a).

La fermeture transitive n’est pas necessaire ici, car on n’aura pas de
dépendances circulaires entre variables auxiliaires (de méme indice d’itération,
k) ou entre variables d’état (de méme indice, k + 1). (Note : la fermeture
transitive serait a* = a,sla < 0,et +oo,sia > 0). T M Godbone ST



Notons, pour les calculs, a pour ay, g pour g g, T4 POUr Ty k41, €LC.
Ona

Ty =a, m; =d,

Tg =a, g =S5,

A =Ty.Vg, S=TMo VT, d=Tg.Vy

On substitue les expressions pour a et d dans les deux premieres équations :

Ty = Ty. Vg, ] = Tg.Vy.
On substitue I’expression pour gz dans la seconde équation :
!/
T[I = S. vd,

puis I’expression pour s,
A
Ty = (T[Q vV n,).vd,
et enfin I’expression pour 1, en fonction de 7,
m; = (my. v, V ;). Vg .

On obtient donc
Ty = TV,
T = T4.Vg. Vg V TT;. Vg
soit encore, sous forme matricielle,
Vg- Ud]

1%
my m) =l ml| g |
d T M Dol SED



Une fois résolues les equations récurrentes pour 1’état,

Tak+1 = Tak T Vg ks k=1,2,.., Ty, =0,

T k+1 = Max{myx + Vo g, T} + Vg k=1,2,.., ;1 =0,
on obtient facilement les sequences des dates de franchissement des transitions

A =Tak + Vgk, k=1,2,..

Sk = max{myx + Vg i, Tk} k=1,2,..

d = max{my, + Vg g, Ty} + Vg ks k=1,2,..

Remarque : Dans le cas ou certaines places contiennent initialement plus d’un
jeton, elles peuvent étre remplacées par autant de places, contenant chacune un
jeton, qu’il y a de jetons, ces places étant interconnectées par des transitions

Lo - OG- - FOH

th Pi t; th t;
X;o places

1
1]

On se ramene ainsi au cas précedent, avec un vecteur d’état de taille >, cp x;0 ,

et, en résolvant les équations récurrentes pour cet état, on en deduit les

séquences des dates de franchissement des transitions.
T M Dol SET



3.3.4. Graphes d’événements avec retards au franchissement constants

Pour introduire la méthode, reprenons I’exemple de la station de service de base.
Au systeme d’équations récurrentes pour les places marquées

Vg  VUg.-Vg
[y il =lma ml| gy o, |

est associé le graphe a a
O

Lorsque les retards au franchissement sont constants, indépendants de k, on a donc

v, Vg vd]k

[Tak+1 Tre+1] =[Tar 74l [_oo Vg

o op.["® v“'vd]k hemins de | k
= . —> cnemins de iongueur
| —CO Va g
_ vk kv vukTlvi vieevie vk
=[0 0] k
|~ Va

=[vkv—oo (WEvgVvuv,vE)vvk]

— [,k k k , o
= Vg Vq.VqV Vq.-Vg ] T M Detbsme SET




Ainsi

[Tarsr Trxs1d = [VE vEvg]l sivg = vy
= [wf v, vE] siv, <vy

Abandonnant provisoirement la notation « chemin », (Vv, .), et revenant au formalisme
(max, +), onadonc, siv, = v,

Tar = (kK — 1)vg, k>1
T =(k—-—Dv, +vg, k=1
a, = kv,, k>1
Sk = kv, k>1
d, = kv, + vy, k=1,
et,siv, < vy,
Tar = (kK —1)vg, k>1
T =Vg+(k—1Dvy, k=1
a, = kv,, k>1
Sk = Vg + (k — Dy, k>1
dk=Ua+kUd, k> 1.

va- vd
Le graphe du systeme d’équations récurrentes a la structure : @ @
ou la composante C, précede la composante C;. Alors que
C, suit son propre rythme, celui de C; est imposé par celui de C4 si v, = vy.

/e OO
/ M. Detosrze - T (O



Les composantes fortement connexes d’un graphe orienté sont composees par les
sous-ensembles de nceuds tels qu’il existe un chemin de chague noeud vers chaque
autre nceud du sous-ensemble.

De facon générale, si, dans le graphe du systeme d’équations récurrentes pour les
dates associees aux places marquées, on remplace chague composante fortement
connexe par un nceud la représentant, on obtient un graphe acyclique dont la
structure met en évidence les précédences entre composantes fortement connexes.
Cette structure est exploitée pour résoudre le systeme d’équations récurrentes.

Considérons une composante fortement connexe.
Supposons tout d’abord qu’elle est constituée d’un circuit :

%1 (%’ Vi Un-1
@ @ ______ ni ) o nn

Le systeme d’équations récurrentes est, avec la notation simplifiée,

[m1 15 o W .. W] = [T Ty e T ] A

ou la matrice A du systeme a une structure particuliere.
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Cette matrice a la propriéte suivante :

_vl.vz ...vn — 00 — 00 ]
An _ — 0O vz vn. v1 — OO0
| — Q00 — Q00 nns vn- vl nns vn_l i

0 —00 —00
A" = (W vy )| T O ............ e
o T 0

d’ou I’on déduit
[T1k4n T2 g4n - Tiktn o Tnkin] = W1 V2 V) Tk Top oo Tk o T ]



Les dates m; x, i = 1, ..., n, satisfont toutes m; ., = T +u, avec u = )\ v;.
Les sequences de dates sont périodiques, de méme période n. L’incrément associé
a une période est identique pour toutes les dates et est égal a la somme des retards

le long du circuit, 72, v;.

Considérons maintenant une composante fortement connexe composee de deux
circuits selon
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Il existe k, et n, entiers positifs, et une durée u tels que

[Tl‘-l,ko T[Z,ko T[n1+ nz—l,ko]An = u. [Tl’-l,ko T[Z,ko T[n1+ le—l,ko]'
Le vecteur

_ k

[nl,ko T[Z,ko T[Tl1+ nz—l,ko] - [O 0 O]A 0
est vecteur propre de la matrice A™ associe a la valeur propre u.
Apres un régime transitoire, pour k = 1, ..., ky, un régime permanent est atteint ou,
pour k > kg, lesdates ; ., i = 1, ...,n; + n, — 1, satisfont toutes

Tik+n = M- U,

et ainsi les séquences de dates sont périodiques pour k > k,, de méme période n.

Prenant pour n la plus petite valeur possible, on a n = ppcm(nq, n,).
Exploitant la commutativité de la multiplication, les dates m; ; satisfont

n/n
Tik+n = 7Ti,k-((vl-vz ---vnl) / 'V (vn1+1-vn1+2 ---vn1+n2)
soit, en revenant a la notation (max,+),
n n n n
T k+n = Tjk + max( ~ (221 V1) = (X2, Vn,+i)
»lv B vn1+i)

=1; +n X max( e
1 2

n/nz)

oYMy Y2 vy
Notant vy = Z=1— et p, = ==t M+
ny nsp

circuits, I’incrément de dates associé a la periode n est donc u = n X max(vy, ;).

les valeurs moyennes des retards le long des



nc

On appelle v, = % le temps moyen du cycle ¢. Dans un circuit ¢, chaque fois

c

que I’on passe d’un nceud au suivant, on passe d’une itération a la suivante et la
date est incrementée de la durée associée a 1’arc. Lorsque 1’on fait un tour complet
on retrouve la méme variable, mais n, itérations apres, ou n. est le nombre d’arcs
dans le circuit, et incrementée d’une valeur u, égale a la somme des valeurs des
retards associees aux arcs du circuit. La valeur moyenne de I’incrément de date
entre itérations consecutives le long du circuit est égale a v, = u./n,, le temps
moyen du cycle c. L’incrément des durées u pour la période n est n fois le temps
moyen de cycle maximal.

Ce resultat se géeneéralise a toute composante connexe C. Soit C 1’ensemble des
circuits élémentaires de la composante connexe. La période n,. associée a la
composante est le ppcm des nombres d’arcs dans les circuits, n,., pris sur
I’ensemble C des circuits élémentaires c¢. L’incrément des durées pour la
période n, est

e Uc= n¢ X maxcec(Vc) = ppeme e ¢(ne) X maxe e e(vc)

AN J— Z_ v J—
ou v, = %‘ le temps moyen du cycle c et max, (V) est le temps moyen de
Cc

cycle maximal. La valeur v = max, ¢ ~(7,) est appelée le temps moyen de cycle
de la composante C.



Dans le cas general, le graphe du systeme a la structure d’un graphe acyclique de
composantes connexes. Chaque composante a sa période propre n. et sa valeur
propre u., égale a n, X v ou v, est son temps moyen de cycle.

Lorsque 1I’ensemble du graphe est pris en compte, chague composante atteint un
régime periodique apres un régime transitoire. Pour déterminer les périodes et
valeurs propres associées, on applique récursivement la regle suivante : si la
composante C est directement précédée par les composantes Cy, ..., C,,, alors sa
période est celle de la composante dont le temps moyen de cycle est maximale
sur I’ensemble C = {C4, ..., C,,,, C} et son temps moyen de cycle est égal a ce
maximum.

La résolution complete du systeme d’équations récurrentes néecessite le calcul
des régimes transitoires pour les composantes connexes. Alors que la période et
le temps moyen de cycle de chague composante peuvent étre calculées
efficacement, sans énumérer ses cycles élémentaires, il n’en est pas de méme
pour le calcul des dates pendant les régimes transitoires (k < kg, ko déependant
de la composante); il faut appliquer les équations du systeme et dérouler les
calculs.

Remarque : les réféerences sur les algorithmes efficaces pour le calcul du temps
moyen de cycle maximal associé a une composante connexe se trouvent
facilement avec les mots clés maximum mean cycle time. T M Dideome SED



