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Introduction

Les automates cellulaires sont des objets mathématiques simples & décrire mais dont ’analyse
peut s’avérer extrémement compliquée. Considérons des cellules, chacune étant caractérisée par
un état, placées sur une ligne (dimension 1) ou sur une grille (dimension 2). Un automate
cellulaire est défini par une fonction de transition et un voisinage. En dimension 1, le voisinage
typique d’une cellule contient ses deux voisines les plus proches et elle-méme. En dimension 2,
les deux voisinages d’une cellule les plus usités contiennent outre cette cellule, soit ses quatre
voisines les plus proches (voisinage de von Neumann), soit ses huit voisines les plus proches
(voisinage de Moore). Quand une cellule se met a jour, elle change son état selon la regle de
transition de 'automate en fonction des états des cellules de son voisinage. La regle de transition
de I'automate est la méme pour toutes les cellules. Le temps est discret et classiquement, a
chaque pas de calcul, toutes les cellules se mettent a jour. Cette dynamique est appelée synchrone
(également appelée paralléle). La figure 1 est un exemple d’automate cellulaire défini de la fagon
suivante :

— deux états 0 (blanc) et 1 (noir).

— une configuration torique faite de 50 cellules.

— le voisinage d’une cellule comprend la cellule et ses deux voisines les plus proches.
— la figure 1a) représente la fonction de transition.

La figure 1b) représente une exécution de cet automate cellulaire en dynamique synchrone (ce
type de figure est appelé un diagramme espace-temps) : chaque ligne représente une configuration
a un instant ¢, le temps s’écoule vers le haut.

Les automates cellulaires ont été beaucoup étudiés sous la dynamique synchrone : quels
calculs sont-ils capables de faire 7 Comment les font-ils ? A quelle vitesse 7 Combien d’états faut-
il au minimum ? Que se passe-t-il en considérant des voisinages plus grands ? Des voisinages a
trous ? Des dimensions plus grandes 7 Dans cette these, nous étudions les automates cellulaires
en en modifiant la dynamique. Nous allons considérer deux dynamiques probabilistes ou, a
chaque pas de temps, un sous-ensemble de cellules choisies aléatoirement se met a jour. La
premiere est appelée dynamique totalement asynchrone (également appelée séquentielle ou série
dans la littérature). Sous cette dynamique, a chaque pas de temps, une seule cellule est choisie
aléatoirement de maniere uniforme et seule cette cellule se met a jour. La deuxieme est appelée
dynamique a-asynchrone. Sous cette dynamique, a chaque pas de temps, chaque cellule a une
probabilité a de se mettre a jour indépendamment les unes des autres. Ces deux dynamiques
n’ont été que tres peu étudiées et, comme nous le verrons, I'insertion de probabilités nécessite
de développer des outils spécifiques.

Les automates cellulaires peuvent étre percus de nombreuses facons. Nous présentons dans
cette introduction deux de leurs aspects : les automates cellulaires comme un moyen de simuler
des phénomenes réels et les automates cellulaires en tant que modele de calcul. Nous réutiliserons
certains des outils et des méthodologies développés dans ces deux domaines.
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Fic. 1 — Un exemple d’automate cellulaire et un diagramme espace temps de sa dynamique

synchrone.

Fic. 2 — Le motif sur le coquillage de l'espece Conus textile est créé par une fonction
mathématique présentant des similarités avec la regle de 'automate cellulaire 30 (numérotation

de Wolfram [88]).



Les origines. Au cours du siecle dernier, de nombreux systeémes réels issus de la biologie, de la
physique, des sciences sociales ou économiques furent modélisés par des objets mathématiques.
L’analyse théorique de ces objets mathématiques a permis de mieux comprendre le fonction-
nement de ces systémes. En 1925, le modele d’Ising [46] fut introduit pour étudier le ferro-
magnétisme. En 1927, Kermack et McKendrick [52] modélisérent la propagation d’épidémies
sous forme d’équations mathématiques. En 1943, McCulloch et Pitts [60] introduisirent un au-
tomate a seuil pour simuler un neurone et montrérent qu'un réseau de tels automates était
capable de calculer des fonctions logiques complexes. En 1957, Broadbent et Hammersley [9]
présentérent un modele probabiliste simple pour modéliser la percolation (i.e. pour étudier le
degré de porosité nécessaire pour qu'un liquide puisse traverser un matériau). Quant aux au-
tomates cellulaires, ils apparurent dans les années 1940-1950. A I’époque, les travaux d’Avery
et al [2] venaient de mettre en avant le role de PADN dans I'hérédité. A la fin des années 40,
von Neumann essayait de créer une machine capable de s’autoreproduire. En 1952-1953 suite
aux conseils d’Ulam qui travaillait sur la croissance des cristaux, il créa le premier automate
cellulaire. Cet automate cellulaire particulierement complexe (29 états) était capable, sur une
configuration possédant un motif particulier (environ 200 000 cellules), de répliquer une infinité
de fois ce motif. La preuve finale fut réalisée avec 'aide de Burks [66] en 1966. Ces différents
modeles se révélerent avoir des interconnexions entre-eux. Par exemple, le modele d’Ising sto-
chastique est en fait un automate cellulaire avec une dynamique issue d’expériences de physique
statistique. Les automates cellulaires et les réseaux de neurones présentent aussi beaucoup de
similarités. Le modele d’Ising et la percolation furent unifiés dans le modele de Potts [41]. Les
travaux de Demany et Kinzel [15] montrent les liens entre les automates cellulaires et la perco-
lation. Les travaux de Fates [25] montrent expérimentalement que ces liens existent aussi dans
une classe d’automates cellulaires étudiée dans cette these, liens que nous avons prouvés formel-
lement dans [78]. Egalement, ces modeles eurent d’autres applications que celles initialement
voulues. Le modele d’Ising stochastique modélise aussi des gaz ou des mélanges de liquides (par
exemple eau et huile). Les réseaux de neurones se révelent étre un bon modele pour 1'appren-
tissage (voir le chapitre 4 du livre de Mitchell [62]). Dans son livre, Grimmett [40] présente
d’autres utilisations de la percolation comme calculer la résistance effective de mélanges de
métaux. Les automates cellulaires, outre le lien évident avec le modele d’Ising stochastique et
donc le ferromagnétisme, servent aussi a Nagel et Schreckenberg [65] pour modéliser la circula-
tion automobile, ou & modéliser certains phénomenes biologiques : croissance de coquillage (voir
figure 2), évolution de colonies de bactéries dans les travaux de Kerr et al [53]. Dans le domaine
de I’épidémiologie, des études de Durrett, Levin [17] et Mollison [63] montrent que les modeles
continus peuvent amener a des aberrations et les automates cellulaires se révelent étre un outil
efficace dans les travaux de Fuks, Lawniczak [32] et Schonfisch [84] pour modéliser la propa-
gation d’épidémies. Egalement, ils furent adoptés comme modele du calcul parallele. En effet,
certains automates cellulaires ont un comportement particulierement sophistiqué : ils sont ca-
pables d’effectuer n’importe quel calcul (voir I'historique détaillé de N. Ollinger [69]).

Les automates cellulaires synchrones (voir I’historique de J. Kari [51]). Les auto-
mates cellulaires présentent une grande variété de comportements. Au cours des années, certains
automates cellulaires ou classes d’automates cellulaires sortirent du lot a cause de leur compor-
tement particulier. Exhiber ces automates cellulaires permit de comprendre ce qui faisait leur
richesse. Dans les années 70 apparut le jeu de la vie de J. H. Conway [36]. Cet automate cellulaire
se révéla étre capable de faire des calculs arbitraires. Les travaux de Gosper (publié dans le livre
de Gardner [37]) et de Berlekamp et al [5] mirent en place les différentes pieces qui ont permis
a Rendell de finalement prouver ce résultat (résultat publié dans le livre de Adamatzky [1]). De
plus, le jeu de la vie permet de visualiser (voir fig. 3) la fagon dont les calculs sont effectués : par
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a) Une exécution du jeu de la vie sur une configuration torique 50 x 50.

b) Un signal (appelé planeur dans le cas du jeu de la
vie) se déplacant dans la configuration : au bout de 4
itérations, le motif s’est déplacé d’une case vers le bas
et d’une case vers la droite.

EEEEE

c) Le canon a planeurs de Gos-
per : tous les 30 pas de temps,
un nouveau planeur est émis.

Fia. 3 — Le jeu de la vie.

des échanges de signaux. La configuration est recouverte par un ”"motif de fond” ou les cellules
ne changent pas d’état (les cellules blanches dans le cas du jeu de la vie). Des motifs particuliers
sont capables de se déplacer sur ce fond (voir fig. 3b). Ces motifs sont généralement appelés
signauzr ou particules. Quand ces signaux se croisent, ils meurent ou émettent de nouveaux si-
gnaux dans différentes directions (voir fig. 3c). De tres nombreux travaux furent consacrés pour
comprendre la maniere dont les calculs sont effectués par ces signaux. Crutchfield et Hanson [14]
cherchent & détecter la formation du motif de fond. Eloranta [20, 21] et Pivato [73] étudient les
automates cellulaires défectueux pour comprendre comment différents motifs de fond évoluent
cote a cote. Ces signaux furent également réutilisés pour construire des algorithmes (voir le livre
d’Adamatzky [1]). Citons le probleme de la ligne de fusiliers qui consiste a synchroniser a partir
d’une unique cellule toute une ligne de cellules pour qu’elles passent en méme temps pour la
premiére fois dans un état donné (dit I’état ”feu”). Les travaux de Mazoyer [58, 59] donnent une
solution optimale en temps avec seulement 6 états (voir figure 4). Cet algorithme est souvent
réutilisé dans d’autres algorithmes pour synchroniser les cellules. Néanmoins, il n’existe toujours
pas de définitions formelles des signaux, ni des zones [73].

Apres avoir exhibé ces comportements, il y eut des tentatives de classifications des automates
cellulaires en fonction de leur diagramme espace-temps. La plus connue est celle de Wolfram [88]
qui sépare les automates cellulaires en quatre classes. La premieére classe regroupe les automates
cellulaires nilpotents qui, de toutes configurations initiales, atteignent une configuration uni-
forme. La deuxieme classe regroupe les automates cellulaires périodiques incluant ceux qui
atteignent une configuration stable non uniforme. La troisieme classe regroupe les automates
cellulaires chaotiques qui sont apériodiques et ne présentent pas de structures particulieres.
La quatrieme classe regroupe des automates cellulaires capables de créer des motifs complexes
pouvant se déplacer et interagir dans la configuration. Cette classification est peu satisfaisante
car les définitions des classes ne sont pas formelles et ne reposent que sur des simulations.
Récemment dans les théses de Rapaport [75], Ollinger [67] et Theyssier [86], la compréhension
de la mécanique des automates cellulaires a abouti a une hiérarchisation de leurs comportements.
En haut se trouve la classe des automates cellulaires intrinsequement universels, capables de
simuler les diagrammes espace-temps de n’importe quel autre automate cellulaire. Ensuite, se
trouve la classe des automates cellulaires Turing-universels capables de faire tous les calculs
dont sont capables les autres automates cellulaires. En bas de la classification, se trouvent les
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Une solution ou les signaux procédent a une di- La solution de Mazoyer [58] : optimale en

chotomie de la configuration (source de I'image : temps et avec seulement 6 états (L’'image

http :/ /en.wikipedia.org/wiki/Firing_squad synchronization_problem ).~ provient des travaux de Duprat [16] qui
prouva en Coq le bon fonctionnement de
cet algorithme).

Fi1G. 4 — Le probleme de la ligne de fusiliers ou comment synchroniser a partir d’une unique
cellule toutes les cellules disposées sur une ligne pour qu’elles passent en méme temps dans
I’état feu (ici de couleur noire) ? Un parfait exemple d’algorithme & base de signaux.
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automates au comportement ”simple” : automates a un état, nilpotents, périodiques, etc. Les
résultats de Kari [49, 50] et Ollinger [68] ont montré que déterminer si un automate cellulaire
appartient & une classe donnée est généralement indécidable. Cette hiérarchie ne nous donne
pas non plus de description générale du comportement des automates cellulaires a 'intérieur de
cette classification.

La résistance aux pannes. Les automates cellulaires Turing-universels nécessitent d’étre
extrémement précis dans la définition de la configuration initiale. La variation d’une seule cellule
peut entrainer des modifications importantes a long terme. Il semblait donc difficile de construire
un automate cellulaire Turing-universel avec une dynamique probabiliste.

Dans le but de créer un automate cellulaire résistant aux erreurs, la dynamique suivante
a été étudiée : les cellules se mettent & jour de facon synchrone mais a chaque pas de temps,
chaque cellule a une probabilité e de faire une erreur. Une cellule qui commet une erreur passe
dans un état qui est choisi par un adversaire malveillant. Il est donc plus difficile de faire des
calculs avec un taux d’erreurs € qu’en dynamique a-asynchrone avec a = 1 — € car 'adversaire
peut choisir 'erreur qui posera le plus de probleme a notre automate cellulaire. Dans [87], Toom
définit un automate cellulaire 2D simple (2 états) capable de mémoriser un bit d’information en
présence d’erreurs. Ce résultat fut simplifié et amélioré par Berman et Simon [6] et réutilisé par
Gécs et Reif [35] pour définir un automate 3D capable de faire des calculs fiables en présence
d’erreurs. Plus tard, Gécs prouva un résultat équivalent pour les automates 2D [33] puis 1D[34].
Ces résultats montrent qu’il est possible de faire des calculs méme en présence d’un faible taux
d’erreurs et donc également en dynamique a-asynchrone quand « est proche de 1. Néanmoins,
le fonctionnement de ces automates cellulaires consiste & superposer un automate cellulaire
Turing-puissant en régime synchrone et un code correcteur d’erreurs. Quand les erreurs sont
suffisamment diffuses, le code correcteur les élimine et les calculs peuvent avoir lieu de maniere
stable. Malheureusement dans le cas 1D et 2D, cela fait exploser le nombre d’états et le taux
d’erreurs doit étre tres faible. Dans le cas de 'automate 1D fabriqué par Gécs, Gray [39] conjec-
ture qu’il possede au moins 232 états et que € < 279, Ces travaux consacrés a la construction
d’automates cellulaires résistants aux pannes n’explorent donc pas le comportement typique de
la dynamique a-asynchrone d’automates cellulaires en général.

Les automates cellulaires probabilistes. Beaucoup d’études expérimentales dont celles de
Buvel et Ingerson [11], de Kanada [47], de Bersini et Detours [7], de Schonfish et Roos [83] et de
Fatés et Morvan [26] ont montré que le comportement des automates cellulaires évoluant sous
une dynamique probabiliste varie énormément de leur comportement synchrone!. La plupart
des études réalisées ont porté sur les automates cellulaires 1D, soit sur un automate cellulaire en
particulier dans le cas d’une premiere étude de Fuks [30], soit sur une classe spécifique dans le cas
d’une deuxieme étude de Fuks [31] et dans les travaux de Fatés et al [27]. Ces regles 1D sont le
plus souvent ”simples” (automates cellulaires élémentaires). Ces premiers résultats montrent que
les structures des diagrammes espace-temps présentes dans la dynamique synchrone n’existent
plus sous la dynamique totalement asynchrone. Le comportement des automates cellulaires
élémentaires sous la dynamique totalement asynchrone est souvent plus simple que dans le
cas synchrone. L’insertion de probabilités est connue pour lisser le comportement des systemes
dynamiques discrets. Avant nos travaux, Fates [24] n’avait étudié qu’expérimentalement la dy-
namique a-asynchrone et des transitions de phase quand « varie avaient été mises en évidence.
Par exemple, 'automate cellulaire 146 (notation de Wolfram [88]) présente un tel comportement
(voir figure 5) : il existe une valeur a, =~ 0.6 telle que 'automate cellulaire met un temps poly-
nomial en la taille de la configuration pour atteindre une configuration stable quand o < «, et

!Citons également les travaux de Lumer et Nicolis [57] sur les systemes discrets.
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Fia. 5 — L’automate cellulaire 146 présente une transition de phase quand le taux d’asynchro-
nisme varie : le temps de convergence vers tout blanc est exponentiel quand o > a, =~ 0.6 et
polynomial quand a < a,

un temps exponentiel en la taille de la configuration quand a > a.. En 2D, Bollobés et al [3] ont
essayé une approche par la méthode des champs moyens et leurs résultats ont montré qu’il est
difficile de prévoir le comportement des dynamiques probabilistes par cette méthode, laissant
supposer qu’il existe des comportements plus sophistiqués.

Les outils & notre disposition. Il y a deux types d’approches classiques pour I’étude
des automates cellulaires. Sous la dynamique synchrone, les travaux antérieurs ont étudié les
événements les plus compliqués réalisables avec des automates cellulaires. Mais pour d’autres
communautés, les automates cellulaires sont un modele, parmi d’autres, pour représenter des
phénomenes réels. Ces autres modeles sont souvent probabilistes (percolation, modele d’Ising
stochastique , réseaux de neurones, ...). D’ailleurs les travaux de Kerr et al [53] sur les colonies
de bactéries et les travaux de Nagel et Schreckenberg [65] sur le trafic routier, cités auparavant,
utilisent une dynamique probabiliste. Une évolution déterministe stricte de toutes les cellules
n’est généralement pas considérée comme une hypothese raisonnable pour simuler des systemes
réels.

Dans ces études, les régles considérées sont généralement simples. Bien que Cook [13] ait
prouvé que des regles simples puissent avoir la puissance Turing, les seules régles connues
résistant a l’asynchronisme des mises a jour sont compliquées. Les questions abordées ne
touchent pas a priori des problemes de calculabilité mais des questions du type : quel est le
comportement a long terme ? Quelle est la densité d’un état ? De plus, avoir recours a des simu-
lations permet de fournir une piste pour comprendre le fonctionnement de I'objet considéré et
souvent de formuler des conjectures. Le but de cette these est d’expliquer mathématiquement
des comportements observés expérimentalement. Malheureusement, prouver ces observations
demande souvent un effort considérable, méme pour celles semblant & premiere vue évidentes.
Ces efforts sont néanmoins nécessaires : le comportement de I'objet n’est pas forcément celui
constaté au premier abord (voir figure 6) et prouver les observations faites permet de comprendre
les mécanismes qui les provoquent. Ainsi, les renseignements fournis ou les comportements précis
exhibés par ces analyses sont utiles pour se poser des questions pertinentes qui n’auraient pas
été soulevées sans elles. Ces analyses nécessitent d’utiliser des outils développés en théorie des
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F1G. 6 — Fatés et al [27] ont prouvé que cet automate (ACE 210) converge presque siirement
vers la configuration toute blanche en dynamique totalement asynchrone.
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Fi1G. 7 — Différents exemples de percolation sur Z2. Seules les arétes ouvertes sont dessinées.

probabilités. Nous utiliserons principalement des théoremes sur les fonctions potentielles (voir
le livre de probabilité de Grimmett et Stirzaker sur les fonctions de Lyapunov [42]) et sur le
couplage (technique approfondie dans la these de Randall [74]). Adapter ces techniques nous a
permis d’obtenir des résultats. Il existe déja des études pour d’autres modeles, nous en avons
déja cité certains, et nous nous sommes également appuyés sur des techniques existantes. Nous
allons maintenant passer en revue les modeéles qui nous intéressent dans cette these.

La percolation. Jetons une pierre poreuse dans de ’eau. Le centre de la pierre sera-t-il
mouillé 7 Ce probléeme se modélise classiquement en considérant un graphe dont les sommets sont
placés sur une grille Z2. Chaque sommet est relié par une aréte & ses 4 voisins les plus proches.
Chaque aréte a une probabilité p d’étre ouverte et 1 — p d’étre fermée. La taille de la pierre
étant grande comparée a la taille des trous, on suppose que la grille est infinie et on se pose donc
la question suivante : existe-t-il un chemin d’arétes ouvertes infini 7 Cette question a occupé et
continue a occuper toute une communauté, les résultats les plus importants peuvent étre trouvés
dans le livre de Grimmett [40]. Le principal résultat est 'existence d’une valeur p. = 0.5 tel que
si p < p. alors il n’existe presque stirement pas un tel chemin. Par contre si p > p. alors il existe
une probabilité strictement positive qu’un tel chemin existe (voir figure 7).

Les réseaux de neurones. Les neurones sont placés sur un graphe. Ils sont soit inhibés,
soit désinhibés. Les arétes regoivent un poids. Les réseaux de neurones évoluent généralement
de facon totalement asynchrone. A chaque pas de temps, un neurone est sélectionné et se met
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a jour de la facon suivante : il fait la somme des poids des arétes qui le relient a des voisins
inhibés, si cette somme est plus grande que la valeur de seuil attribuée a ce neurone alors
il devient inhibé, sinon il devient désinhibé. Il y a eu de nombreuses études pour déterminer
le comportement a long terme de ces réseaux de neurones. Les travaux de Goles ont donné
des conditions qui, si elles sont respectées par le réseau de neurones, montrent que ce réseau
atteint presque strement en dynamique totalement asynchrone une configuration stable, et en
dynamique synchrone une configuration stable ou un cycle de longueur 2. Plus tard, Hopfield [44]
a obtenu des résultats similaires en utilisant une fonction d’énergie issue de travaux en physique
statistique. Notons que I'apparition de cette fonction d’énergie montre le lien entre ces modeles
et les phénomenes réels. La mise en évidence de cette fonction, qui ne peut que décroitre avec le
temps, apporte de précieuses informations sur les configurations. De plus, les travaux d’Hopfield
relancerent également I'intérét des recherches sur les réseaux de neurones en temps qu’outils pour
mémoriser /reconnaitre des formes. Dans cette these, nous réutiliserons cette fonction d’énergie
dans le chapitre II pour étudier un automate cellulaire qui se révélera étre un réseau d’Hopfield
mais dont la preuve de la convergence n’est pas couverte par les théoremes cités précédemment.
L’ensemble des travaux cités ici est présenté dans le livre de Goles [38].

Le modele d’Ising stochastique et les systémes de particules en interaction. Des
particules sont placées sur une grille Z2. Une particule x est caractérisée par un nombre de
spin o(x) € {+1,—1} représentant son orientation magnétique. La fonction o est appelée la
configuration du systéme qui associe a chaque particule un nombre de spin. Deux particules
d’orientations différentes ont tendance a se repousser. Ainsi I’énergie H (o) d’une configuration
est définie par le nombre d’interactions entre particules voisines d’orientations différentes :

H(o)=— Z o(x)o(y) + constante.

x,y voisins

1
2

Le systéme cherche naturellement & minimiser son énergie. Mais il est soumis a une
température T' qui peut le perturber. La dynamique de Glauber a température inverse 3 € (0, 00)
est le processus de Markov a temps continu X = (X (¢))>0 sur I'ensemble des configurations ou
le taux de transition entre deux configurations o et ¢’ ne différant que sur une seule particule
est

c(o,0') = exp{B[H(c') — H(0)]+}-

Les travaux de Peierls [71] ont prouvé I’existence d’une transition de phase quand la température
croit. Quand la température est sous-critique, on constate la formation de régions a 'intérieur
desquelles les particules sont de méme orientation. Quand la température est super-critique, on
ne distingue plus de régions et les spins des particules, orientées aussi bien dans un sens que
dans l'autre, sont sans ordre apparent (voir image 8). Onsager[70] calcula la valeur critique dans
le cas du champ nul.

Le modele d’Ising stochastique est un systéme de particules [55]. Certains de ces modeles
(modele d’Ising stochastique antiferromagnétique, modele des anti-voteurs [56]) présentent de
fortes ressemblances avec la regle Minorité sur les automates cellulaires 2D qui sera l'objet
de nos études dans la partie II. Nous avons choisi d’étudier des réseaux d’automates hors
équilibre. Ainsi a la différence des systemes de particules en interaction, notre modeéle admet des
transitions irréversibles, ce qui induit des changements macroscopiques importants, et nous nous
intéresserons au temps de relaxation, i.e. le temps nécessaire pour atteindre le comportement
limite ou plus aucune transition irréversible n’est possible.
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F1a. 8 — Le modele d’Ising (images reprises de l'article de Cerf [12]).

Le modéle d’invasion par amorces (Bootstrap Model). Considérons un graphe ou les
nceuds sont soit sains, soit contaminés. Un nceud contaminé restera toujours contaminé, un noeud
sain devient contaminé si plus de la moitié de ses voisins sont contaminés. Ici, la dynamique
n’a pas d’importance, seule la configuration initiale déterminera 1’état final du systéeme. Le but
est de savoir quelle quantité de sommets doit étre initialement contaminée pour que 1’épidémie
s’étende a tout le graphe. Plusieurs variantes de cette régle ont été étudiées sur différentes
topologies (voir les travaux de Holfoyd [43] et 'historique de Peleg [72]). Sur les hypercubes,
Balogh et al [4] ont montré I'existence d’une valeur p. = 1/2 tel que si initialement un sommet
est infecté avec probabilité p < p. alors la probabilité que tous les sommets soient infectés tend
vers 0 quand la taille de 'hypercube tend vers I'infini; et si initialement un sommet est infecté
avec probabilité p > p. alors la probabilité que tous les sommets soient infectés tend vers 1 quand
la taille de I'hypercube tend vers l'infini. Il existe des classes de graphes qui nécessitent moins
d’un sommet sur deux initialement contaminé pour étre entierement contaminées : Rapaport
et al [76] ont exhibé une classe de graphes ou si initialement chaque sommet est infecté avec
probabilité p > 0.372 alors la probabilité que tous les sommets soient infectés tend vers 1 quand
la taille du graphe tend vers l'infini.

Les jeux sur les graphes. D’autres modeles, moins céléebres que celui du modele d’invasion
par amorces, furent étudiés sur les arbres. Citons le jeu de Pierre-Feuille-Ciseau qui modélise
I’évolution des colonies de bactéries dans les travaux de Kerr et al [53] : les noeuds du graphe sont
dans I’état Pierre, Feuille ou Ciseau. Une aréte est tirée aléatoirement : si ses deux extrémités
sont dans un état différent, 'extrémité perdante passe dans I’état du vainqueur (Pierre gagne sur
Ciseau, Ciseau gagne sur Feuille, Feuille gagne sur Pierre). Il y eut également une généralisation
du Dilemme du Prisonnier sur les graphes introduite par Kittock [54] : les nceuds du graphe
sont dans ’état Coopérer ou Dénoncer. Une aréte est tirée aléatoirement : si ses deux extrémités
cooperent alors elles continuent de coopérer, si ses deux extrémités se dénoncent alors elles
décident de coopérer et dans les autres cas I'extrémité qui coopére passe dans I’état Dénoncer.
Il est évident qu’une telle dynamique converge a long terme vers une configuration ou tout le
monde coopere. Par contre le temps pour atteindre cette configuration varie selon la topologie
du graphe. Dyer et al [18] ont étudié différentes topologies : Iétoile, le cycle et la clique. La
question du temps de convergence sur les arbres a degré borné fut laissée a ’état de conjecture
durant un certain temps. Mais récemment, il fut prouvé par Mossel et Roch [64] que le jeu
du Dilemme du Prisonnier peut mettre un temps exponentiel a converger sur cette topologie.
Cette preuve est particulierement intéressante dans notre cas car cette dynamique sur les arbres
ressemble beaucoup a un automate cellulaire probabiliste 1D. De plus la preuve de convergence
adapte une preuve issue de la percolation. Ces travaux utilisent une méthode similaire a celle que
nous avons développée indépendamment dans [78] et que nous verrons dans le chapitre I. Enfin
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notons que dans les travaux de Messica et al [61, 29], les études d’algorithmes sur des systemes
distribués (passage de jetons, ...) peuvent se ramener a de tels jeux. De plus, la topologie en
anneau est courante sur ces systemes; ceci est un bon exemple d’application des automates
cellulaires 1D a configuration finie torique.

L’étude de la dynamique totalement asynchrone en dimension 1. L’étude
systématique de la dynamique totalement asynchrone en dimension 1 a été amorcée par Fates,
Morvan, Schabanel et Thierry [27]. Pour étudier les effets de cette dynamique, ils ont choisi
d’étudier une classe d’automates cellulaires appelées automates cellulaires élémentaires dou-
blement quiescents (ACEDQ), sous-classe des automates cellulaires élémentaires (ACE). Ces
automates cellulaires 1D sont définis simplement mais présentent déja une grande richesse de
comportements. Les auteurs les ont classés en fonction de 'espérance de leur temps de relaxa-
tion (i.e. du temps nécessaire pour atteindre une configuration stable). Ce parametre permet de
savoir si le comportement observé expérimentalement est bien le comportement a long terme de
lautomate cellulaire. Leurs résultats sont présentés dans le tableau 9 (tiré de [27]). Le numéro
associé & un ACE provient de la notation de Wolfram [88] et le nom de la regle provient
d’une notation introduite dans I’article [27]. Les ACEDQ ont la particularité que l'intérieur des
grandes régions noires et blanches est stable. Ainsi caractériser un ACEDQ revient a décrire le
mouvement des frontiéres entre régions blanche/noire et noire/blanche (ces mouvements sont
représentés par les fleches dans le tableau) et la disparition ou la résilience des régions de taille 1
(une croix représente le fait quune cellule isolée peut disparaitre) et cette analyse a permis de
décrire précisément le comportement des diagrammes espace-temps.

Les mouvements des frontieres entre les régions s’apparentent a des processus de marches
aléatoires et la mort des régions a des processus de collectionneurs de coupons. Ainsi, les preuves
consistent a expliciter les mécanismes d’évolution apparaissant dans le comportement de ’au-
tomate cellulaire, de comprendre leurs interactions et finalement de quantifier leurs effets. Plus
tard les travaux de Gerin et Chassaing [22] ont réutilisé ces preuves pour prouver I’équivalence
entre ces automates cellulaires évoluant sur des configurations initiales bien choisies et ces pro-
cessus stochastiques. Ces mécanismes reproduisent parfois assez fidelement le comportement de
la dynamique synchrone, notamment pour les automates cellulaires exhibant un comportement
simple (classe 1 et 2 de la classification de Wolfram). En revanche, les automates cellulaires plus
sophistiqués voient leurs comportements se simplifier sous la dynamique totalement asynchrone.

Nos contributions

Dans cette these, nous étudions différents automates cellulaires sous différentes dynamiques
asynchrones. Notre but principal est de développer des outils et des méthodes pour faciliter
I’analyse de ces automates. Nos analyses visent & déterminer le temps de relaxation des auto-
mates. Ce parametre permet, outre de savoir si le comportement observé par des simulations
correspond au comportement a long terme, de séparer les automates en différentes classes et
donc de trier les différents types de comportements que nous rencontrons au cours de nos études.
De plus, comme nous ’avons vu précédemment, ’analyse du temps de relaxation de ces auto-
mates permet de comprendre et de décrire leur comportement. Nos preuves contiennent en effet
une explication et une pondération des phénomenes intervenant dans les automates étudiés. Nos
travaux sont divisés en trois parties : I’étude de la dimension 1, I’étude de la dimension 2 et enfin
I’étude de topologies plus exotiques (arbres, cliques). Dans chaque cas, nous avons développé
différentes techniques pour faire face aux probléemes posés :

— étude de la dimension 1 : nous poursuivons ’étude de Fatés et al [27]. Mais cette fois-ci,
nous nous consacrons a la dynamique a-asynchrone. Outre les phénomenes de marches
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Comportement ACE (#)| Reégle ol 10 oio 101 Convergence
Identité 204 (1) (%) . . . . 0
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222 (2) BC — - . .
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Marche aléatoire (-)(n )
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210 146 (2) | BCEFG — — v .
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150 Divergent Divergent
214 (4) BCF «— — . .
150 (1) BCFG “— «— . .

FiG. 9 — La classification du comportement des ACEDQ en régime totalement asynchrone.
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aléatoires et de collectionneurs de coupon, nous devons faire face a des transitions de
phase et des comportements trés riches (multiplication des régions, interférence entre
les différentes marches aléatoires, . ..). Tous les automates étudiés ne sont néanmoins pas
aussi complexes. Mais le nombre de mécanismes a prendre en compte et leur sophistication
nous ont obligés & développer des outils originaux (bases de masques, arbres de masques,
fonctions de poids locaux) pour faciliter 'énumération et la quantification de I'influence
de ces phénomenes et finalement obtenir une fonction potentielle possédant les bonnes
propriétés et prouvant ainsi la convergence en garantissant qu’aucun cas n’a été oublié.

— étude de la dimension 2 : cette partie est consacrée a I’étude de Minorité 2D. Cette regle
est a feedback négatif. L’analyse de ce type de regle n’est pas encore maitrisée. Minorité est
donc un sujet d’étude idéal pour comprendre ce type de comportement. Cette fois-ci, nous
devons faire face a ’évolution de formes aléatoires 2D. Nous avons défini des frontieres
pour permettre de visualiser ces formes qui nous ont permis de définir des couplages
avec d’autres processus 2D dominés par des marches aléatoires. Pour décrire 1’évolution,
nous avons proposé un formalisme graphique permettant de lire, comprendre et vérifier
facilement la correction des preuves.

— graphes d’automates : le comportement de Minorité étant particulierement intéressant,
nous avons voulu poursuivre son étude sur un graphe quelconque en espérant tirer des
informations supplémentaires sur cette regle. Nous avons obtenu un temps de relaxation
toujours polynomial sur la clique, et souvent exponentiel sur les arbres. L’approche pour
obtenir ces résultats est différente de ce que nous avons fait auparavant car nous agissons
non seulement sur la configuration initiale mais aussi sur la topologie en créant des gadgets
et en les assemblant pour obtenir le comportement recherché : celui d'une marche aléatoire
biaisée.

Plan du document

Le document est structuré de la maniére suivante : nous commencons par donner les
définitions nécessaires, puis faisons un rappel sur la théorie des probabilités et enfin présentons
les théoremes sur les fonctions potentielles et la méthode du couplage que nous utilisons par
la suite. Dans la premiere partie, nous étudions la dimension 1. Puis, la deuxiéme partie est
consacrée a I’étude de Minorité 2D avec deux relations de voisinage : von Neumann et Moore.
Dans la troisieme partie, nous étudions de nouveau la regle Minorité mais sur des topologies
plus exotiques. Enfin, nous terminons par une conclusion sur nos travaux.
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Chapitre 1

Définitions et rappels de probabilités

Dans cette partie nous rappelons les notions de base en théorie des probabilités, introdui-
sons les processus stochastiques que nous rencontrerons par la suite, définissons les automates
cellulaires asynchrones et enfin présentons les théorémes de probabilités qui nous seront utiles
par la suite.

1.1 Probabilités

Rappel de Probabilités. Dans un premier temps nous faisons un rappel sur la théorie des
probabilités. Nous simplifions volontairement certaines notions car nous présentons seulement
celles qui nous sont utiles dans le cadre de cette these.

Définition 1.1 (Univers, résultat et événement) Soit Q un ensemble appelé univers, on
appelle w € Q un résultat et A C Q un évenement. Siw € A, on dit que w réalise A.

Définition 1.2 (o-algebre) Une o-algebre F est une collection d’événements telle que :
— [’événement impossible () et I’événement certain Q2 sont dans F.
~ Si A est dans F, alors A vy est aussi.
— 81 Ay, Ag, ... sont dans F, alors U2 | Ay, y est aussi.

Définition 1.3 (Mesure de probabilité) Une mesure de probabilité P sur (2, F) est une
fonction P : F — R tel que :

— pour tout A€ F,0< P(A) <1,

- P(Q) =1,

~ pour tous événements Ay, As, ... deux d deux disjoints, P(U 1 Ax) = > pey P(Ak).
P(A) est appelé la probabilité de l’événement A.

Définition 1.4 (Espace de probabilité) Un espace de probabilité est un triplet (2, F, P).

Définition 1.5 (Indépendance) Deuzx événements A et B  sont indépendants
st P(ANB) = P(A)P(B).

Définition 1.6 (Probabilité conditionnelle) La probabilité conditionnelle de A sachant B

notée P(A|B) est définie comme PI(;?E?)
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Définition 1.7 (Variable aléatoire discréte) Une variable aléatoire discrete définie sur
Uespace de probabilité (2, F, P) est une fonction X : Q — E ou E est un ensemble dénombrable
tel que pour tout x € E, l'ensemble {X = z} = {w; X (w) = x} est un événement de F. On dit
que X prend ses valeurs dans E.

Définition 1.8 (Distribution de probabilité) La distribution de probabilité d’une variable
aléatoire X prenant ses valeurs dans E dénombrable est la fonction v : E — [0,1] qui pour tout
élément i de E lui associe P({X =1i}).

Certains comportements peuvent étre modélisés par une variable aléatoire. Ainsi, dans la
littérature, certaines variables aléatoires ont été analysées en détail. Nous ne présenterons ici
que les variables aléatoires suivant une loi géométrique de parametre p. Ces variables servent a
modéliser la question suivante :

Une piece lancée en ’air retombe avec probabilité p sur pile et avec probabi-
lité 1 — p sur face. Combien de fois faut-il la lancer pour obtenir pile ?

Définition 1.9 (Loi géométrique de parameétre p) Soitp € [0, 1], une variable aléatoire X
sutt la loi géométrique de paramétre p si pour tout i € N*

P(X =i)=(1-p)'p.

Définition 1.10 (Convergence presque sire) Une suite (Xp)p>1 de variables aléatoires
converge presque stirement vers une variable aléatoire X si :

P{we: nh_)rgoXn(w) =X(w)})=1.

Définition 1.11 (Espérance) Pour une variable aléatoire X prenant ses valeurs dans E C R
dénombrable, nous définissons son espérance E[X]| comme :

E[X]=> aP(X =u).

zel

Proposition fondamentale 1.12 (Linéarité de 1’espérance) Soit une suite quelconque de
variables aléatoires Xo, ..., Xy alors

N N
B[} Xi] =) E(X)
1=0 =0

Sous réserve que la somme est absolument convergente.

Définition 1.13 (Espérance conditionnelle) Pour une wvariable aléatoire X prenant ses
valeurs dans E C R dénombrable, nous définissons son espérance conditionnelle sachant
l’événement A, notée E[X|A], comme :

E[X|A] =) aP(X = z|A).
zeFE

Soit Y une autre variable aléatoire discréte prenant ses valeurs dans F, on peut définir la
fonction ¥ : F — R par ¥(y) = E[X|Y = y] pour tout y € F. On définit alors la variable
aléatoire E[X|Y] comme ¥(Y).
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Notation 1.14 (Suite indépendante et identiquement distribuée) Une suite de va-
riables aléatoires (Xy)n>1 indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) est une suite de
variables aléatoires indépendantes et ayant la méme distribution de probabilités.

Définition 1.15 (Processus stochastique discret) Un processus stochastique & temps dis-
cret est une suite de variables aléatoires discretes (Xi)ieny prenant leurs valeurs dans un en-
semble E appelé Vensemble des états. Si Xy = i on dit que le processus est dans l’état i au
temps t.

1.1.1 Chaines de Markov

Les chaines de Markov sont des processus stochastiques représentant, entre autres, les au-
tomates cellulaires asynchrones du point de vue de la théorie des probabilités.

Définition 1.16 (Chaine de Markov homogéne) Soit (X¢)ien un processus stochastique a
temps discret sur un ensemble d’états E. Ce processus est une chaine de Markov homogene si
pour tout entier t > 0 et pour toute suite d’états ig,t1,...,%—1,%,7,

P(Xip1 =j|Xe =14, X4 1 =t4—1,..., X0 =10) = P(Xy41 = j| Xy = 1) = P(Xq = j|Xo = 1)

Nous ne considérons ici que des chalnes de Markov homogenes. Par abus de langage, nous
parlerons donc seulement de chaines de Markov par la suite, homogenes étant sous-entendu.

Définition 1.17 (Matrice de transition) La matrice de transition P = {p;;}ijer d’une
chaine de Markov (Xy)ien est définie par :

pij = P(Xip1 = j| X = i).

Définition 1.18 (Distribution initiale) La variable aléatoire X est appelée I'état initial et
sa distribution de probabilité vy, vy(i) = P(Xo = 1), est appelée la distribution initiale.

Définition 1.19 (Distribution) La distribution au tempst de la chaine de Markov est le vec-
teur ligne vy, ot v (i) = P(X; = i). Elle est déterminée par la distribution initiale et la matrice
de transition P de la chaine de Markov. Il s’ensuit que v;1 = 1, P et donc, en itérant, vy = voPt.

Définition 1.20 (Distribution stationnaire) Une distribution v* est stationnaire si et
seulement si pour tout i € E, v*(i) >0, Y ,cpv*(i) =1 et v* = v*P.

Définition 1.21 (Graphe de transition) Le graphe orienté de transition, G, d’une chaine
de Markov est défini comme suit :

— son ensemble des sommets est l’ensemble des états E de la chaine de Markov;

— 1l existe un arc de l'état i vers [’état j si et seulement si p;; > 0 ; et cet arc a un poids p;;.

Définition 1.22 (Attracteur) Un attracteur A est un ensemble d’états fortement connexe
mazximal pour Uinclusion dans le graphe de transition de la chaine de Markov. On parle parfois
aussi de classe irréductible.

Définition 1.23 (Ensemble limite) L’ensemble limite A est l'union de tous les attracteurs
de la chaine de Markov.

Définition 1.24 (Etat transitoire et état récurrent) Un état est récurrent si une chaine
de Markov passant par cet état y revient presque sturement, sinon il est transitoire.
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Dans le cas ou ’ensemble des états est fini, alors un état est récurrent si et seulement s’il
appartient a ’ensemble limite.

Définition 1.25 (Apériodique) Une chaine de Markov est apériodique si pour tout sommet
de son graphe de transition le PPCM de la longueur des cycles du graphe de transition passant
par ce sommet est égal a 1.

Dans notre cas, nous ne considérons que des chaines de Markov ou pour tout état i, p; > O.
Ces chaines de Markov sont donc toujours apériodiques.

Proposition 1.26 (Convergence) Soit (X;)¢>0 une chaine de Markov apériodique définie sur
un ensemble fini d’états et une distribution initiale vy. La suite de distributions (v4)¢>0 converge
presque stirement vers une distribution stationnaire V' ot pour tout état transitoire i, V(i) = 0.

1.1.2 Marches aléatoires

Les marches aléatoires sont des processus stochastiques représentant des déplacements
aléatoires sur une ligne, une grille, etc. Nous nous restreignons ici aux marches aléatoires 1D
(sur une ligne). Leur comportement a été intensivement analysé; il est maintenant connu en
détails dans de nombreux cas. Ces processus apparaissent dans le comportement des automates
cellulaires que nous allons étudier.

Définition 1.27 (Marche Aléatoire) Une marche aléatoire de paramétre p € [0,1] est un
processus stochastique (X¢)i>o0 prenant ses valeurs dans Z tel que P(Xip1 = Xe +1) = p
et P(Xi41 =Xy — 1) =1 —p. On dit que la marche aléatoire est biaisée quand p # 0.5.

1.1.3 Collectionneur de coupons

Considérons une urne contenant N balles. A chaque tentative, un joueur choisit une balle
au hasard et la remet dans 'urne. Le joueur gagne au moment ou il a tiré au moins une fois
chaque boule. Combien de tentatives devra-t-il faire? Ce probléme est connu sous le nom de
collectionneur de coupons et se modélise de la facon suivante :

Définition 1.28 (Collectionneur de coupons) Considérons [’ensemble {1,...,N}, on
définit une suite de variables aléatoires (X¢)e> 1. 4. d. telles que pour tout t > 0 et pour
touti € {1,...,N}, P(Xy =1i) = +. Soit T la variable aléatoire définie par

Tzrg1>i(1)1{t:5|t1,...,tN§ttelquethzl,...,XtN:N}.

L’étude de cette variable aléatoire est connue sous le nom du probléme du collectionneur de
coupons.

Proposition 1.29 Pour un collectionneur de coupons ot il y a N coupons, E[T] = N x H(N)
ou H(n) =Y 1+ ~Inn.

1.1.4 Moyenne du maximum de n variables aléatoires i.i.d. suivant la loi
géométrique de parametre p.

Considérons la suite de variables aléatoires (X;)i<i<p i.i.d. suivant la loi géométrique de
parametre p. Considérons la variable aléatoire T" suivante

T = X;).
g%{ i)
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L’étude de T est un probleme classique. Une récapitulation des résultats connus peut étre
trouvée dans les travaux d’Eisenberg [19]. Nous n’aurons besoin que du résultat basique suivant :

1 "1 1 "1
—— = N I<ET<1-— Y 2.
ln(lp)iz;i < BlT] < ln(lp)iz(;i

Et donc :

Proposition 1.30 La moyenne du maximum de n variables aléatoires i.i.d. suivant la loi

géométrique de paramétre p est @(ln_d%z)),

1.2 Automates cellulaires asynchrones

1.2.1 Définition

Définition 1.31 (Automate cellulaire) Un automate cellulaire est un quadruplet constitué
de :

— un ensemble de cellules, représenté sous la forme d’un groupe (T, +).

— un ensemble d’états Q) fini.

— un voisinage V' qui est un sous-ensemble de T.

— une fonction de transition ¢ : Q¥ — Q.

Quand un chapitre est dédié a un automate spécifique, nous utiliserons, par abus de nota-
tion, & pour désigner la regle de transition de 'automate considéré. Ainsi selon le chapitre, la
fonction de transition désignée par d n’est pas la méme. Nous spécifions toujours en début de
chapitre quelle regle est associée a §.

Définition 1.32 (Configuration et voisinage) Une configuration ¢ est wune fonc-
tionc: T — @ ; soiti € T, ¢; est 'état de la cellule i dans la configuration ¢ et le voisinage de
la cellule i est l’ensemble des cellules {k :3j € V,i+ j = k}.

Définition 1.33 (Dynamique) Une dynamique (D)cn est une suite de variables i.i.d. ot
pour chaque t > 0, D' C T. Au temps t, on dit que toute cellule appartenant a D' se met &
jour.

Définition 1.34 (Trajectoire) FEtant donné un automate cellulaire asynchrone, une configu-
ration ¢ appelée configuration initiale et une dynamique (D?);>o, une trajectoire est une suite
de variables aléatoires (c')y=o ot pour tout t > 1, la variable aléatoire ¢t désigne la configuration
au temps t et elle est définie de la facon suivante :

T
cﬁ_l sinon

i { 5(c™Y) siie D!

Par abus de langage, d(c;) désigne I’état renvoyé par la fonction de transition ¢ appliquée
aux états des cellules du voisinage de la cellule ¢ dans la configuration c. Pour ¢ > 0, quand la
dynamique D? est explicite, §(c!) représente la variable aléatoire c'*1.

Définition 1.35 (Transition active) Une transition est un élément de QV et elle est active

pour la fonction de transition 0 si une cellule, dont les états de son voisinage correspondent a
cette transition, change d’état quand elle est mise a jour.
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Définition 1.36 (Cellule active) Une cellule est active dans la configuration c si elle change
d’état quand elle se met a jour. Si une cellule n’est pas active, elle est dite inactive.

Définition 1.37 (Configuration stable) Une configuration ¢ est stable si  pour
tout i € T, 6(c;) = ¢; (i.e. toutes les cellules de la configuration sont inactives).

Considérons une trajectoire (c');>o. Si ¢* est une configuration stable, alors pour tout ¢’ > ¢,
onac =ctetcela quelle que soit la dynamique. Remarquons que la dynamique choisie n’influe

pas sur le fait qu'une configuration soit stable ou non.

Définition 1.38 (Temps de relaxation) On dit qu’une trajectoire (>0
converge presque sirement & partir de la configuration initiale & si la  wvariable
aléatoire T, = min{t : ¢! est stable} est finie avec probabilité 1. La variable aléatoire T
est appelée le temps de convergence! depuis ®. On appelle temps de relaxation la valeur
MaX configuration v E[T,]. Abusivement, nous dirons que l'automate cellulaire diverge si son temps

de relaxation est infini.

L’objet de cette these est d’évaluer le temps de relaxation pour différentes fonctions de
transition sous les dynamiques asynchrones. Nous verrons que cette étude permet de décrire
assez précisément le comportement des automates considérés.

1.2.2 Les automates cellulaires considérés dans cette theése

Les automates cellulaires peuvent étre extrémement variés. Dans cette these, nous étudions
I'influence des dynamiques asynchrones. Nous utilisons les ensembles de cellules, les ensembles
d’états et les voisinages les plus usités. Ainsi, le comportement de ces automates cellulaires
est généralement connu dans le cas de la dynamique synchrone, classiquement utilisée dans
la littérature, et les changements de comportements constatés sont dus aux dynamiques asyn-
chrones.

Ensemble d’états

Dorénavant nous considérons toujours que l’ensemble d’états @ est {0,1} (0 correspond a
blanc et 1 & noir dans les figures).

Ensemble de cellules

Nous allons utiliser les différents ensembles de cellules suivants :
— Ensemble infini de cellules : nous considerons Z la grille infinie de cellules de dimension d.
— Ensemble torique fini de cellules 1D et 2D : étant donné un entier positif n (resp. deux
entiers positifs n et m), on note T, = Z/nZ (rvesp. Ty m = Z/nZ x Z/mZ) le tore fini de
dimension 1 (resp. 2). En dimension 2, on désigne par N = n x m le nombre de cellules.
Par abus de langage, on parlera de configurations 1D finies quand ’ensemble des cellules est
fini torique de dimension 1, de configurations 1D infinies quand ’ensemble des cellules est
infini de dimension 1, de configurations 2D finies quand ’ensemble des cellules est fini torique
de dimension 2 et de configurations 2D infinies quand ’ensemble des cellules est infini de
dimension 2. Nous travaillons en dimension 1 dans la partie I et en dimension 2 dans la partie I1.

'Le temps de convergence est également appelé parfois temps d’absorption.
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Voisinage

Les voisinages que nous utilisons sont les voisinages 1D et 2D des plus proches voisins les
plus couramment utilisés :
— Voisinage 1D : En dimension 1, on appelle voisinage premier le voisinage {—1,0, 1}.
— Voisinage de von Neumann (2D ) : En dimension 2, on appelle voisinage de von Neumann
le voisinage des 4 plus proches voisins :

{(07 _1)7 (_17 0)7 (07 0)7 (170)7 (07 1)}

— Voisinage de Moore (2D ) : En dimension 2, on appelle voisinage de Moore le voisinage
des 8 plus proches voisins :

{(_17 _1)7 (07 _1)7 (_17 0)7 (_17 1)7 (070)7 (17 _1)7 (170)7 (07 1)7 (17 1)}

Dynamique

La dynamique synchrone est la dynamique sous laquelle évoluent classiquement les auto-
mates cellulaires, notre but est d’étudier les dynamiques asynchrones :

— Dynamique synchrone : La dynamique (D')¢>( ol pour tout ¢ > 0, D' = T est la dyna-

mique synchrone (cette dynamique est déterministe).

— Dynamique totalement synchrone : Quand ’ensemble de cellules est fini, on parle de
dynamique totalement asynchrone (D');>o quand V¢t > 0, D! contient une seule cellule
choisie aléatoirement de maniere uniforme parmi T.

— Dynamique a-synchrone : Une dynamique (D)o est a-asynchrone quand Vt > 0, chaque
cellule indépendamment les unes des autres a une probabilité o d’appartenir & D'. La
valeur « est appelée le taux d’asynchronisme.

La dynamique a-asynchrone est équivalente & la dynamique synchrone quand o = 1. Abusi-
vement, nous désignerons par o« = 0 la dynamique totalement asynchrone. Lorsque nous parlons
de dynamiques asynchrones, nous désignons les deux dynamiques totalement asynchrone et a-
asynchrone.

Définition 1.39 Soit § une régle de transition, T,, (resp. Ty, o) est le temps de relazation de 0
sur une configuration de taille n en dynamique totalement asynchrone (resp. a-asynchrone).

Temps de relaxation d’une regle de transition

Le temps de relaxation d’un automate cellulaire dépend bien entendu de la régle de transition
de 'automate mais également de la taille de la configuration (et du taux de synchronisme « dans
le cas de la dynamique a-asynchrone). Pour une régle de transition donnée, nous cherchons a
encadrer le temps de relaxation de cette regle sur différentes topologies de la maniere suivante :

Notation 1.40 Soit f : N — R*. Le temps de relazation T d’une régle de transition § en
dynamique totalement asynchrone est :
— T = O(f) sl existe des contantes k > 0 et N telles que pour tout n > N, T, < kf(n).
- T =Q(f) s’il existe des contantes k >0 et N telles que pour tout n > N, T), > kf(n).
~T=0(f) siT=0(f) et T =Q(f).

Notation 1.41 Soit f : Nx]0,1[— R*. Le temps de relazation T d’une régle de transition &
en dynamique a-asynchrone, est :
- T = O(f) s’il existe des contantes k > 0 et N telles que pour tout n > N et o €]0, 1],
Tha < kf(n,a).
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- T = O(f) s’il existe des contantes k > 0 et N telles que pour tout n > N et o €]0, 1],
Tha > kf(n,a).
- T=0(f) siT=0(f) et T =Q(f).

1.3 Les automates cellulaires sont des chaines de Markov

Nous considérons dans cette partie les automates cellulaires dont ’ensemble des cellules est
fini. Etudier la trajectoire d’un tel automate cellulaire revient & considérer une chaine de Markov
ou l'ensemble des états de la chaine de Markov correspond a ’ensemble des configurations
possibles de I'automate cellulaire (ensemble fini de taille QI ). Considérons deux états i et j
de la chaine de Markov, la probabilité p;; est égale a la probabilité de passer de la configuration
correspondant au macroétat ¢ a la configuration correspondant au macroétat j en un pas de
calcul sous la dynamique considérée de 'automate cellulaire.

Chaque configuration stable de 'automate cellulaire est un attracteur de la chaine de Mar-
kov. Le fait qu'une configuration soit stable ne dépend pas de la dynamique. Par contre, 'exis-
tence d’autres attracteurs constitués de plusieurs configurations peut dépendre de la dynamique.
Si pour une dynamique donnée, tous les attracteurs sont constitués d’une unique configuration
stable, alors par le lemme 1.26, la dynamique converge presque stirement a partir de n’importe
quelle configuration initiale. Nous verrons que nous nous trouvons souvent dans ce cas. Ainsi,

Fait 1.42 (Convergence presque siire des automates cellulaires de taille finie)

Un automate cellulaire probabiliste fini dont les attracteurs sont réduits a des singletons
converge presque sturement a partir de nimporte quelle configuration initiale vers une de ses
configurations stables.

Etudier le comportement des automates cellulaires en tant que chaine de Markov n’est pas
aisé du fait de la taille de I’ensemble des états de la chalne de Markov. C’est pourquoi nous
utilisons une autre approche.

1.4 Fonctions potentielles

Un moyen pour étudier un processus stochastique (X;);>o prenant ses valeurs dans l'en-
semble E est de lui associer une fonction potentielle.

Définition 1.43 (Fonction potentielle) Considérons un processus stochastique (Xt)¢>o pre-
nant ses valeurs dans E. Une fonction potentielle F' est une fonction F : E — R.

Notation 1.44 (Variation d’une fonction potentielle) Considérons un processus stochas-
tique (X¢)i>o0 et une fonction potentielle F. La variation de F' au temps t est la variable
aléatoire :

A(F(X0) = F(Xi11) - F(X0).

Cette fonction est habituellement définie de telle fagon qu’a chaque pas de temps t,
Pespérance de sa variation E[AF(X,)] est soit toujours négative, soit toujours positive, soit
toujours nulle. Les théoréemes suivants permettent d’extraire des informations sur le processus
quand une telle fonction existe.

Proposition 1.45 (Fonction potentielle strictement décroissante en moyenne [27])
Considérons un processus stochastique (Xi)i>0, un entier m > 0 et une fonction poten-
tielle F : E — [0,m]. Supposons que si F(X;) > 0, alors E[AF(X;)|Xt] < —e pour une certaine

constante € > 02. Soit T = min{t : F(X;) < 0} la variable aléatoire qui correspond au premier

2Dans ce cas on parle aussi de fonction de Lyapunov.
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temps t ou F(X:) <0. Alors en posant fo = E[F(Xo)], on a

E[T] < @.
€
Proposition 1.46 (Fonction potentielle décroissante en moyenne [27]) Considérons
un processus stochastique (X¢)i>0 un entier m > 0 et une fonction potentielle F': E — [0,m)].
Supposons que si m > F(X;) > 0, alors E[AF(X3)|X:] < 0 et P(JAF(Xy)| > 11Xy) > €
pour une certaine constante € > 0 et si F(X;) = m, alors E[AF(X)|X:] < —e

Soit T =min{t: F(X;) <0} la wvariable aléatoire qui correspond au premier temps t
ot F(X;) <0. Alors en posant fo = E[F(Xo)],

E[T] < f0(2m + 1-— fo)
- 2¢ ’

Si notre processus correspond & un automate cellulaire, la fonction potentielle asso-
cie un poids & chaque configuration. Nous choisissons nos fonctions potentielles de telle
sorte qu’elles associent un poids négatif ou nul seulement aux configurations stables. La va-
riable T' = min{t¢ : F'(X;) < 0} est alors un majorant du temps de relaxation de notre automate
cellulaire asynchrone.

Notons qu’il existe des théoremes équivalents dans le cas ou la fonction potentielle est crois-
sante en moyenne, strictement ou pas.

Proposition 1.47 (Fonction potentielle strictement croissante en moyenne [27])
Considérons un processus stochastique (X¢)i>o0,un entier m > 0 et une fonction poten-
tielle F': E — [0, m]. Supposons que si F(X;) < m, alors E]AF(X:)|X:] > € pour une certaine
constante € > 0. Soit T'=min{t : F(X;) > m} la variable aléatoire qui correspond au premier
temps t ou F(X;) > 0. Alors en posant fo = E[F(Xo)], on a

E[r] < m=fo.

€

Proposition 1.48 (Fonction potentielle croissante en moyenne [27]) Considérons un
processus stochastique (X¢)i>0 un entier m > 0 et une fonction potentielle F': E — [0, m].
Supposons que si 0 < F(X;) < m, alors E[AF(X3)|X:] > 0 et P(JAF(Xy)| > 11Xy) > €
pour une certaine constante ¢ > 0 et si F(Xy) = 0, alors E[AF(X:)|X:] < —e.
Soit T =min{t: F(X;) >m} la wvariable aléatoire qui correspond au premier temps t
ot F(Xy) > m. Alors en posant fo = E[F(Xo)],

E[T] < (m— fo)(m+1+ fo)‘
- 2¢

1.5 Couplage

Un couplage est une méthode probabiliste permettant d’étudier un processus stochastique a
partir d’un autre processus stochastique dont on connait déja le comportement. Concretement
il s’agit de deux processus stochastiques opérant sur le méme espace de probabilité.

Vecteur de variables aléatoires. Considérons plusieurs variables aléatoires X1,..., X, ol
une variable aléatoire X; prend ses valeurs dans un ensemble E;. X = (Xi,...,X,) est un
vecteur aléatoire. Sin = 2, on parle de couple aléatoire. Un vecteur aléatoire est également une
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variable aléatoire qui prend ses valeurs dans F = E; X ... X E,. La loi de la variable X est
donnée par :
px(z) =P(X =2)=P(X1=21,...,Xp = 2p).

La loi de la variable X est appelée loi jointe tandis que les lois des variables X; sont appelées
lois marginales.

Couplage. Dans le cas d’un couplage, nous allons étudier un processus aléatoire fait de couples
aléatoires.

Définition 1.49 (Couplage) Considérons deux processus aléatoires (Xi)i>o sur Q et (Yz)i>o0
sur €. Un couplage de ces deux processus aléatoires est un processus aléatoire Zy = (X{,Y/)i>0
sur (2 x Q) ou pour tout t, la loi marginale X/ et la loi de X; sont identiques et la loi margi-
nale Y/ et la loi de Y; sont identiques.

Méme si pour tout ¢ > 0, les lois marginales sont fixées par (X;)i>0 et (Yi)r>0, il existe
plusieurs facons de définir la loi jointe.

Un premier exemple. Considérons p € [0, 1] et le processus stochastique Z; = (X¢, Y:)t>0
prenant ses valeurs dans Z2, tel que :

~ P(XtH = Xt + 1) = p et cela indépendamment des variables aléatoires (Y;)¢>o.

— P(X'™! = X; — 1) =1 — p et cela indépendamment des variables aléatoires (Y;)i>0.

- Pyt = Yt —|— 1) = p et cela indépendamment des variables aléatoires (X;)i>0.

— P(Y'! =Y; — 1) =1 — p et cela indépendamment des variables aléatoires (X;)¢>o-
Les processus aléatoires (X;);>0 et (Y;):>0 sont deux marches aléatoires de parametre p. Dans
ce couplage, la valeur | Xy — Y;| peut devenir arbitrairement grande.

Maintenant, considérons le processus stochastique Z] = (X/,Y/)t>o prenant ses valeurs
dans Z2, tel que :
- X\=Yy=0.

— Avec probabilité p, X{ ;= X;+1et Y/ =Y/ +1

— Avec probabilité 1 —p, X/, =X/ -1let Y/, =Y/ -
Les processus aléatoires (X7)i>0 et (Y/)i>0 sont, pris séparément, deux marches aléatoires de
parametre p. Mais dans ce cas, la valeur |X] — Y/| est toujours nulle.

Un deuxiéme exemple. Le but d’un couplage est d’étudier les propriétés d’'un processus
stochastique a partir des propriétés d’un autre processus stochastique.

Considérons p et p' € [0,1] tel que p > p’ et le processus stochastique Z; = (X, Y:)i>0
prenant ses valeurs dans Z?2, tel que :

- Xo=Yy=0.

— Avec probabilité p/, X;y1 = Xy +1et Vi =Y, + 1.

— Avec probabilité p —p/, Xy11 = Xy +1et Vi1 =Y, — 1.

— Avec probabilité 1 —p/, Xy1 =Xy —1let Vi =Y, — 1.
Le processus aléatoire (X/);>0 est une marche aléatoire de parametre p et le processus
aléatoire (Y/);>o est une marche aléatoire de parametre p’. Dans ce cas, la valeur X, — Y/
est toujours positive. Ainsi, pour tout ¢ > 0 et pour tout x € Z, nous obtenons le
résultat P{X; > z} > P{Y; > z}. Connaitre P{Y; > =} donne des informations sur P{X; > x}.

Par la suite, nous allons coupler les trajectoires (c!);>¢ de nos automates avec des marches
aléatoires (Y;)¢>o (données par la fonction potentielle, ¥; = F(c!)), telles que si la marche
aléatoire descend sous zéro, la configuration ¢! est stable.
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Chapitre 2

Présentation de la problématique

Dans ce chapitre, nous proposons une analyse du temps de relaxation des automates cellu-
laires doublement quiescents en dynamique a-asynchrone. Le cas de la dynamique totalement
asynchrone a déja été traité par Fates et al [27]. Dans cette étude, ils ont isolé les différents
phénomenes intervenant dans I’évolution de ces automates. Ensuite, ils ont exhibé des motifs
qui traduisent, sur les configurations, la facon dont agissent ces mécanismes. Puis, ils ont associé
un poids aux configurations en fonction de I'importance de ces motifs pour obtenir une fonction
potentielle sur les configurations. Si les poids sont définis correctement, alors la fonction poten-
tielle permet de conclure grace a 'un des théoremes 1.45 ou 1.46. Les phénomenes qu’ils ont
rencontrés sont des marches aléatoires et des collectionneurs de coupons. Dans notre étude de la
dynamique a-asynchrone, nous devons faire face a des transitions de phase, a la multiplication
des régions, a des collisions entre les régions, etc. La présence de ces nouveaux phénomenes
nous oblige a exhiber des motifs plus grands et donc a gérer plus de cas. Nous avons raffiné
leur méthode et développé un formalisme (bases de masques) qui n’attribue plus les poids aux
configurations mais les attribue directement aux cellules en fonction de leur voisinage. Ceci per-
met d’étre plus précis dans la définition des poids et permet une meilleure lisibilité des preuves.
De plus, notre formalisme assure que nos énumérations de cas sont exhaustives. Ainsi, nous
avons réussi a caractériser le comportement de 52 des 64 automates cellulaires considérés. Les
automates restants sont les plus complexes, mais nous avons des résultats partiels pour deux
d’entre eux. Pour le premier, la difficulté réside dans le grand nombre de phénomeénes régissant
I’évolution de l'automate; nous ne savons pas encore tous les gérer. Mais nous avons exhibé
une plage de valeur de a ou certains d’entre eux deviennent négligeables et nos outils nous ont
permis de gérer ceux qui restaient. Dans le deuxieme cas, l'analyse d’une transition de phase,
nous avons utilisé une approche différente en établissant un lien avec la percolation dirigée grace
a un couplage. Ceci nous a permis d’obtenir une borne supérieure sur la valeur critique de la
transition de phase.

Nous commengons par donner les définitions nécessaires dans la section 2.1, puis nous
présentons informellement le comportement de ces automates cellulaires en dynamique asyn-
chrone dans la section 2.2. Ensuite nous présentons brievement les résultats de ’analyse de la
dynamique totalement asynchrone faite par Fates et al [27] dans la section 2.3. Puis nous consa-
crons le chapitre 3 & la présentation de nos outils que nous mettons en oeuvre pour analyser la
dynamique a-asynchrone de 52 automates [28]. Enfin nous consacrons le chapitre 4 & ’automate
cellulaire élémentaire BCF(214) [79], un automate ou un grand nombre de phénomenes inter-
agissent, et le chapitre 5 & automate cellulaire élémentaire BCDEFG(178) [78], un automate
qui présente une transition de phase.
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2.1 Les automates cellulaires élémentaires doublement quies-
cents

Définition 2.1 (Automate cellulaire élémentaire (ACE)) Un automate cellulaire est dit
élémentaire si :
— son ensemble de cellules est soit un tore fini de dimension 1, soit une ligne infinie de
cellules.
— son ensemble d’états est {0,1}.
— son voisinage est le voisinage premier.

A part dans le chapitre 5, nous travaillons toujours sur le tore fini. La fonction de transition
d’'un ACE est donc une fonction 6 : {0,1}3 — {0, 1}. Il existe donc 28 = 256 ACE différents.

Nous utilisons ici une numérotation des ACE issue des travaux de Fates et al [24]. Cette
notation simplifie la lecture des regles de 'automate pour les analyses en régime asynchrone.

Notation 2.2 (Notation des ACE) Chaque ACE est entiérement déterminé par la liste de
ses transitions actives. Nous indexons chaque transition active par une lettre comme suit :

label A B C D E F G H

zyz | 000|001 100 | 101 | 010 [ 011 | 110 | 111
S(zy,2) | 1 | 1 | 1 | 1| o] o] o] oO

nous indexons chaque ACE par I’ensemble de ses transitions actives. Quand nous disons qu’une
cellule se trouve dans le voisinage A ou B ou ... ou H cela veut dire que le motif correspondant
a son voisinage est celui de la transition nommée.

La communauté des automates cellulaires utilise une numérotation des ACE introduite par
Wolfram [88]. La notation précédente est plus explicite dans notre cas. Nous préciserons toujours
les deux notations.

Notation 2.3 (Numérotation des ACE : Wolfram) La régle de transition § d’un ACE as-
socie & chaque transition état 0 ou l’état 1. En classant les 8 transitions par ordre lexicogra-
phique, on obtient un nombre de 8 bits ou le bit de poids le plus faible représente le résultat
par 0 de la transition 000 et le bit de poids le plus fort le résultat par § de la transition 111. En

convertissant ce nombre binaire en décimal, on obtient le numéro de l’automate compris entre 0
et 255.

Nous allons étudier le temps pour atteindre une configuration stable. Malheureusement, cer-
tains ACE n’admettent aucune configuration stable. Pour éviter ce probleme, nous commengons
par étudier la classe des automates cellulaires élémentaires doublement quiescents qui admettent
toujours deux configurations stables : la configuration tout-blanc et la configuration tout-noir.
Ces automates présentent déja une grande richesse de comportement.

Définition 2.4 (Automate cellulaire élémentaire doublement quiescent (ACEDQ))
Un état q est quiescent pour un automate cellulaire élémentaire si 0(q,q,q) = q. Un ACE est
doublement quiescent si et seulement si I’état O et I’état 1 sont quiescents (i.e. les transitions A
et H sont inactives).

Il existe 64 ACEDQ. Notons que certains de ces automates sont équivalents par symétrie
noir/blanc des états, symétrie gauche/droite des configurations. Ainsi, il n’existe que 88 regles
réellement différentes parmi les ACE [88] et 24 parmi les ACEDQ [27]. Nous n’étudions qu’'un
représentant de chacune des 24 classes ’ACEDQ. La liste de ces 24 ACEDQ est donnée dans
la figure 2.1.
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Définition 2.5 (Régions et frontieres) Une 1-région (resp. O-région) est un ensemble
connexe mazximal de cellules toutes dans I’état 1 (resp. 0). Si la configuration n’est pas la confi-
guration stable tout-noir (resp. tout-blanc), la frontiere gauche d’une 1-région (resp. 0-région)
est entre les deux cellules voisines correspondant au motif 01 (resp. 10) tel que la cellule dans
létat 1 (resp. 0) soit dans la 1-région (resp. 0-région). La frontiere droite d’une 1-région (resp.
0-région) est entre les deux cellules voisines correspondant au motif 10 (resp. 01) tel que la
cellule dans Uétat 1 (resp. 0) soit dans la 1-région (resp. 0-région)

Par définition des ACEDQ), toutes les cellules actives se trouvent sur les frontiéres entre les
régions. Les cellules a I'intérieur des régions sont inactives.

2.2 Présentation du comportement des ACEDQ sous une dy-
namique asynchrone

La figure 2.1 présente les diagrammes espace-temps des 24 ACEDQ représentant chacun
une des classes. La configuration initiale de longueur n = 100 est choisie aléatoirement. Nous
faisons varier o de 0 (dynamique totalement asynchrone) a 1 (dynamique synchrone) par pallier
de 0.25. La derniere colonne représente 1’évolution de la densité des cellules noires au cours
du temps sous la dynamique totalement asynchrone (un point est tracé tous les 100000 pas de
temps). Cette classe présente une grande variété de comportements.

— Treize classes (ACE de -(204) & EFG(128), BF(198) et BG(142) sur la figure 2.1 page
40) ne semblent pas subir de changements importants entre leur fonctionnement sous la
dynamique synchrone et leur fonctionnement sous les dynamiques asynchrones.

— Six autres (ACE de BCDEF(242) a BDEG(170), BEF(194) et BEG(138) sur la fi-
gure 2.1 page 40) présentent un changement brutal de comportement au passage de la
dynamique synchrone a la dynamique a-asynchrone : ils convergent en temps polynomial
vers 'une des configurations stables (tout-blanc ou tout-noir) sous une dynamique asyn-
chrone (méme lorsque le taux d’asynchrone est proche de 1), tandis qu’ils divergent sous
la dynamique synchrone. Leurs diagrammes espace-temps exhibent des comportements de
marches aléatoires. Néanmoins, ’ACE BCF(194) présente une particularité : le temps de
relaxation est plus rapide en dynamique a-asynchrone qu’en dynamique synchrone. Les
comportements les plus intéressants sont parmi les cinqg ACE restants.

— Les ACE BCEF(210) et BCF(214) divergent sous la dynamique synchrone, semblent
converger vers la configuration stable tout-noir en temps polynomial sous la dynamique
a-asynchrone et, sous la dynamique totalement asynchrone, ’ACE BCEF(210) converge
vers la configuration stable tout-blanc en temps exponentiel tandis que '’ACE BCF(214)
diverge. Ces deux ACE présentent donc un comportement particulier qui ne peut se pro-
duire que sous la dynamique a-asynchrone.

— Les diagrammes espace-temps des ACE BCDEFG(178) et BCEFG(146) évoluent
constamment quand « croit, ils présentent une transition de phase pour une valeur a,
respectivement o/, telle que si 0 < a < a (respectivement 0 < a < @), ils convergent en
temps polynomial et si 1 > a > a, (respectivement 1 > « > ), ils convergent en temps
exponentiel et divergent sous la dynamique synchrone.

— Finalement, ’ACE BCFG(150) semble converger en temps exponentiel quand 0 < o < 1
et diverger dans les autres cas. Mais, il ne semble pas présenter de structure, les configu-
rations semblent tirées aléatoirement.
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Fia. 2.1 — Présentation du comportement des 24 types de ACEDQ sous les dynamiques totale-
ment asynchrone et a-asynchrone (nous avons utilisé le simulateur Fiatlux [23]).
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2.3 Analyse de la dynamique totalement asynchrone : résultats
antérieurs

Les travaux de Fatés et al [27] ont permis d’analyser le temps de relaxation des 24 ACEDQ
et de classifier leur comportement sous la dynamique totalement asynchrone. Ces résultats sont
rassemblés dans les premieéres colonnes du tableau 3.1 page 44 (ce tableau contient également
nos résultats sur la dynamique a-asynchrone que nous présentons dans le reste de cette partie).
Ils reposent sur I’étude de I’évolution des O-régions et 1-régions dans les diagrammes espace-
temps. Comme une seule cellule se met a jour a chaque pas de temps et que les transitions A
et H sont toujours inactives, il existe 6 types de mises a jour différentes, une pour chaque
transition B, C, D, E, F et G. Ces six types de mises & jour provoquent I’apparition de trois
types de phénomenes qui modifient les régions :

Mouvement des Mouvement des Suppression
frontiéres 01 frontieres 10 d'une région
— _—>
temps t+1
st B S,
! ! !
- > -
temps t+1
temps t Ei;‘
F ! !

Analyse en totalement asynchrone.

— Les transitions B et F agissent sur les frontieres 01. La transition B déplace la frontiere
vers la gauche et la transition F la déplace vers la droite. Les frontieres 01 se comportent
comme des marches aléatoires biaisées quand une seule des deux transitions est active
et comme des marches aléatoires non biaisées quand les deux transitions sont actives. si
aucune de ces deux regles n’est active, alors ces frontieres ne bougent pas. Les fleches
du tableau 3.1 représentent les différents types de comportement des frontieres 01 : «—
(resp. —) pour une marche aléatoire biaisée vers la gauche (resp. vers la droite) et e~
pour un comportement de marche aléatoire non biaisée.

— Les transitions C et G agissent de fagon similaire sur les frontieres 10. La transition C
déplace la frontiere vers la droite et la transition G la déplace vers la gauche.

— Les transitions D et E entrainent une baisse du nombre de régions dans le diagramme
espace-temps : D efface les 1 isolés et E les 0 isolés.

Sous la dynamique totalement asynchrone, le nombre de régions ne peut que décroitre.

Ce constat aide beaucoup a l’élaboration des preuves. Mais comme nous allons le voir, cette
propriété n’est plus vraie dans le cas de la dynamique a-asynchrone.
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Chapitre 3

Analyse de la dynamique
a-asynchrone

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats que nous avons obtenus en collaboration avec
Fates [28].

3.1 Observations clés et résultats sur la dynamique a-
asynchrone

La différence entre la dynamique totalement asynchrone et la dynamique a-asynchrone vient
du fait que plusieurs cellules voisines peuvent se mettre a jour en méme temps. Ceci engendre
de nouveaux phénomenes :

Glissement = Fragmentation Dédoublement Disparition

Ml

Analyse en a-asynchrone.

— Glissement : Ce phénomene apparait a l'activation simultanée des transitions B et E,
ouCet E,ouFet D,ouGetD:un 0isolé ou un 1 isolé est déplacé. Ici, méme si une
regle D ou E est activée, aucune région ne disparait. Ce phénomene rend plus difficile la
disparition de régions.

— Fragmentation : Ce phénomene apparait a I’activation simultanée des transitions B et F,
ou C et G : un motif 0011 peut créer une nouvelle région. Ce phénomene est important car
il provoque une hausse du nombre de régions et une fragmentation des régions de grande
taille.

— Dédoublement : Ce phénomene apparait a 'activation simultanée des transitions B, C
et E, ou F, G et D : trois cellules voisines se mettent a jour et un point isolé est dédoublé.
Ce phénomene accroit le nombre de régions et les rend plus difficiles a éliminer.

— Disparition : Ce phénomeéne apparait a 'activation simultanée des transitions B et C,
ou F et G et D : Pactivation de ces deux transitions fait disparaitre une région de taille 2.
Ce phénomene permet d’éliminer des régions sans ’activation des transitions D ou E.

La conséquence la plus importante de ces phénomenes est le fait que le nombre de régions

peut croitre. Ceci modifie grandement la complexité de nos études. Nous développons un nou-
veau formalisme pour pallier ce probleme que nous introduisons dans la section suivante. Voici
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TAB. 3.1 — Analyse du comportement des 24 types d’ACEDQ en dynamique totalement asyn-

chrone et a-asynchrone.

44

%) 00 00 — | — og | (z) ¥l
00 00 00 + o 44 Amv S6T
00 J [Pryuauodxo 00 + + v | e 9409 | (1) 0sT
6666'0 < © TRIA

> J TeraouAtod o + + N 409 |(7) v
7 00 J, rermouiod 7 (ugu)® 7 + 7 + 7 + 7 + 7 7 + 7 — 7 o 7 4354 iwv 0Te

{0 < o mod -dxe
00 50 >0 mod £jod (swe + + + + + | o | e | 94309 |(3) 97T

J, oseyd op uonjsuery

;°0 <o mod -dxe
00 ;20 >0 mod “Ajod (swe + + + + + | + | & | e~ | 943009 |(1) SLT

J; oseyd op uorjsueIy
0 (2)u (=20 (s1)0 + [+ + o~ 43g | (1) w61
o0 (Do (=)o (o + |+ [+ |+ e~ | 4308 | (@) 9zz
o (Do ("0 (;w)e + + -]~ 938 |(r) ser
00 (o (=)o ()6 + |+ +]->]—=] o230a|@ ou
% 2 (" )0 (;We + + |+ + [ o[ ] od43g [ ot
0 (2)u (=)0 (;w)e + [+ [+ 1+ [+ 1+ <] ] 430090 ae
B D)5 (CF2 + )0 (1O + | + + + <] 309 |(2) 812
o0 & (" + 2o (We + |+ + |+l + ] <=1 3amalk oz
00 (B2 4 Pyg (;we - + — g |(5) 2oz
B ?Jsm+mv® (;we + |+ |+ — 3a8 | () vz
(w)e @@ (;w)e + + | = | < 943 |(2) szl
(w)e @@ (w)e + — 43 | () 61
(w)e @@ (w)e + — | - o9 | (2) 2ze
(w)e (w)e (w)e — a|F) 90z
0 e (uuu)g + |+ 30 [(1) ez
1 (e (unu)e + 3 [(2) o0z
Lo | 0 | 0 - - [ - [ -7 -] -7 ] - [(1)_y0z
| ‘youAg | YPUASY -0 | ‘'udsy 101, | sig [ pea [ ed [ un [tor [ot0 | o1 | 10 | o8y [ vod




le résultat principal que nous allons démontrer dans ce chapitre.

Théoréme 3.1 (ACEDQ sous la dynamique a-asynchrone) Sous la dynamique -
asynchrone, parmi le comportement des soizante-quatre ACEDQ, nous avons déterminé le
comportement de cinquante-deuz d’entre-eux :

— Quarante-huit convergent presque stirement vers une configuration stable depuis n’importe
quelle configuration initiale, le temps de relazation de ces quarante-huit ACEDQ est
B @(ln_(lhiZ) );
—Inn —Inn
B O(ln(l—a(l—a))) et Q(ln(l—(x) )7
- @(E)’
- G(g + ﬁ)i
n n n 'I’Lz n
_ O(a + a(117a) ))7 O(a(17a) )7 O(a2(1,a))a O(oz(lfa)) et Q(E)‘
— Deux divergent depuis n’importe quelle configuration initiale qui n’est ni 0™, ni 1™, ni (01)
quand n est pair.

n/2

— Deux convergent avec trés faible probabilité quand n est pair depuis quelques rares configurations
initiales et divergent autrement.

Les douze autres (cing aprés symétries) ont des comportements que nous ne Savons
pas encore prouver. Certains semblent présenter des transitions de phase mais les analy-
ser mathématiquement reste un probléme difficile. Tous nos résultats et nos conjectures sont
récapitulés dans le tableau 35.1.

3.2 Fonctions potentielles basées sur des voisinages locaux

Définition 3.2 (Masque) Un masque 7 est un mot sur {0,1,0,1} contenant evac-
tement une lettre pointée {0,1}. La cellule i dans la configuration ¢ correspond au
Masque 1 = M_j ... M_11MgM] ... M| ST Ci—k...Ci...Cix] = M_k...Mg...my. Nous désignons
par m le mot m_y...mg...m;.

Notation 3.3 Dans les sections suivantes, certaines lettres des masques seront annotées par un
symbole x ou ?. Une cellule qui n’est pas annotée est inactive. Une cellule annotée par une X est
active. Une cellule annotée par un 7 indique que nous ne disposons pas d’assez d’informations
pour conclure si la cellule est active ou pas.

Par exemple, considérons le motif 011001011 : pour l'automate FG, ce motif de-
vient 01 100101% et pour 'automate DE, ce motif devient 911001011.
XX X ! XX

Définition 3.4 (Occurrence) Pour un mot w € Q, |[cly =#{i € T:cit1...cipp =w}
dénombre le nombre d’occurrences du mot w dans la configuration c.

Fait 3.5 Le nombre de cellules correspondant a un masque m dans la configuration c est exac-
tement |c|m, le nombre d’occurrences du mot m.

Définition 3.6 (Base de masques) Une base de masques B est un ensemble fini de masques
tel que pour toute configuration c et toute cellule i, il existe exactement un unique masque m € B
qui correspond a la cellule 7.

Définition 3.7 (Arbre de masques) Un arbre de masques est un arbre binaire étiqueté ot
les deux fils d’un noeud recoivent l’étiquette de leur pére a laquelle sont rajoutés, soit a gauche,
soit a droite, O pour le premier fils et 1 pour le second (les fils de la racine regoivent les
étiquettes 0 et 1 respectivement).
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Lemme 3.8 Une base de masques B peut étre représentée par un arbre de masques. Les
masques de B sont les étiquettes des feuilles de l'arbre. Réciproquement, les feuilles d’un arbre
de masques définissent une unique base de masques.

Preuve. Un arbre de masques représente une base de masques B : Pour trouver a quel masque
correspond une cellule, il suffit d’exécuter ’algorithme 1.

Algorithme 1 Chercher un masque dans une arbre de masques

Entrées: une configuration ¢, une cellule i et un arbre de masque.

1: Poser un jeton sur la racine, g =1, d = 1,

2: si ¢; = 0 alors

3:  déplacer le jeton sur le premier fils de la racine

4: sinon

5:  déplacer le jeton sur le deuxieme fils

6: finsi

7: tantque le jeton n’est pas sur une feuille faire

8 sile jeton se trouve sur un noeud dont les fils ont un bit rajouté & gauche alors
9 si ¢y = 0 alors

10: alors g = g + 1 et déplacer le jeton sur le premier fils du noeud considéré
11: sinon

12: alors g = g + 1 et déplacer le jeton sur le second fils du noeud considéré
13: finsi

14:  sinon

15: si ¢;14 = 0 alors

16: alors d = d + 1 et déplacer le jeton sur le premier fils du noeud considéré
17: sinon

18: alors d = d + 1 et déplacer le jeton sur le second fils du noeud considéré
19: finsi
20: finsi

21: fin tantque
22: return le masque correspondant a la feuille sur laquelle se trouve le jeton

Par la construction de I'arbre, le voisinage de la cellule correspond a I’étiquette de la feuille
atteinte. Supposons par contradiction qu’'une cellule corresponde a I’étiquette de deux feuilles
différentes. Considérons le plus petit ancétre commun de ces deux feuilles : la premiere feuille
appartient au premier sous-arbre de cet ancétre commun et la deuxieme feuille appartient au
deuxieme sous-arbre, donc I’état de la cellule indexée par ce noeud devrait étre a la fois dans
I’état 0 et 1. Contradiction.

Réciproquement, une base de masques B est représentée par un arbre binaire : nous
décomposons dans l'algorithme tous les masques en trois mots wywows. L’algorithme 2 construit
I’arbre a partir de la base de masques. Au cours des fusions, I’ensemble des feuilles des différents
arbres ne change pas donc si cet algorithme termine, il renvoie au final un arbre dont les feuilles
sont les masques de B.

Pour prouver que ’algorithme termine il suffit de prouver qu’a I’étape trois, il existe toujours
deux mots de méme longueur [ qui different soit sur le premier bit de wq, soit sur le dernier bit
de ws. Procédons par contradiction. Considérons un mot wiwows de longueur maximal [ dans la
base de masques. Supposons que w; = 0w} et w3 = w40 (les autres cas sont symétriques et si w;
ou wy est le mot vide alors la contradiction arrive plus rapidement). Par hypothese, la base de
masques ne contient pas les mots 1wjwows et wiwowsl. Considérons une cellule correspondant
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Algorithme 2 Construire un arbre de masques a partir d’'une base de masque

Entrées: une base de masque B.
1: Associer a chaque masque m de la base un arbre fait d’une unique feuille étiquetée par le
masque m

2: tantque B # {0,1} faire

3:  sélectionner deux mots 1y = wiwows et 1y = wiwhws de méme longueur ! tels que les
deux mots sont identiques sauf sur un bit qui est soit le premier bit de wy et wj, soit le
dernier bit de w3 et w4, on suppose que ce bit est 0 dans 1y et 1 dans 1o

4:  oter ces deux mots de la base et rajouter le mot 7’ de longueur [ — 1 qui correspond a la
partie commune de ces deux mots

5. associer a ce nouveau mot I’arbre correspondant a la fusion des deux arbres des mots
précédents (ajout d’une racine étiquetée par m’ et 'arbre de 1y devient le premier sous-
arbre et 'arbre de 1y devient le deuxiéme sous-arbre)

6: fin tantque

7: return la fusion des deux arbres associés a 0 et 1.

au motif 1w]wows, comme B est une base de masques, elle contient un masque 1wjwex ou il
existe un mot z non vide tel que wy = zz (I est maximal et que 1wjwows n’est pas dans la
base). De méme, la base contient un mot ywew50 ol il existe 2’ non vide tel que w; = 2'y.
Donc la cellule dans le motif yuwsz correspond aux deux masques lwjwez et ywow4t0 de B.
Contradiction. [

La figure 3.7b représente I’arbre correspondant a la base de
masques B = {11,0010,0011,0101,1101,00,0010,0011,0101,1101}. Les bases de masques
servent a définir des fonctions potentielles a partir de poids sur des motifs locaux. Ce sont des
outils utiles pour démontrer que nos analyses de cas sont exhaustives.

Définition 3.9 (Fonction de poids locaux) Considérons une base de masques B, une fonc-
tion de poids locaux f est une fonction f : B — Z. Le poids local d’une cellule i dans une
configuration ¢ par la fonction f est F(c,i) = f(m) ou m est l'unique masque de B correspon-
dant a la cellule i. La fonction potentielle F(c) =), F(c,i) associe a chaque configuration un
poids.

Fait 3.10 Etant donnée une fonction de poids locaux f : B — Z, le poids de la configuration c
est

F(e)= Y f(ri) - [c|m.

meB

Notation 3.11 Considérons une trajectoire (c')ien et une fonction potentielle F sur les confi-
gurations, (AF(c!))ien désigne la séquence aléatoire AF(ct) = F(ct1) — F(c).

Nous allons étre amené a analyser trés souvent cette variation de potentiel en fonction
de la configuration c!. Pour alléger les notations dans les études de cas, on utilisera la nota-
tion E[AF(c')] pour désigner en fait E[AF(c')|c!].

3.3 Note sur ’analyse des temps de relaxation

Dans cette section, nous expliquons comment sont structurées les analyses des temps de
relaxation des différents automates dans la section suivante.
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Nom de ’automate. Nous commencons par donner le nom de I'automate en utilisant la no-
tation 2.2 page 38 (et la notation 2.3 entre parentheses). La figure 2.1 page 40 permet d’observer
des diagrammes espace-temps de cet automate pour différentes valeurs de a.

Configurations stables. Ensuite, nous donnons ’ensemble des configurations stables de I’au-
tomate. Celles-ci sont déterminées par le fait suivant, tiré des travaux de Fates et al [27] sur la
dynamique totalement asynchrone :

Fait 3.12 (Configurations stables d’un ACEDQ) Si un ACEDQ ¢ admet une configura-
tion stable non-triviale c, alors :

— si la transition B ou C est active pour &, alors tous les O sont isolés dans c,

— si la transition F ou G est active pour §, alors tous les 1 sont isolés dans c,

— 81 la transition D est active pour §, aucun 0 n’est isolé dans c,

— si la transition E est active pour §, aucun 1 n’est isolé dans c,

Comportement de ’automate. Nous poursuivons par un paragraphe qui décrit informel-
lement le comportement de cet automate. Le but est de familiariser le lecteur avec le compor-
tement de 'automate et d’expliquer les réflexions qui nous ont permis de trouver la fonction
potentielle. En effet, la fonction potentielle est une traduction en langage mathématique de ces
observations.

La fonction de poids locaux. Nous définissons ensuite la fonction potentielle a partir d’une
fonction de poids locaux comme expliqué dans la définition 3.9. La base de masques B, utilisée
dans la définition de la fonction potentielle, est présentée sous la forme d’un arbre de masques,
certifiant ainsi que la base est correcte. Pour des considérations graphiques les points sur les
masques sont remplacés par des soulignés, les poids associés aux masques sont marqués a coté
des feuilles et récapitulés dans un tableau.

Analyse de la variation de la fonction potentielle. Grace a la linéarité de 1'espérance,
évaluer l'espérance de la variation de la fonction potentielle est équivalent & sommer les
espérances de la variation de poids local de toutes les cellules. Ainsi, nous allons évaluer
I'espérance de la variation de poids local de chaque cellule, mais les masques de la base B;
ne sont généralement pas assez précis pour ’évaluer correctement car le masque auquel corres-
pond la cellule apres un pas de temps peut étre beaucoup plus grand que le précédent.

Base de masques d’analyse. Nous allons donc introduire une deuxieme base de masques Bo
(toujours sous la forme d’un arbre de masques) servant a ’analyse de 1’espérance de la variation
de poids local d’une cellule. L’arbre de masques de B; est généralement un sous-arbre de ce
nouvel arbre de masques mais nous avons besoin de plus d’informations sur le voisinage des
cellules. Pour chaque masque 7 de cette base, nous évaluons une majoration b,, (minoration
selon la borne voulue sur l'espérance de la variation de la fonction potentielle) de 'espérance
de la variation de poids local d’une cellule correspondant & ce masque. Pour cela, il suffit de
déterminer les cellules actives du motif (marquées par une croix sur les masques, les cellules
marquées par un ? peuvent étre éventuellement actives) et de calculer la probabilité de chaque
mise & jour et la variation de poids local qu’elle entraine. Quand nous étudions I’évolution d’un
masque au temps ¢ + 1, nous indiquons par une fleche les cellules se mettant a jour dans le
masque et nous indiquons par un ? les cellules dont nous n’avons pas besoin de connaitre 1’état
pour obtenir une borne sur la variation de poids local.
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Conclusion de la preuve. L’espérance de la variation de la fonction potentielle pour une
configuration ¢ est majorée (minorée selon le cas) par » . cp, bin|clm. Aprés avoir étudié les
motifs de la base B, nous obtenons une majoration (minoration selon le cas) par une constante
de la variation de fonction potentielle. Nous concluons en utilisant un des théoremes sur les
variations des fonctions potentielles du chapitre 1.

3.4 Analyse des temps de relaxation

3.4.1 Automate cellulaire E(200)

Les configurations stables de cet automate cellulaire sont les configurations ne possédant
pas de cellule correspondant au masque 010. Le comportement de cet automate est celui d’un
collectionneur de coupon : les cellules inactives ne redeviennent jamais actives et les cellules
actives ont une probabilité o de devenir inactives.

Théoréme 3.13 En dynamique a-asynchrone, l'automate E converge presque surement vers
une configuration stable a partir de n’importe quelle configuration initiale. Le temps de relazation

est @(71&1122) ).

Preuve. Seules les cellules correspondant au masque 010 sont actives. Deux cellules voisines
ne peuvent pas correspondre a ce masque. Donc si une cellule est active, ses deux voisines le sont
aussi. De plus, mettre a jour une cellule correspondant a ce masque la rend inactive et ses voisines
le restent. Ainsi 'automate converge quand toutes les cellules correspondant au masque 010
se sont mises a jour au moins une fois. Si n est pair, les pires configurations initiales sont
donc (01)™2 et (01)™2 ot n/2 cellules sont actives. Si n est impair, les configurations (01)™/20
et (01)"/20 ont |2] cellules actives. Pour chaque cellule i active nous associons une variable
aléatoire X; qui correspond a la premiere fois ou cette cellule se met a jour. Ces variables sont
indépendantes, identiquement distribuées et suivent la loi géométrique de parametre « (voir

définition 1.9 de la page 26). Ainsi selon la proposition 1.30, E[T] = @(1&1122)). O

3.4.2 Automate cellulaire DE(232)

Les configurations stables de cet automate cellulaire sont les configurations ne possédant
pas de cellule correspondant aux masques 010 et 101. Le comportement de cet automate est
celui d’un collectionneur de coupon : les cellules inactives ne redeviennent jamais actives et les
cellules actives ont une probabilité plus grande que a(1 — «) de devenir inactives.

Théoréeme 3.14 En dynamique a-asynchrone, l'automate DE converge presque surement vers

une configuration stable a partir de n’importe quelle configuration initiale. Le temps de relazation

est O(r—atizay) ¢ Unatay)-

Preuve. Seules les cellules correspondant aux masques 010 et 101 sont actives. Si une cellule
active se met a jour et que sa voisine de gauche ne se met pas a jour alors ces deux cellules
deviennent inactives. Cet événement se produit avec probabilité «(1 — «). Ainsi, quand cet
événement s’est produit sur une cellule sur deux, la configuration a convergé, d’apres la pro-

position 1.30, 'espérance du temps pour que ces événements se produisent est O( hﬂ(l:ti%)

Ainsi le temps de relaxation de cet automate est O(ln(l_folt%)
Si une cellule active a une voisine inactive, alors en se mettant a jour, elle devient inactive.

n
5

Ainsi, si nous considérons la configuration (00100)5, une cellule sur cing est active et en se
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mettant a jour elle devient inactive. Ainsi, il faut que ces | £ | cellules se mettent a jour au moins

une fois pour que I'automate converge. D’apres la proposition 1.30, le temps de convergence de
cet automate sur cette configuration initiale est (222 ). Donc le temps de relaxation de cet

In(1—a)
automate est Q(ln_(lhlg)). O

3.4.3 Automates cellulaires EF(192) et EFG(128)

Les configurations stables de ces automates cellulaires sont 0" et 1". La configuration
stable 1™ ne peut étre atteinte a partir d’aucune autre configuration. Les frontieéres 01 se
déplacent vers la droite et effacent les 1 au fur et a mesure de leur avancée. Pour "automate
cellulaire EFQG, les frontieres 10 effacent aussi les 1 en se déplagant vers la gauche. La fonction
potentielle que nous utilisons permet de traiter de fagon identique les deux cas, le compor-
tement de ces automates cellulaires étant tres similaire. La base de masques et la fonction de
poids locaux f sont définis dans I'image 3.1a. Pour toute configuration ¢, nous avons F'(¢) = ||y
donc F'(c) € {0,...,n} et F(c) = 0 si et seulement si ¢ = 0".

@) 1
© o

masques | 0 | 1

Fon) [0 1
(a) Fonction de poids locaux (b) Analyse

Fi1c. 3.1 — Bases de masques pour les automates EF et EFG.

Lemme 3.15 Pour toute configuration c' instable,

E[AF ()] < —alct|o1 < —ou.

Preuve. Par la lindarité de Pespérance, E[AF(c')] = Y1) E[AF(ct,7)]. Nous évaluons la
variation de chaque F(c!, i) séparément en utilisant la base de masques de la figure 3.1b.

Enumeérons les différentes possibilités données par la base de masques 3.1b. Considérons au
temps ¢, une cellule ¢ correspondant au masque :

— masque 0 : Avec probabilité 1 au temps ¢ + 1, la cellule i correspond au masque 0. Donc,
E[AF(ct,4)] = 0.

~ masque 11 : F(c,i) = 1 donc F(c!1,4) < F(ct,4), et E[AF(c!,4)] <0.

— masque 01 :
X

Avec probabilité a 1—a
A t+ 1, la cellule 7 correspond a ?? 71
et AF(cl,q) =-1 =0

Donc, E[F(c!,i)] < —a.
Finalement, 37" E[AF(c!,4)] < —alclos. Donc, tant que ¢! n’est pas stable :
E[AF(c)] < —alclos < —a.

O

Théoréme 3.16 En dynamique a-asynchrone, les automates EF et EFG convergent presque
sturement vers une configuration stable a partir de n’importe quelle configuration initiale. Le
temps de relaxation est O(%).
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Preuve. Parlelemme 1.45 et le lemme 3.15, les automates cellulaires EF et EFG convergent
presque strement vers la configuration stable 0" a partir de n’importe quelle configuration
initiale (sauf 1"). Le temps de relaxation est O(Z).

Considérons la configuration ou la cellule numéro 0 est dans I’état O et toutes les autres
cellules dans ’état 1. Tant que la configuration n’a pas convergé, il existe au plus 2 cellules dans
Pétat 1 actives (les extrémités de 'unique 1-région). Il faut donc au moins (n — 1)/2 mises a
jour pour faire passer toutes les cellules dans I’état 1 a I’état 0. Avec une probabilité minorée
par (1 — a)?, aucune de ces deux cellules ne se met & jour et donc aucune cellule ne passe dans
I'état 0. Le temps de convergence est donc €2(%) depuis cette configuration initiale. O]

3.4.4 Automates cellulaires B(206) et BC(222)

Les configurations stables de ces automates cellulaires sont 0™ et 1™ et toutes les configu-
rations sans le motif 00. La taille des 1-régions augmente régulierement au cours du temps
jusqu’a ce qu’il ne reste plus que des 0-régions de taille 1. La base de masques et la fonction de
poids locaux f sont définies dans I'image 3.2a. Pour toute configuration ¢, F'(c) € {0,...,n},
et F(c) =0 si et seulement si ¢ = 1.

masques | 0 | 1
fm) [1
(a) Fonction de poids locaux (b) Analyse

FiG. 3.2 — Bases de masques pour les automates B et BC.

Lemme 3.17 Pour toute configuration ¢! qui n’est pas stable,
E[AF(c")] < —al¢|oor < —cv.
Preuve. Par la linéarité de I'espérance, E[AF(c')] = Y1) E[AF(ct,7)]. Nous évaluons la

variation de chaque F(c!,i) séparément en utilisant la base de masques de la figure 3.2b.
Considérons au temps ¢, une cellule 7 correspondant au masque :

— masques 101, 1 : avec probabilité 1 au temps t + 1, la cellule i correspond au méme
masque qu’au temps ¢. Donc, E[AF(c!,i)] = 0.

— masque 99 : F(c',i) = 1. Donc , E[AF(c,i)] <O0.

— masque Q(X)l : F(c!,i) = 1. Avec probabilité o au temps t + 1, la cellule i correspond au
masque 1 et AF(ct,i) = —1. Autrement, elle correspond au masque (T) et AF(ct,i) = 0.
Donc, E[AF(c!,4)] = —a.

Finalement, Z?:_ol E[AF(ct, )] < —a|ct|o01. Donc, tant que ¢! n’est pas un point fixe :

E[AF(c)] < —alct|oor < —a.
O

Théoréme 3.18 En dynamique a-asynchrone, les automates B et BC convergent presque
sturement vers une configuration stable a partir de n’importe quelle configuration initiale. Leur
temps de relaxation est O(%).
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Preuve. Par les lemmes 1.45 et 3.17, les automates cellulaires B et BC convergent presque
stirement vers une configuration stable a partir de n’importe quelle configuration initiale. Leur
temps de relaxation est O(%).

Considérons la configuration ou la cellule numéro 0 est dans 1’état 1 et toutes les autres
cellules dans I’état 0. La configuration va converger vers une configuration ne contenant qu’au
plus une cellule 0. Tant que la configuration n’a pas convergé, il existe au plus 2 cellules dans
Iétat 0 actives (les extrémités de I'unique 0-région). Il faut donc au moins (n—2)/2 mises a jour
pour faire passer suffisamment de cellules de I’état 0 & ’état 1. Avec une probabilité minorée
par (1 — )2, aucune des deux cellules actives ne se met & jour et donc aucune cellule ne passe
dans I’état 0. Leur temps de relaxation est donc Q(Z) pour cette configuration initiale. [J

3.4.5 Automates cellulaires BDE(234) et BCDE(250)

Les configurations stables de ces automates cellulaires sont 0" et 1. La transition E est
la seule transition active faisant passer une cellule de ’état 1 dans 1’état 0. Ainsi dés qu’une
configuration possede un motif 11, ce motif ne peut plus étre modifié. Les transitions B et D font
croitre les 1-régions et ’automate cellulaire converge vers 1. La preuve est donc en deux parties.
Dans un premier temps, nous étudions le temps nécessaire pour qu’'un motif 010 disparaisse ou
engendre un motif 11. Ensuite nous étudions le temps que prend un motif 11 pour s’étendre sur
toute la configuration.

Considérons une cellule i correspondant au masque (X)i 9 :

Avec probabilité 1-a)|a(l—a)|all-a)]| o?
au temps t + 1, la cellule 7 correspond au masque 017 %i? O?? %(T)7

Ainsi, chaque motif 010 crée un motif 11 en un pas de temps avec une probabilité > a(1—a).
L’automate crée presque stirement un motif 11, au bout d’un temps O(ﬁ) en moyenne s’il
n’a pas convergé auparavant.

Maintenant, nous calculons le temps de relaxation de ces deux automates cellulaires
s’exécutant sur une configuration initiale possédant un motif 11. La base de masques
et la fonction de poids locaux f sont définies dans l'image 3.3a. Pour toute configura-
tion ¢, F(c) € {0,...,n} et F(c) =0 si et seulement si ¢ = 1".

0
1
masques | 0 | 1
fim) | 1]0
(a) Fonction de poids locaux (b) Analyse

Fic. 3.3 — Base de masques pour les automates BDE et BCDE.

Lemme 3.19 Pour toute configuration ¢! qui n’est pas stable et possédant un motif 11,
E[AF(c)] < —al|ct|or < —a.
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Preuve. Suivant I’arbre d’analyse 3.3b, considérons maintenant une cellule ¢ au temps ¢ cor-
respondant au masque :

— masque 11, 011 : F(c!,i) = 0. Avec probabilité 1 au temps ¢+ 1, la cellule i correspond
X
au masque 1 et F(c'1,4) = 0. Donc, E[AF(ct,4)] = 0.
— masque 99 : F(ct,i) = 1. Donc, E[AF(ct,i)] <O0.

— masque 011 : F(c!,i) = 1. Avec probabilité a au temps t + 1, la cellule i correspond au
X

masque % Sinon, elle correspond au masque 0. Donc, E[AF(c!,4)] = —a.
— masque Oi(;) et sa voisine ¢;_; de gauche de masque 019 :
XX 7 XX 1
Avec probabilité 1-a)|(1-a)a| (1-a)a]| o
at+ 1, la cellule 7 correspond au masque 01? %i? O?? %(T)’?
AF(i—1) =0 =1 =0 |=-1
AF(Ct, Z) = 0 e O — f— 1

Donc, E[AF(ct,4)] = 0.

Finalement, 37" E[AF(c!,i)] < —a|c'|o11. Donc, tant que ¢! n’est pas la configuration
stable 1™ et possede un motif 11 :

E[AF(c)] < —al|ct|or < —a.
]

Théoréme 3.20 Sous la dynamique a-asynchrone, les automates BDE et BCDE convergent
presque surement vers une configuration stable a partir de n’importe quelle configuration initiale.

Pour lautomate BDE, son temps de relaxation est © <§ + ﬁ et pour l'automate BCDE,

le temps de relazation est O <g + ﬁ) et Q(2).

Preuve. Au bout d’un temps moyen O <ﬁ>, les automates cellulaires BDE et BCDE
créent, a partir d’une configuration initiale ne comportant pas de motif 11, un tel motif ou ont
convergé. Par les lemmes 1.45 et 3.19, ces automates cellulaires convergent presque stirement
vers une configuration stable & partir d’une configuration initiale comportant un motif 11. Le

temps de relaxation est O (g) sur de telles configurations. Ainsi, le temps de relaxation depuis

n’importe quelle configuration initiale est donc O (g + ﬁ .

Considérons la configuration initiale ol les cellules numéro 0 et numéro 1 sont dans I’état 1
et toutes les autres cellules dans I'état 0. Tant que la configuration n’a pas convergé, il existe
au plus deux cellules dans I’état 0 actives (les extrémités de 'unique 0-région). Il faut donc au
moins ”T_Q mises a jour pour faire passer toutes les cellules dans 1’état 0 a I’état 1. Avec une
probabilité minorée par (1 — )2, aucune de ces deux cellules ne se met & jour et donc aucune
cellule ne passe dans I'état 0. Le temps de relaxation est donc (%) pour cette configuration
initiale.

Considérons 'automate BDE et la configuration initiale ou la cellule numéro 0 est dans
I’état 1 et toutes les autres cellules dans I’état 0. Au bout d’un temps Q(ﬁ) en moyenne
soit avec probabilité 0.5 'unique cellule dans I'état 1 passe dans 1’état 0 et la dynamique
converge, soit avec probabilité 0.5 un motif 11 est crée. Donc pour 'automate BDE, le temps

de relaxation est Q(% + ﬁ) pour cette configuration initiale. [J
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3.4.6 Automates cellulaires BE(202) et BCE(218)

Les configurations stables de ces automates cellulaires sont 0", 1" et toutes les configura-
tions sans les motifs 00 et 010. Ces deux automates cellulaires sont presque semblables aux
précédents. Dans un premier temps, on attend l'apparition d’un motif 11 (étude identique au
cas précédent). Ensuite, la différence vient du fait que dans un motif 01011 le 1 isolé peut
ralentir la croissance de la grande 1-région. En effet, pour que la grande 1-région de ce motif
puisse s’agrandir il faut d’abord commencer par effacer le 1 isolé pour obtenir 00011 et ensuite
la grande 1-région peut s’accroitre en 00111. Nous calculons le temps de relaxation de ces au-
tomates cellulaires s’exécutant sur une configuration initiale possédant un motif 11. La base de
masques et la fonction de poids locaux f sont définis dans la figure 3.4a. Remarquons que pour
toute configuration ¢, F(c) € {0,...,3n — 6} et F'(¢c) = 0 si et seulement si ¢ = 1.

masques 0 | 010 | 01011 | autres

Ffim) | 3] 3 1 0

(a) Fonction de poids locaux (b) Analyse

Fic. 3.4 — Bases de masques pour les automates BE et BCE.

Lemme 3.21 Pour toute configuration c' instable et possédant un motif 11,

E[AF(Ct)] < —Oé(|Ct|oo11 + |Ct|o1o11)§ —a.

Preuve. Suivant 'arbre d’analyse 3.4b, considérons successivement une cellule ¢ de masque :

masques %(')11, 1i9, 111, 11011 : avec probabilité 1 au temps t+1, la cellule i correspond
au méme masque de l'arbre 3.4a qu’au temps t. Donc, E[AF(c,i)] = 0.

. . b .
masques 99, Qi(?), Qig : F(c', i) = 3. Donc, E[AF(c',1)] < 0.

masque 9011 : F(c!,i) = 3. Avec probabilité a la cellule i se met & jour et F'(c!™! i) < 1.
7 X

Sinon, elle correspond au masque 0. Donc, E[AF(c!,4)] < —2a. Les 1 isolés ont un effet
négatif sur la vitesse de convergence, mais cet effet est contrebalancé par la croissance des
1-régions.

masque (?)(X)il : F(ct,i) = 0. Si la cellule i — 2 est active et se met & jour, la cellule i peut
éventuellement correspondre au masque (T)%Oil au temps t + 1 et AF(c',i) = 1, ceci se
produit avec une probabilité inférieure a a. Sinon, AF(ct,4) = 0. Donc, E[AF(c!, )] < a.
masque 9 ioil : F(c',i) = 1. Avec une probabilité a, la cellule i — 2 se met & jour et la
cellule ¢ correspond au masque ?(T)Oil au temps t+1 et F(c!*1,4) = 0. Sinon, F(c*!) < 1.

Donc, E[AF(c,4)] < —a.
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Finalement, Z;:ol E[AF(c'i)] < —a(2]ct|oo11 + |t |oo11 — ¢t |o1011) < —a(|ct|oo11 + | |o1011)-
Donc, tant que ¢! n’est pas stable et posséde un motif 11 :

E[AF ()] < —a(|c*loots + |c*|ot011) < —av.
(]

Théoréme 3.22 Sous la dynamique a-asynchrone, les automates BE et BCE convergent
presque surement vers une configuration stable a partir de n’importe quelle configuration initiale.

Pour l'automate BE, le temps de relazation est © (g + 7&(11—04)) et pour 'automate BCE, le
temps de relaxation est O <g + ﬁ) et Q%).

Preuve. En espérance au bout d'un temps O (ﬁ), a partir d’une configuration initiale

sans motif 11 les automates cellulaires BE et BCE créent un tel motif ou ont convergé. Une
fois le motif 11 apparu, ce motif étant stable, la configuration en comportera toujours un. Par
les lemmes 1.45 et 3.21, ces automates cellulaires convergent ensuite presque stirement vers une
configuration stable a partir d’une configuration initiale comportant un motif 11. Le temps de
relaxation est O (g) sur de telles configurations. Ainsi, le temps de relaxation depuis n’importe

quelle configuration initiale est donc O <g + ﬁ)

Considérons la configuration initiale ou les cellules numéro 0 et numéro 1 sont dans I’état 1
et toutes les autres cellules dans I’état 0. Cette configuration atteindra une configuration stable
contenant au plus une cellule dans I’état 0. Tant que la configuration n’a pas convergé, il existe
au plus deux cellules dans ’état 0 actives (les extrémités de I'unique 0-région). Il faut donc au
moins "7_3’ mises a jour pour faire passer toutes les cellules sauf une, qui sont dans ’état 0, a
I’état 1. Avec une probabilité minorée par (1 — )2, aucune de ces deux cellules ne se met & jour
et donc aucune cellule ne passe dans I'état 0. Le temps de relaxation est donc (%) pour cette
configuration initiale.

Considérons I'automate BE et la configuration initiale ot la cellule numéro 0 est dans I’état 1
et toutes les autres cellules dans 1’état 0. Au bout d’un temps Q(m
probabilité 0.5 'unique cellule dans I’état 1 passe dans I’état O et la dynamique converge, soit
avec probabilité 0.5 un motif 11 est crée. Donc pour 'automate BDE, le temps de relaxation

est Q% + ﬁ) pour cette configuration initiale. [J

) en moyenne soit avec

3.4.7 Automate cellulaire BEFG(130)

Les configurations stables de cet automate cellulaire sont 0™ et 1”. La configuration stable 1"
ne peut étre atteinte a partir d’aucune autre configuration. La taille des grandes 1-régions a
tendance a décroitre : a cause de la transition G, les mouvements des frontieres 110 effacent
les 1. Mais considérons une cellule i sur une frontiere 0011, le phénomeéne de fragmentation
(mises & jour simultanées des cellules ¢ (transition B active) et ¢ + 1 (transition F active))
peut créer de nouvelles régions. La cellule i correspondant au motif 001011 de la nouvelle 1-
région créée par fragmentation, peut glisser le long de la configuration (mises a jour simultanées
des cellules ¢ (transition E active) et ¢ — 1 (transition B)). Néanmoins la création de ces nou-
velles régions ne suffit pas a contrebalancer le fait que les 1 ont tendance a disparaitre. Nous
définissons la base de masques et la fonction de poids locaux f dans la figure 3.5a. Pour toute
configuration ¢, F(c) € {0,...,5n} et F'(c) = 0 si et seulement si ¢ = 0".

Lemme 3.23 Pour toute configuration ' qui n’est pas stable,

E[AF()] < —a(l — @)|co1 € —a(l — a).
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masques | 0 | 010 | autres (011, 11)

fo) [0 6 5

(a) Fonction de poids locaux (b) Analyse

Fic. 3.5 — Bases de masques pour 'automate BEFG.

Preuve. Suivant 'arbre d’analyse 3.5b, considérons au temps ¢, une cellule i de type :

— masque 09 : La cellule est inactive donc la cellule i correspond au masque 0 & t + 1.
Donc, E[AF(c!,4)] = 0.
masques ?111% et 9&11% : Avec probabilité 1 au temps ¢t + 1, la cellule ¢ corres-
pond au masque 7117 pour 1111 et a 'un des masques ?(T)117 ou 71177 pour 01111.
Donc, E[AF(c!,4)] = 0.

masque 011 :

X7
Avec probabilité >l-a|<a(l—-a)| <a?
Au temps t + 1, la cellule i correspond au masque 07?7 %1? %(T)?
et AF(ct)q) =0 =5 <6

Les deux derniers cas sont possibles uniquement si ¢f_; = 0 pour que la cellule i soit

active.
Donc, E[AF(c!,4)] < 5a(l — ) + 6a? < 6a(l — a) + 6a% < 6a.

masque gio (et masque 910 étudiés ensemble) :
2 X ? %

Avec probabilité >a(l—a) [>(1-a)?] <a(l—a) | <a?

at—+ 1, la cellule 7 correspond a O?? 017 %i? %(T)?
et AF(ci—1) =0 =0 =5 <6
et AF(c',4) =—6 =0 =-1 =—6
AF(cti—1)+ AF(c, i) < —6a(l — ) =0 <4da(l—a)| <0

Les deux derniers cas sont possibles uniquement si ¢!_, = 0.
Donc, E[AF(ct,i — 1) + AF ()] < —2a(1 — a).
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— masque gi% :

Avec probabilité « >(1-a)* | <a(l-a)
au temps t + 1, la cellule ¢ correspond au masque ??? 711 ?i(T)
et AF(c!,q) =-5 = <1

Le dernier cas est possible uniquement si cﬁ 12 =0.
Donc, E[AF(c!,i)] < =ba + a(l — a) < —4a.

— masque 110 :
7

Avec probabilité « >(1-a)?| <a(l-a)
au temps t + 1, la cellule ¢ correspond au masque ??? 117 (T)i?
et AF(ct) i) =-5 =0 =1

Le dernier cas est possible uniquement si ¢;_, = 0.
Donc, E[AF(c!, )] < —4a.

— masque 01110 :
77X X

Avec probabilité o? 1—a?
au temps t + 1, la cellule 7 correspond au masque ?%)i?? masque différent de 70107
et AF(c, 1) =1 =0
Donc, E[AF(c, )] = a? < a.
Finalement,
n—1
ZE[AF(Ct, l)] S 60(|C‘011 — 20[(1 — Oé)’C|010 — 40[|C|011 — 40[‘C|110 + Oé|C‘o1110.
i=0

Comme |c|o11 = |¢|110 (ces motifs représentent les frontieres droites et gauches des 1-régions de
longueur au moins 2) et comme |¢|o1110 < |¢|110,

n—1

D E[AF(,i)] < —2a(1 — a)lcloto — @lclors < —a(l — a)|cfos.

i=0

Donc, tant que ¢! n’est pas stable :
E[AF(c)] < —a(l — a)|clos < —a(l — a).
U

Théoréme 3.24 En dynamique a-asynchrone, 'automate BEFG converge presque strement
vers une configuration stable a partir de n’importe quelle configuration initiale. Le temps de
relaxation est O(ﬁ) et Q%).
Preuve. Par le lemme 1.45 et le lemme 3.23, 'automate cellulaire BEFG converge presque
stirement vers une configuration stable a partir de n’importe quelle configuration initiale. Le
temps de relaxation est O(ﬁ)

Considérons une configuration ot pour tout 0 < i < [§] la cellule i est dans I’état 0 et pour
tout |[5]+1 <i<n—11lacellule i est dans I'état 1. Cette configuration finira par converger
vers tout-blanc ou tout-noir, le temps pour effacer une région de taille |5 | est Q(Z). O
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3.4.8 Automate cellulaire BCDEF(242)

Les configurations stables de cet automate cellulaire sont 0™ et 1. Le comportement de cet
automate est semblable a celui de I'automate BEFG. Le phénomene de fragmentation permet de
créer de nouvelles régions. La transition C étant active et la transition G inactive, le mouvement
des frontiéres 110 fait décroitre le nombre de 0. Cette derniére remarque est suffisante pour
entralner une convergence rapide vers une configuration stable. Un facteur % est nécessaire

1—

pour I’élimination des 0 isolés. La base de masques et la fonction de poids locaux f sont définis
dans la figure 3.6a. Pour toute configuration ¢, F'(c) € {0,...,5n} et F(c) = 0 si et seulement
sic=0"

masques 00 011
Fim) | 1] 2|0
(a) Fonction de poids locaux (b) Analyse

Fi1a. 3.6 — Bases de masques pour 'automate BCDEF.

Lemme 3.25 Pour toute configuration instable ct,

E[AF(c")] < —a(l — a)|c|o1 < —a(l — a).

Preuve. Suivant la base de masques de la figure 3.6b, considérons au temps ¢, une cellule i
de type :

masque 9009 : avec probabilité 1 au temps t + 1, la cellule i correspond au masque ?00?.
Donc, E[AF(c, )] = 0.

masque %i : avec probabilité 1 au temps t + 1, la cellule i correspond au masque ?1.
Donc, E[AF(c!,4)] = 0.

masque %909 : avec probabilité « au temps t + 1, la cellule ¢ correspond au
masque ?%?? et AF(ct,i) = —1. Sinon, elle correspond au masque ?00? et AF(c,i) = 0.
Donc, E[AF(c!,4)] = —a.

masque gogi : avec probabilité o au temps ¢t + 1, la cellule ¢ correspond au
masque ?O%? et AF(ct,i) = 1. Sinon, elle correspond au masque 7007 et AF(ct,i) = 0.
Donc, E[AF(c!,i)] = a.

masque 1001 :

?TX XX
Avec probabilité ! (1-a)a| (1-a)?
au temps t + 1, la cellule 7 correspond au masque ?%?? ?O%? 2007
et AF(c, i) =-1 =1 =0
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Donc, E[AF(c!,4)] = —a + a(l —a) < 0.

— masques 01 et 01 étudiés ensemble :
XX X X

Avec probabilité 1-a)?|al—a)|al—a)| o
at+ 1, la cellule 7 correspond au masque 01 %i 0(? %?
et AF(cti—1) =0 =-2 =-1 |=-2
et AF(ct)i) =0 =0 <2 <2
AF(cti—1)+AF(c,4) =0 = -2 <1 <0
Donc, E[AF(ct,i — 1) + AF(c )] < —a(l — a).
Finalement,
n—1
ZE[AF(ct,i)] < —alct|1000 + |c|o001r — (1 — @)|c"|os-
i=0

Comme |c!|1000 = |ct|oo01 (ces motifs représentent les frontieres droites et gauches des 0-régions

de longueur au moins 3),
n—1

D E[AF(,i)] < —a(l — a)|c|os.
i=0
Donc tant que ¢’ n’est pas stable :

E[AF()] € —a(l — a)|cor € —a(l — a).
U

Théoréme 3.26 En dynamique a-asynchrone, l'automate BCDEF converge presque stirement
vers une configuration stable a partir de n’importe quelle configuration initiale. Leur temps de
relaxation est O(ﬁ) et Q).
Preuve. Par application directe des lemmes 1.45 et 3.25, le temps de relaxation de 'automate
cellulaire BCDEF est O(ﬁ)

Comme pour 'automate BEFG, le temps de convergence de I'automate BCDEF est Q(%)
depuis une configuration initiale constituée d’une seule 1-région qui occupe la moitié de la
configuration. [J

3.4.9 Automate cellulaire BEF(194)

Les configurations stables de cet automate cellulaire sont 0™ et 1”. La configuration stable 1"
ne peut étre atteinte a partir d’aucune autre configuration. Cet automate est particulier car il
présente une différence de comportement importante selon s’il évolue sous la dynamique tota-
lement asynchrone ou a-asynchrone. En effet, sous la dynamique totalement asynchrone, les
frontieres 10 sont stables alors que les frontieres 01 évoluent selon un processus de marche
aléatoire non-biaisée. Le comportement global est donc celui d’'une marche aléatoire et le temps
de relaxation est ©(n®). En dynamique a-asynchrone, le phénomeéne de fragmentation fait
décroitre la taille des grandes 1-régions pour créer des 0-régions de taille 1. Ces petites régions ne
survivent pas longtemps. Ainsi les grandes 1-régions s’érodent entrainant une convergence plus
rapide qu’en dynamique totalement asynchrone (d'un facteur n). Le temps de relaxation devient
ici O(m) Posons a = —2c¢+2,b = —1,c = —2 — 1. La base de masques et la fonction de

poids locaux f sont définis dans la figure 3.7a. Pour toute configuration ¢, F(c) € [0,2n(2 + 2)]
et F'(c) = 0 si et seulement si ¢ = 0".
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masques | 101 | 001, 00 011 111, 10
f(m) c 0 a+b a

(a) Fonction de poids locaux (b) Analyse

Fia. 3.7 — Bases de masques pour 'automate BEF.

Lemme 3.27 Pour toute configuration instable ct,

E[AF()] € —a(l — a)|cor € —a(l — a).

Preuve. Suivant la base de masques de la figure 3.7b, considérons au temps ¢, une cellule ¢
de type :

— masque %i : F(c',i) = a. Au temps t + 1, la cellule i correspond certainement au
masque ?1. Donc F(c*1 i) € {a,a + b}. Comme b < 0, F(c*1 i) < F(c'i), on
aE[(AF(c,i)] <0.

— masque 09 : F(cti) = 0. Au temps t + 1, la cellule i correspond certainement

au masque 07. Donc F(ct*1i) € {0,¢}. Comme ¢ < 0, F(c't14) < F(ct, i), on
a, E[(AF(c,i)] <0,

— masques 0010 et 0010 étudiés ensemble :
XX XX

Avec probabilité al—a) [ a(l—a) [ 1 —-a)? a?
au temps t + 1, la cellule i correspond au masque OO(T)O 0%10 0010 O%?O
et AF(ct,i—1) = =a+b =0 =a
et AF(ct,q) =—a =0 =0 =—a
AF(ct,i— 1)+ AF(ct,4) =—a =a+b =0 =0

Donc, E[AF(c!, i)+ AF(c!,i—1)] = —aa(l—a)+(a+b)a(l—a) = ba(l—a) = —a(l—a).

— masques 0011 et 0011 étudiés ensemble :
XX X X

Avec probabilité al—a) [ a(l—a) [ 1 —a)? a?
au temps t + 1, la cellule i correspond au masque 00?1 0%11 0011 0%?1
et AF(ct,i—1) =0 =a+b =0 =a
et AF(c,1) =—a—>b =-b =0 =c—a—b
AF(ct,i—1)+ AF(c, 1) =—-a-—b =a =0 =c—0b

Donc, E[AF(ct, i)+ AF(ct,i—1)] = (—a—b)a(l—a)+aa(l—a)+(c—b)a? < a(l—a)—2a <
—a(l — a).
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— masque %101 et %1(')1 étudiés ensemble :
! X ! X

Avec probabilité «a (1-a)
au temps t + 1, la cellule ¢ correspond au masque 7100 7101
et AF(ct,i—1) =—c =0
et AF(ct,4) <—-a-b =
AF(ct,i—1) + AF(c,q) <—-a—-b-c =0

Donc, E[AF(ct,i) + AF(ct,i —1)] = (—a—b—c)a < —a(l — a).

— masque 9101 et 0101 étudiés ensemble :
77X X

77X X
Avec probabilité e 1-0)? ] a(l—a)
au temps t + 1, la cellule ¢ correspond au masque ??O(T) 7101 ?(T)Ol
et AF(ct,i—1) =—c =0 =—c
et AF(cl,q) <—-a-b =0 =0
AF(c,i— 1)+ AF(c,9) <—-a-b-c =0 =—c
Donc,
E[AF(c',i) + AF(ct,i—1)] = (—a — b —c)a — ca(l — a)
<(-a—b—-2c)a(l —a)
< —a(l —a).
Finalement
n—1
ZE[AF(CtJ)] < —a(1 = a)(|c|oor0 + |c*|oo1 + | 1101 + [¢[o101)
=0

Comme les masques 0010, 0011, 1011 et 0101 correspondent aux feuilles issues des noeuds 01
dans larbre de masque 3.7b, on a |c!|oo10 + |ctoo11 + |c!]1101 + |¢t|o101 = |ct]o1, et donc

n—1

D E[AF(,i)] < —a(l — a)|c|os.
=0

Donc tant que ¢’ n’est pas stable :
E[AF()] < —a(l — a)|cor € —a(l — a).

O

Théoreme 3.28 En dynamique a-asynchrone, l'automate BEF converge presque sturement
vers une configuration stable a partir de n’importe quelle configuration initiale. Le temps de

relaxation est O(m) et Q%).

Preuve. Par application directe des lemmes 1.45 et 3.27, le temps de relaxation de 'automate
cellulaire BEF est O(m)

Le temps de convergence de I'automate BEF est Q(Z) depuis une configuration initiale
possédant une seule cellule blanche, puisque la taille de la grande 1-région ne peut décroitre que
de 1 par pas de temps et cela avec probabilité a. (I
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3.4.10 Automate cellulaire BG(142)

Les configurations stables de cet automate cellulaire sont 0™, 1 et (01)™/2(si n est pair). Cet
automate cellulaire ne peut pas faire disparaitre de régions ou en faire apparaitre. Il n’y a pas
de configurations transitoires, toutes les configurations font partie d’une composante terminale
de la chalne de Markov qui représente I’automate. Les différentes composantes terminales sont
déterminées par le nombre de régions.

Fait 3.29 Les configurations stables de l'automate BG ne sont pas atteignables a partir d’autres
configurations (ce sont des jardins d’Eden).

Théoréme 3.30 Sous la dynamique asynchrone, l'automate BG diverge a partir de toute confi-
guration initiale qui n’est pas stable.

Cet automate présente donc le méme type de comportement sous la dynamique synchrone
et les dynamiques asynchrones.

3.4.11 Automate cellulaire BF(198)

Les configurations stables de cet automate cellulaire sont 0", 1™ et (01)™/2(si n est pair). Le
phénomene de fragmentation permet de faire croitre le nombre de régions et il n’existe aucun
moyen de le faire décroitre. Ainsi, les configurations 0™ et 1" ne sont pas atteignables & partir
d’autres configurations. La configuration (01)”/ 2 est atteignable & partir de quelques rares autres
configurations avec faible probabilité. Les frontieres 10 de cet automate cellulaire sont stables.
Considérons un motif 1Oi9%170 out > 0etj>0,les deux frontieres 10 sont fixes et on peut

donc étudier ce motif indé.pendamment du reste de la configuration. On peut donc découper la
configuration en plusieurs motifs semblables et selon la valeur 7 + j, le comportement de ces
motifs differe :

— si 4 =7 =0 le motif 1010 est stable;

— si ¢4+ j = 1 alors on constate une alternance entre les deux motifs 10810 et 10 ilo, la

présence d’un tel motif empéche la configuration de converger ;

— sii+j > 2 alors la frontiere 01 se déplace selon un processus de marche aléatoire jusqu’a
ce qu’un processus de fragmentation crée deux nouvelles régions. Ce motif se divise donc
en deux sous-motifs 10" 17911021720 tel que 41 + i + j1 + j2 = 7+ j qui sont de plus petites
tailles et adoptent un des trois comportement cités. Si ¢ + j est impair, la taille d’un
sous-motif sera toujours impair, donc si la configuration initiale comporte un tel motif, la
configuration ne pourra jamais converger.

Il est donc tres improbable de converger vers une configuration stable. Néanmoins, au bout
d’un certain temps, L’automate cellulaire atteint des configurations qui ne comportent que les
motifs 1010, 10010 et 10110. Nous évaluons ici, ’espérance du temps T’ que met la configuration
dans le pire des cas pour atteindre une telle configuration. La base de masque et la fonction de
poids locaux f sont définis dans la figure 3.8a. Pour toute configuration ¢, F'(¢) € {0, ..., [%] %}
et F(c) =0 si et seulement si ¢ = 0".

t

Lemme 3.31 Pour toute configuration c¢* qui comporte un motif autre que 1010, 10010

et 10110,
E[AF()] < —a(|ef]10111 + |€Foo11 + | ooo10) < —av.
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masques 10 0011 | autres
fon) [ R1] 1 0
(a) Fonction de poids locaux (b) Analyse

Fi1c. 3.8 — Bases de masques pour ’automate BF.

Preuve. Par la linéarité de I'espérance, E[AF(c!)] = Z?:_OIE[AF(ct,i)]. Nous évaluons la
variation de F(c',4) en utilisant la base de masques de la figure 3.8b.
Considérons au temps ¢, une cellule 7 correspondant au masque :

— masques %i, gio : avec probabilité 1 au temps t + 1, la cellule ¢ correspond a un masque
de méme poids qu’au temps t. Donc, E[AF(c,i)] = 0.

— masques 10&10, 10910, Oog, 10?1, 10910, 00910 : F(ct,i) = 0. Avec probabilité 1 au
temps t + 1, F(c!*1,i) = 0. Donc, E[AF(c!,4)] = 0.

~ masques (')(X)il, O(X)il : F(ct,i) = 0. Donc , E[AF(c,i)] > 0.

~ masques 10111, 00010 : F(c!,i) = 0. Avec probabilité a au temps t + 1, la cellule i
X X

correspond au masque 0011. Sinon, elle correspond au méme masque qu’au temps t.
Donc, E[AF(c, )] = a.

— masque 0011 :
XX

Avec probabilité 1-a?|(1-a)]|(1-a)a o?
a t+ 1, la cellule 7 correspond au masque 0011 0%11 OO(T)l O%(T)l
et AF(c!,i) =0 =1 ——1 | =[2]-1

Donc, E[AF(c!,i)] = —2(1—a)a—a?+[2]a® = —a— (1—a)a+[3]a? > —2a+3a > a.
Finalement E?:_ol E[AF(c!,4)] > alct|oo11 +|ct| 10111+ |ct|11101- Donc tant que ¢! comporte
un motif autre que 1010, 10010 et 10110 :

E[AF(c")] > alct|oo11 + alc 10111 + alc|11101 > a.

O

Théoréme 3.32 En dynamique a-asynchrone, l'automate BF atteint une configuration com-
portant uniquement les motifs 1010, 10010 et 10110 a partir de n’importe quelle configura-
tion initiale. L’espérance du temps pour atteindre une telle configuration pour la premiére fois
est O(Zy) et Q(%).

a?
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Preuve. Par les lemmes 1.47 et 3.31, 'automate cellulaire BF atteint une configuration com-
portant uniquement les motifs 1010, 10010 et 10110 depuis n’importe quelle configuration
initiale. L’espérance du temps pour atteindre une telle configuration est O(% x é) (a cause de
Pintervalle de valeurs dans lequel est comprise la fonction potentielle F').

Considérons la configuration de longueur n ou la cellule numéro n — 1 est noire et toutes les
autres cellules sont blanches. Ultimement, les cellules numéro 0 a 4 ne seront pas toutes les cing
blanches. Mais comme la transition C n’est pas active, pour que I'une de ces cellules devienne
noire, il faut que toutes les autres cellules passent a noir au moins une fois. Ceci nécessite un
temps Q(g) en moyenne. Donc, le temps pour atteindre une configuration comportant unique-
ment les motifs 1010, 10010 et 10110 est (%). [

3.4.12 Automates cellulaires BEG(138), BDEF(226) et BDEG(170)

Les configurations stables de ces automates cellulaires sont 0™ et 1™. Les régions se com-
portent comme des marches aléatoires. Ainsi le nombre de mouvements des frontieres avant
d’arriver & un point fixe est de I'ordre de ©(n?). La probabilité qu'une frontiere bouge est mi-
norée par (1 — ). Nous obtenons ainsi que le temps de relaxation est O(a(?iia)) Pour prouver

ce résultat, nous utilisons la fonction potentielle F'(c') = |c[;.

Lemme 3.33 Pour toute configuration instable c', pour les automates BEG, BDEF
et BDEG
E[AF(c)] <0 et P{|AF(c")| > 1} > a(1 — a).

Preuve. A chaque fois qu'une cellule se trouvant dans le voisinage B ou D se met & jour, le
nombre de 1 augmente de 1. A chaque fois qu’une cellule se trouvant dans le voisinage E, F ou G
se met a jour, le nombre de 1 diminue de 1.

Pour BEG : E[AF(Ct)] = O[(‘Ct‘o(n - |Ct|010 - |Ct|110) < 0.

Pour BDEF : E[AF(Ct)] - a(‘ct‘ooi + ’Cthoi - |Ct|o1o - ‘Ct‘on) =0.

Pour BDEG : E[AF(Ct)] = Oé(‘Ct’o(n + |Ct|1o1 - |Ct|o1o - ‘Ct‘llo) =0.

Donc pour tous ces automates E[AF(c!)] < 0.

Maintenant nous devons évaluer la probabilité que F(c!) augmente ou diminue d’au moins
un. Nous faisons la preuve pour BDEF (les autres cas sont semblables). Considérons une
configuration ¢! et un motif 01, les deux cellules de ce motif sont actives et toutes les cellules
actives de la configuration appartiennent a un tel motif. Nous posons k = |c!|o1, et numérotons
arbitrairement les motifs 01 de 0 a £ — 1. Pour chaque motif 7, nous associons une variable
aléatoire X; définie de la fagon suivante :

— X; = 0 si le motif devient 01 ou 10 & ¢t + 1,

— X; = —1 si le motif devient 00 & ¢t + 1,

— X; = 1 si le motif devient 11 & ¢ + 1.

Ainsi, nous avons (AF(ct)) = Zg;é (X;). Nous posons A la variable aléatoire correspond a
I'ensemble des indices j € {0,...,k — 1} tels que j € A si et seulement si X; # 0. Ainsi,

P{IAF(c")| > 1} > P{il existe i tel que X; # 0}P{>_ X;|A # 0}
JEA

De plus, P{il existe i tel que X; # 0} > P{Xy # 0}. Regardons I’évolution d’un motif 01 :

Avec probabilité 1-a)?|(1-a)a| (1—a)a| o?
au temps t + 1, le motif devient 01 %1 O(T) %(T)
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=025 | =05 | x=0.73| =10

o

F1a. 3.9 — L’automate cellulaire BCDEFG(178) sous différentes dynamiques.

Donc |X;| > 1 avec probabilité 2a(l — ). Si [A] est impair, alors > ., X; # 0.
|A]-1

Si [A] est pair et mnon mnul, alors Y. ,X; = 3, (X;X; # 0
et P{X;=1|X; #0} = P{X; = —1|X; #0} = 1, donc ST (X)1X; # 0) = 0 si et

seulement si la moitié des variables aléatoires de {X; : j € A} valent 1, cet événement arrive
[A]
141

C
avec probabilité 2‘&‘," < 1. Donc P{|AF(c")| > 1} > a(1 — ). O

Théoréme 3.34 Sous la dynamique a-asynchrone, les automates BEG, BDEF et BDEG
convergent presque stirement vers une configuration stable a partir de n’importe quel configura-

tion initiale. Leur temps de relazation est O (a("iQ)) et Q (g)

11—«

Preuve. Par les lemmes 1.46 et 3.33, le temps de relaxation des automates BEG, BDEF

et BDEG est O (%) De plus, comme ces automates convergent vers tout-blanc depuis
toute configuration initiale instable, 'espérance de leur temps de convergence sur une configu-

ration ne comportant qu’une cellule blanche est €2 (g) O

3.5 Des automates cellulaires au comportement surprenant

Nous n’avons pas encore réussi a caractériser les cinq derniers types de comportements.
Ceux-ci sont différents et beaucoup plus complexes que ceux des autres automates cellulaires
étudiés. Néanmoins grace a des simulations et 1’étude de motifs particuliers, nous avons des
idées sur les phénomenes entrainant de tels comportements.

Automate cellulaire BCDEFG(178), figure 3.9. Les configurations stables de cet auto-
mate cellulaire sont 0™ et 1™. Les simulations montrent une transition de phase sur le temps
de relaxation. Cette transition de phase est facilement visible sur les diagrammes espace-temps
et semble se produire pour o = a, ~ 0.67. Si a < a,, le comportement global de ’automate
cellulaire reste proche de son comportement sous le régime totalement asynchrone : les régions
se comportent comme des marches aléatoires. Elles fusionnent, meurent, réduisant petit a petit
leur nombre, et finalement 'automate converge vers une des configurations stables. Le temps
de relaxation semble étre en O(n?/a). Si a > a, les grandes 0- et 1-régions se fragmentent
rapidement sur leurs frontieres et le motif 0101 ...01 se répand sur la configuration. Plus « est
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F1a. 3.11 — L’automate cellulaire BCF(214) sous différentes dynamiques.

proche de 1, plus la probabilité de voir des grandes régions se former est faible. Dans ce cas,
nous conjecturons que le temps de relaxation est exponentiel en la taille de la configuration car
par le théoreme 1.42, ultimement la dynamique converge vers une configuration stable. Dans le
chapitre 5, nous proposons une analyse plus poussée de cet automate en utilisant des résultats
issus de la théorie de la percolation. Nous montrons que quand « > 0.996 alors une configu-
ration initiale 1D infinie avec une seule cellule noire a une probabilité constante strictement
positive de diverger. En réutilisant des résultats de [64], ce théoréme semble pouvoir s’adapter
pour prouver un temps de relaxation exponentiel dans le cas de configurations 1D toriques.

Automate cellulaire BCEFG(146), figure 3.10. Les configurations stables de cet au-
tomate cellulaire sont 0™ et 1. Comme 'automate précédent, les simulations montrent une
transition de phase semblant se produire cette fois-ci & a = a, ~ 0.8. Quand a < «a., les
1-régions finissent par disparaitre rapidement, nous supposons que le temps de relaxation est
polynomial. Quand « > «., les grandes régions se fragmentent rapidement. Mais, les 1 isolés se
multiplient plus rapidement qu’ils ne disparaissent. Nous conjecturons que le temps de relaxation
est exponentiel.

Automate cellulaire BCF(214), figure 3.11. Les configurations stables de cet automate
cellulaire sont 0", 1™ et (01)™/2 (si n est pair). Sous la dynamique totalement asynchrone, le
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F1G. 3.12 - L’automate cellulaire BCEF(210) sous différentes dynamiques.

nombre de régions ne peut pas décroitre, donc 'automate cellulaire diverge. Mais sous la dyna-
mique a-asynchrone, le phénomene de disparition permet de faire décroitre le nombre de régions
et le phénomene de fragmentation permet de I’augmenter. La convergence vers une configuration
stable est maintenant possible. Expérimentalement, la taille des 0-régions décroit rapidement.
Finalement, on observe la formation de motifs 10011, la 0-région peut disparaitre mais aussi se
multiplier par fragmentation. Cette multiplication des 0-régions ralentit le processus. Mais le
processus de disparition semble ’emporter sur le processus de fragmentation. Ainsi, nous conjec-
turons que le temps de relaxation est polynomial en la taille de la configuration : O(m)
et cela pour toute valeur de . L’automate cellulaire ne semble pas présenter de transition de
phase. Dans la partie 4, nous prouvons cette conjecture pour l'intervalle 1 > « > 0.99990 ou
certains phénomenes deviennent négligeables. Mais ’analyse de cas est beaucoup plus complexe
que précédemment et les bases de masques se révelent étre indispensables pour la lisibilité de
la preuve.

Automate cellulaire BCEF(210), figure 3.12. Les configurations stables de cet automate
cellulaire sont 0™ et 1™. Sous la dynamique totalement asynchrone, le temps de relaxation de
cet automate cellulaire est exponentiel. La taille des 0-régions diminue rapidement sous les deux
dynamiques asynchrones. Mais, grace au phénomene de disparition, les 0-régions peuvent dis-
paraitre sous la dynamique a-asynchrone, ce qui accélere grandement la vitesse de convergence.
Nous conjecturons que le temps de relaxation est polynomial. Cet automate cellulaire est tres
semblable au cas précédent. Sauf que les O-régions peuvent fusionner, ce qui complique encore
I’analyse.

Automate cellulaire BCFG(150), figure 3.13. Les configurations stables de cet automate
cellulaire sont 0™, 1" et (01)"/ 2 (si n est pair). Cet automate cellulaire ne peut pas converger
sous la dynamique totalement asynchrone. Mais sous la dynamique a-asynchrone, le phénomene
de disparition permet de faire converger 'automate en temps fini. Néanmoins, le temps de
relaxation semble étre exponentiel en la taille de la configuration. Cet automate cellulaire ne
semble pas exhiber de structure particuliere.
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Chapitre 4

Un comportement original :
I’automate cellulaire BCF(214)

Ce chapitre est consacré a ’étude de 'automate BCF(214) [77]. Le comportement de cet
automate cellulaire se révele plus complexe que ceux rencontrés auparavant. Nous prouvons
ici, que leur temps de relaxation est O(1Z;) pour a > 0.99990. Cette analyse confirme notre
conjecture pour un intervalle continu de valeurs de . Ceci permet de confirmer le caractere
particulier de cet automate qui présente un comportement radicalement différent sous la dyna-
mique a-asynchrone comparé a son comportement en dynamiques totalement asynchrones ou
synchrones. Pour obtenir ce résultat, nous avons dit prendre en compte un nouveau phénomene :
la collision entre deux régions. Cet automate cellulaire fait donc intervenir un grand nombre
de phénomenes différents, nous obligeant a étudier de larges motifs et donc a gérer de longues
énumérations de cas. Ceci a été rendu possible grace aux outils développés précédemment. En-
fin, la borne a > 0.99990 a été choisie pour pouvoir, lors de ’étude de 1’évolution des motifs,
négliger les cas ot plus de deux cellules ne se mettent pas a jour dans les motifs considérés. Cette
borne permet donc d’éliminer des phénomeénes que nous n’avons pas encore compris. Les calculs
n’ont pas été optimisés pour obtenir la meilleure borne possible. Mais en gardant notre fonction
de poids locaux, des efforts supplémentaires n’apporteraient qu’une petite amélioration. Par
contre, la raffiner, en prenant en compte les phénomenes que nous ne maitrisons pas encore,
pourrait aboutir a une nette amélioration de la borne. Egalement, notons que cet automate
présente de grandes similitudes avec 'automate BCEF(210), notre fonction de poids locaux
devrait, moyennant quelques efforts supplémentaires, permettre d’obtenir un résultat similaire
pour cet automate. Nous commencons par présenter une description informelle détaillée de cet
automate cellulaire. Puis, nous présentons la preuve.

4.1 Description informelle du comportement de l’automate
BCF(214)

La figure 4.1 présente I’automate cellulaire BCF sous différentes dynamiques.

Cet automate cellulaire n’admet que trois configurations stables : 0™, 1" et (01)(”/ 2) quand n
est pair. Sous la dynamique synchrone, BCF diverge a partir de toute configuration qui n’est
pas stable. Sous la dynamique totalement asynchrone, le nombre de régions étant constant, une
trajectoire ne peut pas converger a partir d’une configuration initiale qui n’est pas stable. Sous
la dynamique a-asynchrone, il est possible de converger vers le point fixe 1" comme le montre
I'image 4.1d. Selon les simulations, le temps de relaxation semble étre linéaire en la taille de la
configuration, nous conjecturons qu’il est égal a m pour tout 0 < a < 1. Cette convergence
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(f) dynamique synchrone

Fic. 4.1 — BCF sous différentes dynamiques.

rapide est due au phénomene de disparition : un motif 1001 peut évoluer en 1111 (le nombre
de régions décroit). Mais le phénomene de fragmentation permet de faire croitre le nombre
de régions : 10011 peut évoluer en 10101. Ainsi ces deux phénomenes sont en compétition. Le
motif 10011 semble étre un élément clé du comportement de cet automate cellulaire, considérons
donc son évolution :

Avec probabilité | le motif 198 il devient | la distance a une configuration stable parait

a’ 1 % %? 1 rester inchangée

a?(1—a) 1%0?1 rester inchangée
a?(1—a) 10%?1 s’accroitre
a?(1—a) 1%%11 décroitre

a(l —a)? 10%11 rester inchangée

a(l —a)? 1%011 rester inchangée
a(l —a)? 1OO(T)1 s’accroitre

‘ (1-a) ‘ 10011 ‘ rester inchangée

Ainsi la probabilité de supprimer une 0-région est a?(1 — «) et la probabilité de créer une
nouvelle région est également o?(1 — a). De plus, la taille de la 0-région peut augmenter avec
probabilité a(1 — )?. Ainsi nous avons isolé un phénomene indiquant une convergence rapide,
mais nous avons deux obstacles & surmonter : l'agrandissement de la 0-région (10001) et la
création d’une nouvelle 0-région (10101). Pour le premier obstacle, nous n’avons pas encore de
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réponse, mais en considérant « proche de 1, ce phénomene devient négligeable comparé aux
deux autres. C’est pourquoi nous posons « > 0.99990 : comme nous le verrons, cette borne
permet de se débarrasser du premier probleme.

Le but de cette section est d’apporter une réponse sur le deuxiéme obstacle et de prou-
ver pourquoi le phénomene de disparition l’emporte sur le phénomene de fragmentation.
Considérons le diagramme espace-temps sous la dynamique a-asynchrone pour @ = 0.9 de
I'image 4.2a, les 0-régions sont proches les unes des autres et semblent se géner. Le motif 10010
semble donc avoir un role important & jouer. Regardons en détail son évolution (7 signifie 0

oul):
Avec probabilité | le motif 10019 évolue en | la distance a une configuration stable semble
X X
] o? \ 11117 \ décroitre
a(l —a) 11017 s’accroitre légerement
a(l —a) 10117 s’accroitre légerement
’ (1 - a)? ‘ 10017 ‘ s’accroitre légerement si 7 = 1

A cause de la présence de la deuxieme 0-région, le phénomene de fragmentation ne peut pas
avoir lieu. L’évolution la plus probable entraine une diminution du nombre de régions. Dans un
tel cas, nous disons qu’il y a un phénomeéne de collision :

Collision

temps t+1
temps t
CB

Collision : Ce phénomene est un cas particulier de la disparition d’une région par activation
simultanée des transitions B et C. Dans le cas d’une collision, le phénomene de disparition
peut avoir lieu mais pas celui de fragmentation.

Maintenant que nous avons exhibé un nouveau phénomene favorisant la convergence, remar-
quons que si un motif 10011 évolue en 10101 par fragmentation, alors les deux 0-régions sont
tres proches. La probabilité de collision ne semble donc pas négligeable dans ce cas. Si c’est
le cas, il serait possible de définir des poids locaux tels que la variation locale des poids d’un
motif 10011 soit négative.

Ainsi, nous nous intéressons au motif 10101 et notre but est de montrer que la probabilité
de collision n’est pas négligeable. Nous avons choisi « de fagon a négliger le fait que plus de deux
cellules ne se mettent pas a jour. Nous pouvons donc considérer 1’évolution du motif 10101 en
dynamique synchrone o1 de temps en temps une cellule ne se met pas a jour. Pour que d’autres
phénomenes n’interferent pas dans notre étude, nous supposons que toutes les cellules, se trou-
vant en dehors des motifs considérés, sont dans ’état 1. La figure 4.2b représente cette évolution.
Les fleches noires représentent 1’évolution synchrone et les fleches pointillées 1’évolution ol une
cellule ne se met pas a jour.

— Motifs 10101, 101001 et 100101 @ sur I'image 4.2b : si la configuration n’est pas la
configuration stable (01)”/ 2 ces motifs finiront toujours par évoluer en 1011101, (B sur
I’image 4.2b.

— Motifs 1011101 et 10011001 (p sur I'image 4.2b : on assiste & un aller-retour entre ces
deux motifs. A chaque aller-retour, ces motifs se translatent de deux cellules vers la droite.
Ceci dure jusqu’a ce qu’'une cellule ne se mette pas a jour. Selon la cellule qui ne se met
pas a jour soit la probabilité de collision devient négligeable, soit le motif devient 1011001
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ou 10011101, (© sur 'image 4.2b.
Motifs 1011001 et 10011101 (©) sur I'image 4.2b : on assiste a un aller-retour entre ces
deux motifs qui se translatent également de deux cellules vers la droite a chaque aller-
retour. Ceci dure jusqu’a ce qu’une cellule ne se mette pas a jour. Selon la cellule qui ne se
met pas a jour soit la probabilité de collision devient négligeable, soit on voit réapparaitre
un motif du premier cycle, soit le motif devient 100101 ou 101101, soit (d) sur 'image 4.2b.
Motifs 100101 et 101101 (@ sur 'image 4.2b : I’évolution la plus probable a partir de
ces motifs provoque une collision entre les deux 0-régions.

La probabilité de collision n’est donc pas négligeable, il ne reste plus qu’a traduire ces
observations en trouvant les bons poids locaux. C’est ce que nous faisons dans la prochaine
section.

4.2 Preuve
Nous supposons dans cette partie que a > 0.99990. Nous considérons le variant défini a
partir de la base de masques de la figure 4.3. Ainsi :

F(z) = 64]2']10010 + 742" 101101 + 91(|2"|1011001 + |2"]10011101)
+(99 — 20|zt 10011001 + 99(|2*| 1011101 + |2¢|10101 + |2*] 101001
+|2!1001101) + 100(|2*| 101111 + |2"]1011100 + |2]1011000 + |2 |101000
+’wt\1001111 + |$t\1oo111oo + ’wthoonooo + ’wthooo + !wt\ooo + \$t’ooo1)-

Pour toute configuration ¢, F(c) € {0,1,...,100n} et F(c) = 0 si et seulement si ¢ = 1".

Lemme 4.1 Pour toute configuration instable ¢! et qui ne contient pas que des O isolés,
E[AF ()] < —0.3(1 — a)|ct|or < —a(l — ).

Pour les configurations ne comprenant que des 0 isolés E[AF(c!)] < 0.
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(10011001 ) 99-2(1-a)

1001100
10011000 100
100
0
100
masques f(m)
1001, 1 0
10010 64
101101 74
1011001, 10011101 91
10011001 99 — 2(1 — )
1011101, 10101, 101001, 1001101 99
autres 100

Fia. 4.3 — fonction de poids locaux pour BCF.
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Preuve. Par la linéarité de I'espérance, E[AF(c!)] = Z;:OIE[AF(Ct,i)}. Nous évaluons la
variation de F(c!,i) en utilisant la base de masques de la figure 4.4 page 80.

Considérons au temps ¢, une cellule 7 correspondant au masque :

masques %i, 10019 : F(ct,i) = 0. Avec probabilité 1 au temps t+1, la cellule i correspond
7 XX 7
au masque 1. Donc F(c!*1,i) = 0. Donc, AF(c!,i) < 0.
masques 000, 101000, 1011000, 1011100, 101111 : F(c,i) =  100.
77 X 7 X X ? X X7 X
Donc, E[(AF(c!,4)] < 0.

masque 10110010 : F(c!,i) = 91. Donc, E[(AF(c!,4)] < 9.

X XX ?

masque 1010019 : F(ct, i) = 99. Donc, E[(AF(c!,4)] <1
XX 7

masque 10;1? : F(c',i) = 0. Avec probabilité 1 au temps ¢+ 1, la cellule i correspond au

masque 1 ou 1001. Donc F(c!*1,i) = 0. Donc, E[(AF(ct,4)] = 0.

masque 1010% : Avec probabilité 1 au temps t+1, la cellule i correspond au masque 10101

ou 101001. Done, E[(AF(c!,i)] = 0.

masque 1009 : F(ct,i) = 100. Avec probabilité a au temps t + 1, la cellule i correspond
X 7

au masque 1 ou F(c'*,4) = 0. Donc, E[(AF(ct,4)] < —100a < —99 car o > 0.99990.

masques 0001 et 0001 étudiés ensemble :
?7 X7 7?7 X7

[ Avec probabilité [ & ¢ + 1, la cellule i correspond & [ et AF(c!,i) [ et AF(cl,i+1) [ AF(c!, i)+AF(cl,i+1)

l

[ >0-a? ] 7701 [ <0 [ =0 [ <0 |
>a(l—a) ??%1 = —100 =0 = —100
<a(l—a) ??0? <0 <100 <100

’ < a? ‘ ??%? ‘ = —100 ‘ <100 ‘ <0 ‘

(Les deux derniers cas sont possibles si et seulement si la cellule 7 4 2 est dans 'état 1.)
Donc, E[AF(c!, i) + AF(ct,i+1)] <0.

masques 10010 et 10010 étudiés ensemble :
XX ? XX ?

[ Avec probabilité | au temps ¢ + 1, la cellule i correspond au masque | et AF(cf,i) + AF(cf,i+1) |

’ a? ‘ 71177 ‘ = —64 ‘
T

[ 1—a? [ autres (au plus un des deux 0 devient un 1) [ < 36 ]

Puisque o > 0.99990,

E[AF(c, i) + AF(c', i+ 1)] < =640 4+ 36(1 — a?) < —100a? + 36 < —63.98 < —50.

masque 101101 :
X 7

[ Avec probabilité [ au temps t + 1, la cellule ¢ correspond au masque [ et AF(ct,4) ]
’ =« ‘ 169107 ‘ — 10 ‘
’ <a(l—a) ‘ 10110<T)1 ‘ =17 ‘
[21-a—a(l—q) ] 101101 [ =0 ]
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(le second cas est possible si et seulement si la cellule i + 5 est dans 1’état 1.)

Puisque « > 0.99990, E[AF(c!,4)] < —10a + 17a(1l — a) < —2.

— masque

1011101 :
X ?

[ Avec probabilité [ au temps t + 1, la cellule ¢ correspond au masque [ et AF(cl,1q) ]

[ >0-wr ] 1011101 [ =0 ]
<a(l—a) 1611100 =1
>a(l—a) 1601101 =0

’ <a? ‘ 10?110?1 ‘ =2(1-a) ‘

Si la cellule i + 6 est dans 1’état 0, le second et le quatrieme cas sont impossibles

et E[AF(c!, )] = 0. Autrement, puisque a > 0.99990,

Donc, E[AF(c!,4)] < 0.

— masque

1010011 :

XXX

E[AF(c',i)] = a(l —a) —2a%(1 — ) < 0.

[ Avec probabilité

[ au temps t + 1, la cellule 7 correspond au masque [ et AF(ct,q) ]

’ a’ ‘ 1011101 ‘ =0 ‘
7
a?(1—-a) 1010%?1 =0
a?(1—a) 101%%11 =1
a?(1— ) 101%0?11 =-38
[1-a®—3a%(1—0a) | autres [ <1 |

Puisque a > 0.99990, E[AF(c!,i)] < —Ta?(1 — a) + (1 — @)?(1 + 2a) < —5(1 — a).

— masque

10110011 :

X XXX

l

Avec probabilité

[ au temps t + 1, la cellule i correspond au masque [ et AF(ct,4) ]

’ at ‘ 10011101 ‘ =0 ‘
T 111
a3(1—a) 10?10%?1 =27
a3(1— ) 10011111 =
111
a3(1—a) 10011001 8
T
a?(1—a) 10111101 =
11
[ (A—a)’(0+2a+307) | autres [ <9 ]

Puisque o > 0.99990, alors E[AF(c!,i)] < —a3(1 — a) + 9(1 — a)?(1 + 2a + 3a?) <
—0.8(1 — a).

— masques 1001111, 1001111 et 1001111 étudiés ensemble :
XXX X X X X X X

[ Avec probabilité [ ¢+ 1, i correspond & [ et AF(c!,i) [ et AF(c,i+1) [ et AF(c},i+2) [ total |

’ o’ ‘ 1%%?111 ‘ = —100 ‘ =0 ‘ <100 ‘ <0 ‘
a?(1—a) 10%?111 =-1 = <100 <99
a?(1—a) 1%%1111 = —100 = =0 = —100
a?(1— ) 1%0?1111 = —100 =100 =0 <0

[[(A—a)’)(1+2a) | autres <0 [ <100 [ <100 [ <200 |
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Puisque a > 0.99990, alors

< —a?(1—a)+200(1 — a)*(1 + 2a)
< (1 —a)(—a? +600(1 —a))
< -0.3(1 - a).

E[AF(c, i) + AF(c' i+ 1) + AF(c' i+ 2)]

— masques 10011000, 10011000 et 10011000 étudiés ensemble :

XXX X ? XXX X 7 XXX X

[ Avec probabilité [ a ¢+ 1, i correspond a [ et AF(cf i) [ et AF(cf,i+1) [ et AF(cf,i+2) [ total ]

’ al ‘ 1%%?1‘?0? ‘ = —100 ‘ = (; ‘ <100 ‘ <0 ‘
a?(1—a) 10%?170? =1 = <100 <99
a?(1—-a) 1%%11707 = —100 = =0 = —100
a?(1—-a) 1%0?170? = —100 <100 =0 <0

[ (A—a)’(1+2a) | autres [ <0 [ <100 [ <100 [ <200 |

Comme précédemment, E[AF(c',i) + AF (' i+ 1) + AF(ci+2)] < —0.3(1 — a).

— masques 1001101, 1001101 et 1001101 étudiés ensemble :

XX X ? X X X ? XX X

[ Avec probabilité [ at+ 1,1 correspond a [ et AF(c,7) [ et AF(cl,i+1) [ et AF(ct,i+2) [ total ]

’ o’ ‘ 1110101 ou 11101001 ‘ = —99 ‘ =0 ‘ =99 ‘ =0 ‘
117 71
a?(1— ) 10%?101 ou 10%?1001 =0 =0 =99 =99
a?(1— 1%1107 =—99 =0 =0 =-99
a?(1— ) 1%0?107 =-99 =64 =0 =-35
[(A=—a)?(1+20) ] autres <1 < 100 < 100 <201

Puisque o > 0.99990, alors

E[AF(ct, i)+ AF(c,i+1) + AF(c i+ 2)] < =35a%(1 — ) +201(1 — a)?(1 + 2a)
< (1 —a)(—35a% 4+ 603(1 — o))
< —15(1 — ).

~ masques 10011100, 10011100 et 10011100 étudiés ensemble :

X XX ><7 X XX XXX

[ Avec probabilité [ & ¢+ 1,4 correspond & [ et AF(cl,i) [ et AF(cL,i+1) [ et AF(ct,i+2) [ total |

’ a® ‘ 1%%?11?? ‘ = —100 ‘ :07 ‘ <100 ‘ <0 ‘
a?(1—-a) 10%?11?? =-1 =0 <100 <99
a?(1—-a) 1%%111?7 = —100 =0 =0 = —100
a?(1—a) 1%0911?? = —100 < 100 =0 <0

[(A—a)?(1+20) ] autres <0 < 100 <100 < 200

Puisque o > 0.99990, alors

E[AF(c', i) + AF(c' i +1) + AF(c!,i +2)] < —a?(1 — ) +200(1 — a)?(1 + 2a)
(1 —a)(—a?+600(1 — a))
—0.3(1 — ).

IN A
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~ masques 100111011, 100111011 et 100111011 étudiés ensemble :
XXX X XXX X X XX X
[ Avec probabilité [ at+ 1,4 correspond a [ AF(ct, 1) [ AF(ct,i+1) [ AF(ct,i+2) [ total ]
’ ot ‘ 111011001 ‘ =91 ‘ =0 ‘ =91 ‘ =0 ‘
T

a3(1—a) 10%?110?1 =8 =0 =91 =99
a?(1—a) 1%%1110?1 =91 =0 =0 =91
a3(1—a) 1%09110?1 =-91 =99 —2(1 —a) <99 =0 <38
a3(1— ) 1%%?11011 =-91 =0 =74 =17

[ 0-a)% ] autres [ <9 ] <100 [ <100 [ <209 |

Nous posons k = (1 + 2a + 3a?). Puisque a > 0.99990, alors

E[AF(c', i) + AF(c, i+ 1) + AF(c!, i+ 2)] < —a?(1 — a) +209(1 — a)?(1 + 2o + 3a?)
< (1—a)(—a® +1254(1 — a))
< —-0.8(1 — o).

~ masques 100111019, 100111019 et 100111019 étudiés ensemble :

XXX XXX XXX

[ Avec probabilité [ a ¢+ 1, i correspond a [ et AF(c!,7) [ et AF(cl,i+1) [ et AF(cf,i+2) [ total |

’ a3 ‘ 111011017 ‘ = —91 ‘ =0 ‘ 74 ‘ =-17 ‘
T
a?(1—a) 10%?1101? =38 =0 =74 =82
a?(1—a) 1%%111017 =91 = =0 =91
a?(1-a) 1%021101? =-91 =99 =0 =8
[(A—a)’(1+20) ] autres <9 [ <100 [ <100 [ <209 |
Puisque « > 0.99990, alors
E[AF(c', i) + AF(ch i +1) + AF(c i +2)] < =170 — (1 — a) +209(1 — a)?(1 + 2a)
< —16.

— masques 100110011, 100110011 et 100110011 étudiés ensemble :

XXX XXX XXX XXX XXX XXX

[ Avec probabilité | & ¢+ 1, ¢ correspond & | AF(ct,q) [ AF(i+1) [ AF(,i+2) | total |
’ af ‘ 111011101 ‘ =-99+2(1-a) ‘ =0 ‘ =99 ‘ =2(1-0q) ‘
T 111
a®(1— ) 101011101 <1 =0 =99 < 100
TT 7171
a®(1—a) 111111101 < -98 =0 =0 < —-98
111
ab(1—a) 110011101 < -98 =91 =0 < -7
T 1111
a®(1— ) 111010101 < 98 =0 =99 <1
M1
a®(1— ) 111011111 < -98 =0 =100 <2
111 11
a®(1—a) 11101 1001 < -98 =0 =091 < -7
Tmr_11
[ O-)%% ] autres [ <2 [ <100 ] <100 [ <202

Nous posons k = (1+2a+3a? +4a3 4 5a*). La derniere ligne correspond aux cas ot plus
de deux cellules ne se mettent pas a jour. Puisque a > 0.99990, alors

E[AF(ct, i) + AF(ct i+ 1) + AF(ct, i+ 2)] < +2a8(1 — @) —9a°(1 — @) +202(1 — a)?(1 + 2 + 3a? + 402 + 5a?)

<
< =5(1 —a).
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— masques 100110010, 100110019 et 100110019 étudiés ensemble :
! XXX XX 7

XXX XX 77 XXX XX
[ Avec probabilité | & ¢+ 1, i correspond & [ et AF(cf,4) [ et AF(cf,i+1) [ et AF(c!,i+2) | total ]

|

a3 ‘ 1%?1??1? ‘ < —98 =0 ‘ <100 ‘ <2 ‘
a?(1—a) 10%?1??1? <1 =0 < 100 <101
a?(1—a) 1%%11??1? < -98 =0 =0 < -98
a?(1—a) 1%0?1??17 < -98 < 100 =0 <2
[(A—a)’(1+20) ] autres [ <2 [ <100 [ < 100 [ <202 |

Puisque o > 0.99990, alors
E[AF (i) + AF(c, i+ 1) + AF(c i+ 2)] < 20° + 5a2(1 — @) + 202(1 — )%(1 + 2a)

< 3.
Finalement,
n—1
ZE[AF(Ct7 i)] < +9|c' 10110010 + 3| 100110010 + | [1010010
i=0

— (2| 101101 + 0.8(1 — a)|c| 10110011 + 5(1 — @)|c*|1010011)

- 50|Ct|1oo1o

—(99(]c* 1000 + 0.3(1 — @)|c|1001111 + 0.8(1 — @)|c* 100111011 + 16|c!|100111010
+0.3(1 — @)|c'|1001101 + 5(1 — @)|c*[ 100110011 + 0.3(1 — a)|c*|10011000)

I'occurrence est pondérée positive-

Remarquons que les trois mots dont
ment (|cf|10110010, |c'|100110010 €t |cf|1010010, Situés dans la premiere ligne) admettent tous

le sous-mot 10010. Et donc,

9|c'| 10110010 + 3|t 100110010 + | |1010010 — 50| 10010 < —(|c*|100110010 + 36]c!|10010)-

En négligeant les trois termes |cf|101101, |¢!|10110011 €t |¢f|1010011, NOUS obtenons :

n—1

ZE[AF(Ct, i)] < —(|¢" 100110010 + 36/ 10010 + 99| 1000 + 0.3(1 — a)|c'|1001111

i=0
+0.8(1 — Oé)|Ct|1oo111011 + 16!Ct|10011101o +0.3(1 — Oé)|Ct|1oo1101

+5(1 — @)|c* 100110011 + 0.3(1 — @)|c*|10011000)
< —0.3(1 — @)(|c"| 100110010 + | [10010 + €' 1000 + | |1001111 + | |100111011
+ |c*| 100111010 + €] 1001101 + || 100110011 + [€]10011000)
Remarquons que tous les mots apparaissant dans ce terme sont les mots apparaissant dans

les feuilles du sous-arbre de la figure 4.4 issu du noeud étiqueté par 100. Et donc :

n—1
D E[AF(c!,i)] < —0.3(1 — @) '] 100-
i=0
Tant que ¢! n’est pas stable ou qu’il existe un motif autre que des 0 isolés :

E[AF(c")] < —0.3(1 — a)|c]100 < —0.3(1 — a).

Si ¢ est une configuration ol tous les 0 sont isolés E[AF(c!)] < 0. O
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Théoréme 4.2 En dynamique a-asynchrone, 'automate BCF converge presque siurement vers
une configuration stable a partir de n’importe quelle configuration initiale. Son temps de relaza-
tion est O(ﬁ)

Preuve. Sur les configurations instables ou tous les 0 sont isolés, ’espérance de la variation
de la fonction potentielle est nulle ; mais mettre a jour une cellule active crée un motif 00 et
Iespérance de la variation de la fonction potentielle devient strictement négative. C’est pour-
quoi, nous allons considérer la séquence (z');>¢ ou z! = c?. Si at est constituée de 0 isolés,
alors soit la configuration est (01)”/ 2 et la dynamique a convergé, soit mettre & jour n’im-
porte quelle cellule active crée un motif 00. Ainsi par le lemme 4.1, tant que ' n’est pas
stable, on a E[AF (z!)] < 0.3a(1 — «). Par le lemme 1.45, 'automate cellulaire BCF converge
presque surement vers une configuration stable depuis n’importe quelle configuration initiale

quand a > 0.99990. Leur temps de relaxation est O(ﬁ) ]

4.3 Conclusion

Nous avons obtenu ici un premier résultat sur ’automate BCF. Méme si l'intervalle de
valeurs pour lequel nous savons comprendre son comportement est petit, cette avancée met
en avant un comportement propre a la dynamique a-asynchrone puisque cet automate diverge
pour les autres dynamiques. Egalement les phénomenes isolés dans le chapitre précédent fai-
saient intervenir seulement deux ou trois cellules voisines. Ici, le phénomene de collision montre
qu’analyser des interactions entre différentes régions de 'automate nécessite de considérer de
larges motifs. A cause de la complexité des calculs, nous nous sommes contentés de considérer
des régions proches 'une de 'autre. La méthode que nous avons développée dans le chapitre
précédent nous a permis de gérer les énumérations et de certifier que nous n’avons pas oublié
de cas. Mais il ne fait nul doute que prendre en compte les effets de la collision entre des régions
plus éloignées dans la configuration permettrait d’obtenir une meilleure borne. Analyser loca-
lement des marches aléatoires en assignant des poids aux cellules s’est révélé simple, mais ces
interactions sont bien plus complexes & analyser.
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( 101111 )

101110

(1011101)
(1011100 )

(1911)
( 101101 )

101100

(10110011 )
(10110010 )

1011001

( 1011000 )
1010011

1010010

( 10110

101001

( 101000 )

(1001111 ) ( 100111011 )

(100111 ) 10011101
\Cmomo (100111010 )
(10011100 )
( ) 0 (100110011 )
10010 100110

1001100 (100110010 )

10011001

E

10011000

« 1001111 )

1001110

10011101

( 10011100 )
( 1001101 )

10011001
1001100

(( 10011000 )

( 100111 )

( 100111011 )
(100111010 )

( 100110011 )
(10010 ) (" 100110

!( 1001111 ) ( 1oo111011 )

(100111 ) 10011101
\<100111o (100111010 )
(101) 10011 (10011100 )

1001 (100110011 )
001 (10010 ) (100110
(0001 )
(10011000 )

1001100 ( 100110010 )
Fi1G. 4.4 — Arbre d’analyse pour BCF'.

10011001
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Chapitre 5

Le cas d’une transition de phase :
I’automate cellulaire BCDEFG(178)

Ce chapitre est consacré a 1’étude de la transition de phase, en fonction du taux d’asyn-
chronisme, de I'automate BCDEFG sous la dynamique a-asynchrone [78]. Nous allons utiliser
une technique différente ne reposant pas sur 'analyse d’une fonction de poids via les bases de
masques. Nous allons faire un couplage avec un modele de percolation dirigée pour prouver une
corrélation entre la valeur critique p. de la percolation dirigée et la valeur critique a. de la
transition de phase de I'automate BCDEFG. Cette technique s’est déja avérée efficace pour
étudier des systemes de particules en interaction (voir par exemple [56]). Nous prouvons ainsi
que si a > 0.996 alors il existe une probabilité non nulle que 'automate cellulaire BCDEFG
diverge a partir d’une configuration initiale infinie ne contenant qu’une seule cellule noire, c¢’est-
a-dire ayant une seule cellule différente de la configuration stable infinie tout-blanc. Ainsi, nous
apportons ici un premier résultat sur 'automate cellulaire BCDEFG qui permet de confirmer
une partie de nos observations. De plus, notre raisonnement montre formellement le lien avec
la percolation dirigée, déja conjecturé dans les travaux de Fates [25]. Ceci laisse supposer un
comportement complexe, la théorie de la percolation dirigée n’étant encore que tres partielle-
ment maitrisée. Nous n’avons pas encore de borne inférieure, ce qui ne nous permet pas encore
de prouver formellement ’existence d’une transition de phase. Tout résultat dans cette direc-
tion serait une avancée importante (et sirement trés délicate), d’autant plus qu’a notre grande
surprise, nous rencontrerons de nouveau cet automate cellulaire dans 1’étude de la dimension 2.
Comme nous le verrons par la suite dans le chapitre 7, des résultats sur le temps de relaxation
de cet automate quand « est proche de 0 permettraient siirement d’en obtenir d’autres sur les
phénomenes que nous étudions en dimension 2.

Dans un premier temps, nous adaptons certaines notations pour étudier des configurations
infinies. Ensuite, nous présentons en détails nos observations sur le comportement de l'auto-
mate BCDEFG. Puis, nous introduisons le modele de percolation dirigée que nous utilisons.
Enfin nous prouvons notre résultat en explicitant notre couplage entre la percolation dirigée et
l'automate BCDEFG.

5.1 Définitions

Définition 5.1 (Probabilité de convergence) Etant donnée une configuration initiale 1D
infinie c°, la probabilité de convergence a partir de la configuration c°, notée P,(c"), est la pro-
babilité que la trajectoire (c')i>o évoluant sous la régle BCDEFG en dynamique a-asynchrone
converge vers une configuration stable & partir de la configuration initiale °, i.e. P{T < oo}
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a=10 a=01 a=020 a=05 a=0.75 a=0.9 dynamique synchrone

Fig. 5.1 — L’automate BCDEFG sous différentes dynamiques a partir de la configuration
initiale ¢,

ou T = min{t : ¢ est stable}.

La regle de transition de 'automate BCDEFG se traduit par le fait qu’une cellule est active
si et seulement si au moins une de ses voisines est dans un état différent du sien. Donc, les seules
configurations stables de cet automate sont les configurations tout-blanc et tout-noir. Comme,
toute cellule a une probabilité strictement positive de rester dans son état en dynamique a-
asynchrone pour 0 < a < 1, la probabilité P,(c’) ne peut étre positive que si initialement un
ensemble fini de cellules de ¢? sont dans I’état 0 ou un ensemble fini de cellules de ¢ sont dans
I’état 1. Dans cette section, nous allons considérer une configuration initiale particuliere qui est
”proche” de la configuration stable toute blanche.

Définition 5.2 (Configuration initiale) La configuration ¢ est définie comme it = 1

et tout i € Z*, it = 0.

A partir de maintenant, nous considérons toujours que la configuration initiale est ™.
Donc, pour tout temps ¢, il y a au plus 2t + 1 cellules dans 1’état 1 qui se trouvent forcément
parmi les cellules {—t,...,0,...,t}. S’il existe au moins une cellule dans I’état 1 au temps ¢, il
existe au moins une cellule active. Seule la cellule numéro 0 differe entre la configuration ¢
et la configuration stable toute blanche. Néanmoins nous avons obtenu le résultat suivant que
nous démontrons ci-apres :

Théoréme 5.3 Si a > /80/81 ~ 0.996 alors P, (c™) < 1.

5.2 Discussion

Dans la section 3.5, nous conjecturons que 'automate BCDEFG admet une transition de
phase pour @ = a. ~ 0.66. La figure 5.1, présente 1’évolution du diagramme espace-temps de
I'automate BCDEFG quand « varie depuis la méme configuration initiale ¢**. La dynamique
totalement asynchrone peut étre adaptée sur les configurations infinies si la configuration initiale
est ¢V : il suffit de mettre & jour une cellule choisie uniformément parmi les cellules actives. Pour
une telle dynamique, une 1-région de taille > 2 se comporte comme une marche aléatoire
non biaisée 1D. Une telle marche aléatoire est récurrente [10]. Donc, 'automate BCDEFG
converge presque strement vers tout-blanc depuis la configuration initiale ¢™* en dynamique
totalement asynchrone. Par contre 'automate cellulaire diverge en dynamique synchrone méme
quand la configuration initiale est ¢™™*. Expérimentalement nous avons constaté que le temps
de relaxation est polynomiale quand o < a. et exponentielle quand a > a.. Ainsi il semble que
le comportement de ’automate passe brutalement de son comportement totalement asynchrone
a son comportement asynchrone quand « varie de 0 a 1.

Quand 0 < a < a., quelques "erreurs” peuvent apparaitre mais le comportement global
semble étre le méme que le comportement totalement asynchrone. Ces erreurs sont souvent des
fragmentations de régions qui sont généralement rapidement résorbées car la nouvelle région
apparait a distance 1 de l'ancienne et les deux régions fusionnent rapidement. Par contre
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F1G. 5.2 — La percolation dirigée pour différentes valeurs de p.

pour a > «, le comportement change radicalement : un motif 10101010 clignotant (toutes
les cellules sont actives) apparait et s’étend rapidement au détriment des grandes 0-régions et
1-régions. Ce motif semble empécher de converger vers une configuration stable. Les cellules
a l'intérieur des grandes 0- et 1-régions sont inactives tandis que les cellules a intérieur des
régions de 10101010 sont toutes actives. Ce motif est donc instable et marginal quand « est
proche de 0. Malheureusement, I’étude du temps de relaxation en dynamique totalement asyn-
chrone s’appuie sur une parfaite symétrie de comportement entre les O-régions et les 1-régions.
La présence d’un troisieme type de région, aussi marginale soit elle, nous empéche d’obtenir
une borne inférieure & partir du raisonnement fait en dynamique totalement asynchrone (voir
les travaux de Fates et al [27]) qui ne dépende pas de la taille de la configuration. Nous pensons
qu’obtenir une borne inférieure sur . serait une grande avancée.

Nous allons maintenant prouver que quand o > 0.996, il existe une probabilité strictement
positive que le processus n’atteigne pas une configuration stable a partir de la configuration
initiale ¢™*. Nos résultats confirment I'intuition que les 0- et 1-régions disparaissent au profit
du motif 0101 et que le comportement de BCDEFG est bien plus complexe que celui d’une
marche aléatoire.

5.3 Le modele de percolation dirigée

Définition 5.4 (Percolation dirigée) Soit  une  probabilité  p, considérons e
graphe L(p) = (Z%,E) ot Z% est Uensemble des sites et E l'ensemble des liens. Pour
tout (i,7) € Z2, il existe un arc du site (i,j) vers les sites (i + 1,5) et (i,5 + 1). Les arcs de
ce graphe sont étiquetés de facon aléatoire : chaque lien a indépendamment des aulres une
probabilité p d’étre étiqueté ouvert et une probabilité 1 — p d’étre étiqueté fermé.

La figure 5.2 présente différents graphes de percolation dirigée pour différentes valeurs de p.
Seuls les liens ouverts sont dessinés. En théorie de la percolation, la principale question est de
déterminer la taille des amas (ensembles de sites reliés par des liens ouverts).

Définition 5.5 (Amas) Considérons une probabilité p et le graphe aléatoire L(p). On note C
l’amas centré sur le site (0,0) : un site (i,7) est dans C' si et seulement s’il existe un chemin
orienté du site (0,0) vers le site (i,7) constitué uniquement de liens ouverts. Nous désignons
par O(p) la probabilité que l’ensemble C' soit infini (i.e. qu’il existe un chemin infini partant de
la cellule (0,0)).

Par la suite quand nous parlerons d’amas, il s’agira toujours de I'amas centré en (0,0). Il
est facile de montrer que 6(p) est une fonction croissante de p. De plus, il existe une valeur
critique pe, tel que 6(p) > 0 pour tout p > p. et #(p) < 0 pour tout p < p.. La valeur exacte
de p. n’est pas encore connue dans le cas de la percolation dirigée, mais des bornes sur cette
valeur peuvent étre trouvées dans le livre de Grimmett [40] :
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® Site qui n'est pas dans C

: : Z .\./.\./O\@/O \©/O\©/O\/.\/‘O\@/O @ Site de hauteur 8 qui est dans C

O Candidat de hauteur 9

F1G. 5.3 — Un exemple de sites et de candidats de hauteurs 8 et 9. Tous les liens (ouverts ou
fermés) sont dessinés.

Théoréme 5.6 (Valeur critique [40]) il existe une valeur critique p. tel que si p < pe
alors O(p) = 0, et si p > p. alors O(p) > 0. De plus, 0.6298 < p. < 2/3.

5.4 Couplage avec la percolation dirigée

Il n’existe pas de notion de temps dans la percolation. Mais la hauteur (i.e. la distance
qui sépare un site de l'origine) va remplacer cette notion dans notre couplage. En effet, pour
déterminer la probabilité qu’un site de hauteur ¢ + 1 soit dans ’amas, il suffit de savoir quels
sites de hauteur t sont dans l'’amas; de la méme facon, dans un automate cellulaire, il suffit
seulement de connaitre 1’état des cellules au temps ¢ pour déterminer la probabilité qu’une
cellule soit dans ’état 1 au temps ¢ + 1.

Définition 5.7 (Hauteur) La hauteur du site (i,j) est i + j, c’est-a-dire la longueur des
chemins du site (0,0) au site (i,7). La hauteur d’un lien est la hauteur de son origine. L’en-
semble St désigne les sites de hauteur t et I’ensemble Ot désigne les sites de hauteur t qui sont
dans l’amas.

Définition 5.8 (Candidat) Un site de hauteur t+ 1 est candidat si et seulement si au moins
un de ses prédécesseurs est dans C'. L’ensemble C't1 désigne ’ensemble des candidats au
temps t+ 1.

Clairement pour tout ¢t > 0, C* C C'. La figure 5.3 illustre la notion de hauteur et de
candidat.

Définition 5.9 (Projection) Pour toutt > 0, U' C Z désigne un sous-ensemble de cellules
d’abscisse de méme parité que t, c’est-a-dire i € Ul si et seulement si —t < i < t eti =t
mod 2. Pour tout t > 0, soit gy : S — U la bijection qui pour tout i,7 € N tel que i +j =t
associe au site (i,j) la cellule 2 — [251].

Les sites de hauteur ¢ de L(p) se projettent par g; sur les cellules de U’. Le diagramme
espace-temps de la figure 5.4 illustre la projection ou les sites de hauteur ¢t sont projetés sur les
cellules de U’ au temps t. Notre but est de définir un couplage tel que les cellules au temps t
correspondant aux sites de hauteur ¢ dans C', soient toujours actives. Le critére suivant exprime
cette propriété.

Définition 5.10 (Critére de correspondance) Nous disons qu’une trajectoire (c')i~q et un
graphe orienté étiqueté aléatoirement L(p) satisfont le critére de correspondance au temps ¢ si
et seulement si toutes les cellules de gi(C") sont actives au temps t. Et, ils satisfont le critére
de correspondance si et seulement s’ils satisfont le critére de correspondance pour tout t > 0.

Comme la cellule numéro 0 est active au temps 0, le critere de correspondance est toujours
vrai au temps 0. Si le critere de correspondance est vrai et que I’amas est infini alors, pour
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temps (BCDEFQ) hauteur (percolation)

F1a. 5.4 — Projection du graphe L(p) sur le diagramme espace-temps de l'automate cellu-
laire BCDEFG. Pour chaque t, les cellules de ¢! appartenant & U’ sont coloriées en noir.

O\ ) ) Q O temps et hauteur 9
||

l temps et hauteur 8
y
0-00-0-80- -08-[-E

F1G. 5.5 — Les cellules de ¢® qui sont dans U® et les cellules de ¢ qui sont dans U? sont coloriées
en rouge et vert. Les cellules actives sont marquées par un point rouge. Les fleches rouges relient
les sites de C® & leur cellule correspondante de ¢®. Dans cet exemple toutes ces cellules sont
actives donc le critere de correspondance est vrai au temps 8.

tout t > 0, ¢! admet au moins une cellule active et donc la trajectoire (c!) ne converge pas. La
figure 5.5 illustre une configuration qui satisfait le critére de correspondance au temps 8 avec le
graphe de I'exemple 5.4.

Considérons une configuration ¢! telle que le critere de correspondance est vrai au temps ¢.
Nous cherchons a définir un couplage tel que le critere de correspondance reste vrai au temps t+1.
Seuls les sites de hauteur ¢ + 1 de Ct*! peuvent étre dans C. Si un tel site est effectivement
dans C, alors la cellule ¢ correspondant a ce site doit étre active au temps ¢t + 1. Notre couplage
doit étre congu pour vérifier cette propriété. Une telle cellule est appelée une cellule contrainte.

Définition 5.11 (Cellule contrainte) Une cellule i est contrainte au tempst si et seulement
sii€ Ut et gt;ll (i) est dans O™ (la cellule i est candidate au temps t + 1).

Nous devons trouver un moyen pour forcer une cellule contrainte au temps ¢ & devenir active
au temps t+1. Cela est possible car une cellule contrainte a toujours une voisine active au temps ¢
quand le critere de correspondance est vérifié (lemme 5.12). Il est ainsi possible d’associer
a chaque cellule contrainte une partenaire qui est une cellule voisine active (définition 5.13).
Mettre a jour simultanément ces deux cellules au temps ¢ force la cellule contrainte a étre active
au temps ¢t + 1 (lemme 5.14), nous pourrons alors coupler cet événement avec 1’étiquetage des
liens (théoreme 5.15).

Lemme 5.12 Si (c');>¢ et L(p) vérifient le critére de correspondance au temps t, alors chaque
cellule contrainte au temps t possede au moins une cellule active dans son voisinage.

Preuve. Supposons que la cellule ¢ soit contrainte au temps t. Alors le site (k,1) = gt__:1 (1)
est dans C*!'. Donc au moins un des deux sites (k,l — 1) ou (k — 1,1) est dans C*. Comme le
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FIG. 5.6 — Les fleches bleues relient les sites de C? aux cellules & qui elles imposent une contrainte.
Ces cellules contraintes sont marquées par une croix bleue. Les cercles regroupent les cellules
contraintes avec leur partenaire.

critere de correspondance est vrai au temps ¢, au moins une des deux cellules g(k,l —1) =i+ 1
et g(k —1,1) =i — 1 est active au temps ¢t. [J

Définition 5.13 (Partenaire) La partenaire d’une cellule contrainte i au temps t est définie
de la facon suivante :

- Si i correspond au temps t o Uun des masques 01, 10, 1000 ou 0111, alors sa partenaire
au temps t est la cellule i — 1.

- Sii correspond au tempst a l'un des masques 110, 001, 00001 ou 11110, alors sa partenaire
au temps t est la cellule i + 1.

La figure 5.6 représente les cellules contraintes de la figure 5.5 et leur partenaire. Comme
pour tout ¢ > 0, deux cellules de U’ ne peuvent pas étre voisines, deux cellules contraintes
ne peuvent pas étre voisines. De plus comme les partenaires sont toutes voisines d’une cellule
contrainte, une cellule ne peut étre a la fois contrainte et partenaire d’une autre cellule. Par
contre, une cellule peut étre la partenaire de deux cellules contraintes au temps t.

Lemme 5.14 Pour tout t > 0, si (c')i>0 et L(p) vérifient le critére de correspondance au
temps t, chaque cellule contrainte au temps t recoit une partenaire et si ces deux cellules se
mettent a jour au temps t alors la cellule contrainte est active au temps t + 1.

Preuve. Supposons que la cellule i soit contrainte au temps t. Alors sans perdre de généralité,
nous supposons que c; = 1 (Pautre cas est symétrique). Nous procédons & une énumération de
cas sur les états de ses voisines et montrons que dans tous les cas, si i et sa partenaire se mettent

a jour au temps t alors ¢ est active au temps t+ 1. Cette étude de cas est faite dans la figure 5.7.
O

Théoréme 5.15 Si a > /1 — (1 — p.)* alors P (c™) < 1, ot p. est défini au théoreme 5.6.

Preuve. Considérons une trajectoire (c!);>0 dont 1’évolution est régie par la regle BCDEFG
sous la dynamique a-asynchrone et ot ¢ = ¢ ainsi qu'un graphe étiqueté aléatoirement
L(p). Supposons o > {/1 — (1 — p)*. Nous allons définir un couplage entre ces deux processus.

Le couplage est défini récursivement pour tout ¢ entre les cellules de ¢! et les liens de L(p) de
hauteur ¢. Nous expliquons maintenant comment se déroule le couplage pour ¢t > 0. Supposons
que le critere de correspondance est vrai au temps t.

— Nous déterminons la fagon dont sont étiquetés les liens de hauteur ¢ de sorte que chaque

lien soit ouvert avec probabilité p indépendamment de 1’étiquetage des autres liens.
— Nous déterminons la facon dont se mettent a jour les cellules au temps t de sorte que

chaque cellule se mette a jour avec probabilité o indépendamment des autres cellules.
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% : la cellule contrainte est active au temps t+1 Une cellule active a toujours
une voisine active (lemme 1)

Fi1c. 5.7 — preuve du lemme 5.14.

— Notre couplage est défini de telle fagon que si au moins un des deux arcs entrant dans un
site de C'*! est ouvert alors la cellule correspondante i est active au temps t + 1. Pour
cela, nous utilisons le lemme 5.14. Comme le critere de correspondance est vrai au temps
t, nous pouvons forcer la cellule i et sa partenaire a se mettre a jour. Comme le critere de
correspondance est vrai au temps 0, il restera récursivement vrai pour tout t.

L’étiquetage et la mise a jour des cellules sont faits de la maniere suivante : nous répartissons
les cellules et les liens de hauteur ¢ dans des paniers de types différents :

— type 1 : une unique cellule ¢! qui n’est ni contrainte ni la partenaire d’une autre cellule.

— type 2 : un unique arc b de hauteur ¢ qui ne pointe pas vers un site candidat de C**+1,

— type 3 : deux cellules i et i + € avec € € {—1,1} et les deux arcs de hauteur ¢ pointant
vers le site correspondant a la cellule ¢ 4 € au temps t + 1, lorsque ¢ + € est contrainte et
que ¢ est la partenaire au temps t de ¢ + € et elle seulement.

— type 4 : trois cellules ¢ — 1, 7 et 7 + 1 et les arcs qui pointent vers les sites correspondant
aux cellules i — 1 et 4+ 1 au temps t + 1, lorsque ¢ — 1 et 7 + 1 sont contraintes et que
est la partenaire au temps t des deux cellules i — 1 et ¢ + 1.

11 est facilement vérifiable que chaque lien de hauteur ¢ et chaque cellule appartiennent exac-
tement & un panier. Nous assignons a chaque panier k£ une variable aléatoire indépendante X,i
uniformément distribuée sur [0, 1]. Maintenant nous définissons le couplage dans chaque panier.

— type 1 : si X! < « alors i se met & jour et si X < « alors i ne se met pas a jour.
— type 2 : si X,i < p alors b est ouvert et si X,tC < p alors b est fermé.
— type 3 : les liens sont ouverts et les cellules se mettent a jour suivant ce diagramme :
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Au moins un arc est ouvert

i Le':s deux ceIIuIés
I brest I se mettent & jour

b est ouvert

b' est ouvert

ouvert |

i se met & jour
]

i-1 se met a jour

1
i-1 se met a jour

p(1-p) 1 p(1-p) 1 aP-2p+p? (1-a)?

o~

‘i-W

Q

H i1

i1

i1

. a cellule est active au temps t+1
— l'arc est ouvert D la cellule se met a jour s P
avec probabilité 1
,,,,, I'arc est fermé [ ] tacellule ne se met pas & jour ‘\—1 la cellule contrainte i-1 au temps t

Chaque lien est ouvert avec probabilité p. Les liens b et b’ sont tous les deux ouverts avec
probabilité p?, b est ouvert et b’ fermé avec probabilité p(1 — p) et b est fermé et b’ ouvert
avec probabilité p(1 — p). Donc chaque lien est ouvert indépendamment de l'autre. La
méme chose est vraie pour les cellules. Comme o > /1 — (1 — p)4, alors a? —2p+p% > 0
et la probabilité qu’au moins un lien soit ouvert est bien inférieure a la probabilité que
les deux cellules se mettent a jour. Le couplage est correctement défini.

— type 4 : Comme dans le cas précédent, nous définissons un couplage qui respecte les
distributions de probabilité et I'indépendance des mises a jour/ étiquetages, ainsi :

Au moins un arc est ouvert

1-(1-p)*

)

1

1

1

[} |
.. 1
Toutes les cellules se mettent a jour !
\

1

1

|

1

|

1

1

]

|

—
; aB-1+(1-p)* :

Q

La probabilité que toutes les cellules se mettent & jour est a® et la probabilité qu’au moins
un lien soit ouvert est 1 — (1 —p)%. Comme a > /1 — (1 — p)3, les trois cellules se mettent
toujours a jour si au moins un des liens est ouvert.

Ainsi, dés qu'un arc entrant dans un site de C**1 est ouvert, la cellule correspondante au
temps ¢t 4+ 1 est active. Donc le critere de correspondance est vrai au temps ¢t + 1. Comme le
critere de correspondance est vrai au temps 0, il restera récursivement vrai pour tout ¢. Si p > p.
alors 6(p) > 0 ce qui signifie qu’avec une probabilité strictement positive, il existe pour tout ¢ un
site de hauteur t qui est dans ’amas. Donc, il existe, avec une probabilité strictement positive,
une cellule active au temps ¢ > 0. Donc si a > /1 — (1 — pe)* alors P, (c™*) < 1. 0

Les théoremes 5.15 et 5.6 prouvent le théoreme 5.3.
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5.5 Conclusion

Ce couplage entre 'automate BCDEFG et la percolation dirigée nous a permis d’obtenir
une premiere borne sur a.. Transcrire directement les preuves de percolation sur le diagramme
espace-temps de BCDEFG sans passer par un couplage pourrait certainement améliorer cette
borne. Mais comme d’autres phénomenes apparaissent quand « décroit, nous pensons que cette
amélioration serait minime. Par contre, nous pensons que cette méthode s’applique aussi a
lautomate BCEFG(146) car ces deux automates sont tres semblables.

En ce qui concerne la borne inférieure sur a., nous pensons malheureusement que cette tech-
nique ne peut pas permettre d’en obtenir une car supprimer certains motifs (les grandes régions
noires) demande forcément un certain temps & BCDEFG tandis qu’un graphe de percolation
peut supprimer, avec une probabilité infime mais non nulle (toutes les arétes d’une hauteur
donnée sont fermées), des motifs génants en un seul niveau de hauteur. Donc la probabilité que
la percolation converge en un niveau de hauteur est strictement supérieure, pour la plupart des
configurations, a la probabilité que ’automate converge en un pas de temps. Ceci nous empéche
de définir un couplage pour obtenir une borne inférieure.

Notons enfin qu’une variante de la technique présentée ici a été développée indépendamment
par Mossel et Roch [64] pour résoudre une conjecture sur 'espérance du temps d’émergence
de la coopération dans le dilemme des prisonniers généralisé aux arbres a degré borné. Cette
variante, outre de montrer une autre application de cette technique, laisse supposer que notre
résultat devrait étre facilement transposable aux configurations toriques pour prouver un temps
de relaxation exponentiel quand « > 0.996.
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Deuxieme partie

Automates cellulaires asynchrones
en dimension 2
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Chapitre 6

Introduction

6.1 La dimension 2

Dans cette partie nous allons étudier les automates cellulaires en dimension 2. En dimen-
sion 1, la classe des automates cellulaires élémentaires est a la fois variée, simplement définie, et
de taille raisonnable. En dimension 2, la situation est plus compliquée. Déja, il existe deux types
de voisinages fréquemment usités, le voisinage de von Neumann et le voisinage de Moore (voir
chapitre 1, page 31). Ainsi, il existe 232 automates cellulaires & deux états avec le voisinage de
von Neumann et 2%12 avec le voisinage de Moore. Nous ne pouvons plus utiliser une approche
exhaustive pour I'étude de ces automates. Il existe des résultats antérieurs a nos travaux, liés
a I’étude des réseaux de neurones et des réseaux de Hopfield, en dimension 2 sur la dynamique
totalement asynchrone, mais il n’en existe aucun sur la dynamique a-asynchrone. Comme nous
le verrons, ils ne sont pas assez précis pour décrire les comportements observés, le passage de
la dimension 1 a la dimension 2 les compliquant grandement.

6.2 Des motifs liés a ’asynchronisme

Apres une phase d’expérimentations, nous avons remarqué que plusieurs automates cellu-
laires ont en commun en dimension 2 la méme réaction face aux dynamiques asynchrones :
quand « est en dessous d’un certain seuil, des motifs particuliers apparaissent et s’étendent
sur toute la configuration. Le comportement de ces automates change radicalement entre la
dynamique a-asynchrone et la dynamique synchrone. Ce phénomene fut pour la premiere fois
constaté sur le jeu de la vie. Expérimentalement, Kaneko et Akutsu [48] et Blok et Bergersen [§]
ont constaté que le jeu de la vie fait apparaitre des motifs en forme de labyrinthe quand « est
proche de 0 (voir figure 6.1) et que ces motifs envahissent la configuration, alors que quand «
est proche de 1, le comportement reste proche de celui en dynamique synchrone : des particules
se déplacent sur la configuration.
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F1G. 6.1 — Le jeu de la vie sous différentes dynamiques a partir de la méme configuration initiale
a t =150 (¢ = 150 x 2500 pour le cas totalement asynchrone).
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a = 0.3

(sauf X5} oun
a = 0)

numéro de
lautomate

m wn wn
63 E3 Z7

Fia. 6.2 — Différents automates ot des motifs persistants (points isolés, hachures, damiers)
apparaissent quand « est proche de 0. Configurations atteintes apres 50 pas de calculs (voir
I’annexe A pour la notation des automates).

Regle t = 2000N t = 25000V

la vie

m
34

m
31

Fi1G. 6.3 — L’exécution de trois automates cellulaires faisant apparaitre des motifs particuliers
sous la dynamique totalement asynchrone et convergeant a différentes vitesses (voir 'annexe A
pour la notation des automates).

Par la suite, nous nous sommes rendu compte que ce comportement est loin d’étre isolé.
Selon 'automate et le voisinage considéré, nous avons rencontré différents motifs : damiers,
hachures, points isolés (voir figure 6.2). Une fois que ces motifs se sont étendus a toute la
configuration, différentes régions semblent se former. L’intérieur des régions est stable mais les
zones de contacts entre ces régions évoluent. Pour le jeu de la vie, la taille des régions semble
rester petite. Mais dans le cas d’autres automates, les régions grossissent et se stabilisent,
entrainant une convergence plus ou moins rapide (voir figure 6.3). Nous avons choisi d’étudier
comment se forment ces régions et comment est guidée leur évolution. Nous n’avons donc plus
affaire a des marches aléatoires mais a des formes 2D aléatoires.

Nous avons cherché expérimentalement plusieurs automates présentant ce type de compor-
tement. Les cas que nous avons recensés appartiennent a la classe des automates cellulaires
totalisant externes. Le fait qu’une cellule soit active pour ces automates ne dépend que de la
somme des états de ses voisines et de son état (voir annexe A pour savoir comment nous
désignons un automate de cette classe), comme le jeu de la vie. Notons que nous n’avons prin-
cipalement exploré expérimentalement que cette classe, et qu’il ne serait donc pas forcément
surprenant de rencontrer ce type de comportement pour d’autres classes d’automates. La plu-
part des automates cellulaires totalisant externes ne présentent pas ce comportement mais il
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a=0.25 a=0 P{cTs est stable}

Voisinage de
von Neumann
au temps 20N

Voisinage de
Moore
au temps 50N

Un motif stable émerge (damiers et rayures pour

Obsefvlations Régions Du bruit érode les les voisinages de von Neumann et Moore resp.)
empiriques clignotantes grandes régions et recouvre rapidement toute la configuration
homogenes clignotantes quand les deux dimensions sont paires.

F1G. 6.4 — Minorité 2D sous différentes dynamiques a-asynchrones avec N5g = 50 x 50 cellules.
La derniére colonne montre, pour o € [0,1], la probabilité empirique qu'une configuration
initiale aléatoire converge vers une configuration stable avant le temps 75 - N5g ot Ts = 1000
et Ts = 2000 pour les voisinages de von Neumann et de Moore respectivement.

n’est néanmoins pas marginal et il s’agit du comportement le plus intéressant que nous avons su
repérer. Au final notre attention s’est portée sur un automate présentant ce comportement tout
en étant simple a définir : Minorité 2D. Le reste de cette partie est donc consacré a Minorité 2D
avec les voisinages de von Neumann (régle numéro 3%} ) et de Moore (regle numéro ¥3").

6.3 Résultats expérimentaux sur Minorité 2D

Cette section est volontairement informelle car nous présentons des résultats expérimentaux
dont la formalisation est déja un probleme non trivial (et non résolu). Les prochains chapitres
présentent dans un cadre formel nos progres sur la compréhension du comportement de cet
automate.

Le régime synchrone (a = 1) de Minorité 2D a été étudié par Goles [38]. Il a prouvé
que la trajectoire converge toujours vers des cycles de longueur 1 ou 2. Expérimentalement, a
partir d’'une configuration initiale aléatoire, la dynamique converge vers un ensemble de grandes
régions clignotantes noires et blanches aux frontieres stables.

Dés qu’un peu d’asynchronisme est introduit, le comportement change brutalement pour
les deux voisinages (voir figure 6.4 et notre site web [45] pour des séquences animées). A cause de
I’asynchronisme, a chaque pas de temps certaines cellules choisies aléatoirement ne se mettent
pas a jour. Ceci crée du bruit qui érode les grandes régions clignotantes qui restaient inchangées
en dynamique asynchrone. Au bout d’un certain temps, la dynamique semble converger rapi-
dement vers un fond homogene clignotant perturbé par du bruit aléatoire et elle reste ainsi
un temps tres long. Apres une séquence de mise a jour extrémement improbable la dynamique
converge vers une configuration stable.

Les expériences montrent qu’il existe un seuil a., o~ .83 et a. ~.57 pour les voisi-
nages de von Neumann et de Moore respectivement, tel que si a < «., alors des motifs stables
apparaissent : damiers et rayures pour les voisinages de von Neumann et de Moore respecti-
vement. Comme il peut étre observé sur notre site [45], au-dessus du seuil, quand o > «., ces
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motifs sont instables, mais en dessous et peut-étre a ., ces motifs sont suffisamment stables
pour s’étendre et & long terme recouvrir toute la configuration.

Convergence en dynamique asynchrone. Le derniere colonne de la figure 6.4 montre
qu’expérimentalement, quand a < «., la dynamique asynchrone semble converger, au moins
avec une probabilité constante, rapidement vers des configurations tres particulieres pavées par
des motifs simples stables pour la dynamique. Au-dessus du seuil, quand a. < a < 1, la dy-
namique asynchrone semble étre expérimentalement bloquée dans des configurations aléatoires
d’oll aucune structure ne semble émerger.

Le voisinage de Moore fait apparaitre des ”particules” sur des configurations
spécifiques. Une particule est faite de plusieurs cellules actives voisines dans le méme état.
La figure 6.5 montre une configuration avec des particules. Les points rouges marquent les cel-
lules actives et des frontieres sont placées entre deux cellules voisines en diagonale dans le méme
état. Les particules sont placées d’'un coté des frontieres et peuvent se déplacer en avant et en
arriere le long de ces frontieres comme sur un ”rail”. Quand une particule atteint une intersec-
tion entre deux rails, elle peut passer d’un rail & I'autre. Quand deux particules se heurtent,
elles disparaissent toutes les deux. Dans des configurations spécifiques, les rails forment une
grille et les particules évoluent selon une marche aléatoire 2D. De plus, les rails sont modifiés
par le passage des particules et si deux rails deviennent trop proches, alors toute une partie
du réseau de rails s’effondre. Les configurations avec les particules et les rails sont rarement
atteintes a partir d’une configuration initiale aléatoire. Néanmoins nous devons en tenir compte
quand nous étudions la convergence et ces phénomeénes sont durs a analyser mathématiquement.
Un tel comportement n’est pas aussi sophistiqué dans le cas de Minorité avec le voisinage de
von Neumann (car la structure des rails est trop simple) et n’est pas observé non plus dans le
modele d’Ising ou dans les réseaux d’Hopfield a retour positif.

6.5.a — Une séquence de mises a jour dans une 6.5.b — Une séquence de mises a jour ou les rails

configuration avec 4 particules ou deux d’entre ne peuvent pas supporter les perturbations dues

elles se déplacent le long des rails et se heurtent. aux mouvements de particules : & un moment
donné, les rails deviennent trop proches, des nou-
velles cellules actives apparaissent et une partie
du réseau de rails s’effondre.

Fi1G. 6.5 — Des exemples de comportement complexes de particules dans des configurations de
taille 20 x 20 pour Minorité 2D avec le voisinage de Moore.

6.4 Résultats précédents sur Minorité 2D

Minorité 2D est un automate a seuil a retour négatif (son état & une influence négative
sur sa stabilité, voir annexe A). Les automates cellulaires a seuil, et donc Minorité, sont un
cas particulier des réseaux de neurones et plus particulierement des réseaux d’Hopfield. Hop-
field [44] avait étudié ces réseaux de neurones en régime totalement asynchrone et a introduit
une fonction d’énergie décroissante au cours du temps. Cette fonction d’énergie est en fait une

96



fonction potentielle ; son nom est lié a des considérations issues de la physique statistique. Cette
fonction permet de prouver une convergence linéaire dans le cas des réseaux d’Hopfield a retour
positif. Dans le cas des réseaux d’Hopfield & retour négatif, cette fonction n’est pas suffisante
pour prouver une convergence rapide mais fournit néanmoins des renseignements puisqu’une
configuration de plus haute énergie n’est pas accessible depuis une configuration de plus basse
énergie. L’étude des réseaux a retour négatif est réputée beaucoup plus dure que 1’étude des
réseaux a retour positif et il n’y a quasiment aucun résultat théorique sur ces réseaux.

Notons que la regle de transition de Minorité 2D rapproche notre dynamique des modeles
des anti-voteurs [56]. Mais a la différence de celui-ci, Minorité 2D possede une plus grande
variété de configurations stables et certaines de ses transitions entrainent une baisse irréversible
de I'énergie. Ceci implique des changements macroscopiques importants que nous étudions dans
le chapitre 7.

6.5 Nos résultats sur Minorité 2D

Nous avons obtenus des résultats similaires sur Minorité 2D avec les voisinages de von
Neumann [81] et de Moore. Mais, nous ne présenterons pas ici nos travaux sur le voisinage
de Moore, ceux-ci étant encore en cours de rédaction (une version préliminaire a été publiée
dans [82]).

En adaptant la fonction d’énergie d’Hopfield, nous avons réussi a prouver une baisse initiale
rapide de I’énergie qui explique I'apparition des damiers (pour le voisinage de von Neumann) et
des hachures (pour le voisinage de Moore). En étudiant les régions de damiers/hachures et en les
délimitant par des frontieres, nous avons réussi a calculer ’aire occupée par ces régions. Quand
une grande région réussit a entourer toutes les petites régions, nous avons prouvé la disparition
de ces petites régions et donc démontré la convergence rapide vers une configuration stable. Ce
résultat a été obtenu en raffinant la fonction d’énergie, en prenant également en compte l'aire
des petites régions. Nous savons donc analyser le début et la fin d’une exécution de Minorité
sous la dynamique totalement asynchrone, mais nous ne savons pas encore analyser son milieu.

Nos travaux ont nécessité de déterminer toutes les configurations stables de Minorité. De
fagon surprenante, cette question n’est pas triviale, pour le voisinage de Moore, car il s’est
révélé qu’il existe une grande variété de configurations stables. La structure des configura-
tions stables semble jouer un role capital. Surtout les configurations stables d’énergie mini-
male car les autres configurations stables ne sont que des patchworks de ces configurations.
En effet, expérimentalement, des régions pavées par des motifs correspondant aux différentes
configurations stables luttent entre elles jusqu’a ce que I'une d’entre elles I'emporte et fasse
converger la dynamique vers une configuration stable d’énergie minimale ou que les différentes
régions se stabilisent pour former une configuration stable de type patchwork. Notons également
qu’expérimentalement la dynamique semble converger plutot vers les configurations stables de
basse énergie.

Nous n’avons pas encore réussi a analyser la dynamique a-asynchrone pour « proche de 0. Le
comportement de Minorité devient plus complexe car la fonction d’énergie n’est plus décroissante
sous cette dynamique. Mais nos résultats devraient étre transposables dés que nous saurons
analyser le comportement de 'automate cellulaire 1D BCDEFG(178). A notre étonnement,
Minorité encode le comportement de cet automate et sur certaines configurations ces deux
comportements sont mémes identiques. Malheureusement ’analyse de cet automate 1D est fort
complexe et laisse présager la difficulté de ’étude générale de Minorité.

Le chapitre 7 est consacré a I’étude de Minorité 2D utilisant le voisinage de von Neumann.
Dans le chapitre 8 nous analysons plus en détails la baisse initiale de I’énergie grace a une étude
de cas assistée par ordinateur. Les techniques que nous avons développées ici ont été congues
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pour Minorité, mais elles devraient étre facilement transposables pour d’autres automates.
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Chapitre 7

Minorité en dynamique totalement
asynchrone avec le voisinage de von
Neumann

7.1 Présentation de Minorité

Dans ce chapitre nous considérons 'automate cellulaire 2D Minorité sous la dynamique
totalement asynchrone avec le voisinage de von Neumann évoluant sur des configurations 2D
toriques de taille N = n x m.

Définition 7.1 (Minorité) La fonction de transition Minorité § associe a une cellule ’état
minoritaire dans son voisinage, i.e. si une cellule (i,7) d’une configuration ¢ se met a jour,
alors :
5 )1 osicg it vy G-+ cip <2
(cij) = .
0 sinon

Dans la figure 7.1, nous donnons une représentation graphique de la fonction de transition

Minorité et nous associons un nom aux cellules en fonction de leur voisinage. Expérimentalement,

Minorité converge vers une configuration stable (voir section 6.3). Ces configurations stables sont
constituées de régions pavées par des motifs en damier.

Définition 7.2 (Motif en damier) Un sous-ensemble de cellules R C T est connexe si R est
conneze pour la relation de voisinage.

Nous disons que R est pavé par un motif en damier si toutes les cellules adjacentes dans R
sont dans des états différents.

Une bande horizontale (resp. verticale) de largeur w est un ensemble de cel-
lules R={(i,j) : k <i < k+w} pour un certain k (resp., R ={(i,j) : k <j <k+w}).

7.2 Energie d’une configuration

Les parametres suivants apparaissent naturellement pour mesurer la stabilité d’une confi-
guration, i.e., la distance séparant les cellules de I’état minoritaire dans leur voisinage. En
renouant avec les principes de I'analyse amortie et des travaux de Tarjan [85], nous définissons
un potentiel local qui mesure I'instabilité locale dans la configuration. En procédant par analo-
gie avec les modeles de spin en physique statistique (voir le modele d’Ising [46]), nous assignons
a chaque cellule un potentiel représentant le bénéfice qu’elle tire a changer d’état ; ce potentiel
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Voisinage de EE:‘ .? E!:l .‘:h ﬂ:‘ EE. % En:‘ * Eﬁ:‘ E@:‘ +
Von Neumann
Cellule isolée Péninsule Coin Pont Bord Cellule encerclée
Active Active Active Active
Minorité é(c) Inactive Inactive Réversible Réversible Irréversible Irréversible
AE(c)=0 AE(c)=0 AE(c) = —4 AE(c) = -8
Totalisant externe Active Active Active Active
976 Irréversible Irréversible Réversible Réversible Inactive Inactive
6(&) = di(dé) AE(c) = -8 AE(c) =—4 AFE(c)=0 AE(c)=0

Fic. 7.1 — Le nom des voisinages et la table de transition de Minorité § et de sa contrepar-
tie 0 ('automate cellulaire OTgy, voir la section 7.4) : seules les cellules actives changent d’état
quand elles se mettent a jour.

est naturellement défini comme le nombre de cellules dans son voisinage a qui elle s’oppose
(i.e., ici, le nombre de cellules qui sont dans le méme état qu’elle); en sommant le potentiel
de toutes les cellules, nous obtenons I’énergie de la configuration, notion introduite par Hop-
field [44]. Comme nous considérons des configurations initiales arbitraires, le systéme évolue
hors-équilibre jusqu’a ce qu’il atteigne (si possible) une configuration stable, donc ’énergie va
évoluer au cours du temps; en particulier, comme nous allons le voir dans la proposition 7.9,
I’énergie va strictement décroitre chaque fois qu'une transition irréversible est faite (i.e. chaque
fois qu'une cellule de potentiel > 3 est mise a jour). La fonction d’énergie joue un réle crucial,
comme nous le verrons dans la partie 7.7, dans la définition de la fonction potentielle que nous
allons utiliser pour prouver la convergence du systeme. Comme observé dans la section 6.3, le
systeme semble converger vers les configurations d’énergie minimale, comme le ferait un systeme
physique réel.

Définition 7.3 (Energie) Le potentiel v;; de la cellule (i,j) est le nombre de ses voisines qui
sont dans le méme état qu’elle. L’énergie d’une configuration c est la somme des potentiels de
toutes les cellules : E(c) =}, ;vij.

Définition 7.4 (Frontiére) Il y a une frontiere entre deuz cellules voisines si elles sont dans
le méme état, i.e. :
— le coté commun aux cellules (i,7) et (i,7+ 1) est une frontiere horizontale si ¢;j = ¢; j41;
— le coté commun auz cellules (i,7) et (i +1,7) est une frontiére verticale si cij = ciy1,.

Définition 7.5 (Région homogeéne) Un chemin alternant est une séquence de cellules voi-
sines qui ne traverse pas de frontiere, i.e., qui alterne les états des cellules de la séquence.

Ces chemins définissent une relation d’équivalence «étre connecté par un chemin alternanty
entre les cellules. Les classes d’équivalence de cette relation sont appelées les régions homogenes
de la configuration.

Les propositions suivantes découlent immédiatement des définitions.

Proposition 7.6 Chaque région homogene est conneze et pavée par l'un des deux motifs en
damier @ ou . La frontiere de chaque région homogéne est exactement l’ensemble des frontiéres
touchant une de ses cellules.

Proposition 7.7 — Le potentiel d’une cellule correspond au nombre de frontiéres sur ses
cOtés.
— L’énergie d’une configuration est égale a deux fois le nombre de frontieres.
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— Une cellule est active si et seulement si au moins deuz de ses cotés sont des frontiéres.
L’énergie prend donc les valeurs suivantes :

Corollaire 7.8 — Si les dimensions n et m ont méme parité, (Vc) E(c) € 4N ;
— sinon, (Vc) E(c) € 2+ 4N.

Preuve. Comme ’énergie est égale a deux fois le nombre de frontiéres, il suffit de prouver
que la parité du nombre de frontieres verticales (resp. horizontales) dans chaque ligne (resp.
colonne) est la méme que la dimension correspondante m (resp. n). Puisque la configuration est
torique, il est clair qu’en scannant une ligne, le nombre de changements d’un damier a l'autre
est de méme parité que la longueur de la ligne. [J

Configurations d’énergie maximale et minimale. L’énergie d’une configuration de
taille n x m appartient a {0,2,4,...,4N} car chaque paire de cellules adjacentes dans le méme
état est comptée deux fois et 0 < v;; < 4 pour tout (g, j).

Il y a deux configurations d’énergie maximale 4N : tout-noir et tout-blanc.

Si n et m sont pairs, il existe deux configurations d’énergie zéro : les deux damiers.

Si n est pair et m impair, ’énergie minimale d’'une configuration est 2n et une telle confi-
guration consiste en un damier enroulé autour de la dimension impaire créant ainsi une bande
verticale de largeur 2 pavée par le motif m.

Energie des configurations stables. Une cellule est inactive si et seulement si son potentiel
est < 1. Donc I’énergie d’'une configuration stable appartient a {0,2,..., N}. Les configurations
stables sont donc, comme nous l'attendions, de basse énergie. Si n et m sont pairs et qu’au
moins 'un des deux est un multiple de 4, alors il existe des configurations stables d’énergie
maximale N, pavées par 'un des motifs en damier gras ma ou ﬁ

L’énergie est décroissante. Sous la dynamique totalement asynchrone, Minorité ne peut
pas faire augmenter 1’énergie.

Proposition 7.9 A partir de n’importe quelle configuration initiale c, la séquence de variables
valéatoires E(c') est une séquence décroissante et E(c') décroit d’au moins 4 & chaque fois
qu’une cellule de potentiel > 3 est mise a jour.

Preuve. Quand l'état d’une cellule de potentiel v change, son nouveau potentiel est 4 — v.
Parmi ses voisines, v d’entre elles voient leur potentiel décroitre de 1 et 4—v voient leur potentiel
augmenter de 1. Donc la variation totale d’énergie de la configuration quand une cellule de
potentiel v change d’état est 8 — 4v, valeur qui est toujours négative puisque les cellules actives
ont un potentiel > 2. [

La figure 7.2 montre ’évolution moyenne de ’énergie au cours du temps, ce qui montre le
comportement typique de Minorité. Dans un premier temps, I’énergie de la configuration décroit
brutalement au fur et a mesure que les motifs en damier émergent dans la configuration et dans
un deuxieme temps, 1’énergie décroit plus lentement jusqu’a ce que la configuration devienne
stable. Les propositions 7.10 et 7.12 montrent en effet que ’énergie baisse tres rapidement au
début quand les damiers émergent ; les théoremes 7.22 et 7.33 (dans les sections 7.6 et 7.7) mon-
treront que les dernieres étapes de la convergence sont faites en temps polynomial en espérance,
tant qu’au moins une des dimensions est paire.
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Fic. 7.2 — Evolution de I’énergie moyenne au cours du temps. Moyenne faite sur 100 séquences
aléatoires E(c') commengant sur des configurations initiales aléatoires ¢ de taille 50 x 50 (chaque
cellule est initialement dans I’état 0 ou 1 avec la méme probabilité).
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Baisse initiale d’énergie. En un nombre polynomial de pas de temps et depuis n’im-
porte quelle configuration initiale, ’énergie passe en dessous de 5N/3. Ceci est observé
expérimentalement & travers 'apparition rapide des motifs en damier dans les premiers pas
de temps de I’évolution :

Proposition 7.10 (Baisse initiale de I’énergie) La variable aléatoire T' = min{t : E(c') <
5N/3} est presque sirement finie et E[T] = O(N?).

Preuve. Considérons une configuration ¢ d’énergie £ > 5N/3. Nous allons démontrer que ¢
contient soit une cellule de potentiel > 3, soit deux cellules adjacentes de potentiel 2 dans
des états différents. Nous procédons par contradiction, supposons que chaque cellule de ¢ a
un potentiel < 2 et que toutes les cellules adjacentes de potentiel 2 sont dans le méme état.
Soit ni-, na (resp. by- et ba) le nombre de cellules noires (resp. blanches) de potentiel <1 et 2
respectivement. Considérons le graphe biparti qui connecte chaque cellule noire de potentiel 2
a ses voisines blanches de potentiel < 1. Chaque cellule noire de potentiel 2 est adjacente a
exactement deux cellules blanches de potentiel < 1 et chaque cellule blanche de potentiel < 1
est adjacente a au plus 4 cellules noires de potentiel 2. Le nombre d’arétes dans le graphe bi-
parti est donc au moins 2nsy et au plus 4b;-, donc 2ny < 4b;-. Symétriquement, 2by < 4n;-.
Mais, N = ni- + ng + b;- + ba > 3(na + b2)/2, donc la configuration admet au plus 2/N/3 cel-
lules de potentiel 2 et son énergie est < N + 2N/3, contradiction.

Considérons maintenant la fonction potentielle ¥(c!) = 3E(c!)/2 — N3+ (c!) ot N3+ (c!) est
le nombre de cellules de potentiel > 3 dans c!. Pour tout ¢, 0 < ¥(c!) < 6N. Soit Ny le nombre
de paires de cellules adjacentes de potentiel 2 et dans des états opposés. E(c!) est une fonction
décroissante au cours du temps et a chaque fois qu'une cellule de potentiel > 3 est mise &
jour, E(c!) décroit d’au moins 4, donc :

4N+ (ct
E[E(TY) — B(d)] < —3];().
Une cellule de potentiel 3 peut disparaitre seulement si elle-méme ou une de ses quatre voisines
est mise a jour ; et a chaque fois qu’une cellule de potentiel 2 adjacente a une cellule de potentiel 2
dans I’état opposé est mise a jour, le potentiel de la cellule devient 3. Donc :

E[N3+ (ct+1) — N3+(ct)] > No(c") _]\?N3+ (Ct).

En additionnant ces deux termes, nous obtenons que :

N+ (ct) + No(ct
E[‘l,(ctJrl) _ \I’(Ct)] < - 3+(c )]\7; 2(c )
Donc, tant que E(c!) > 5N/3, ¥(c!) décroit en espérance d’au moins 1/N & chaque pas de
temps. Comme ¥ est bornée par 6N, d’apres le lemme 1.45, aprés au plus O(N?) pas de temps
en espérance soit F(c!) passe en dessous 5N/3, soit ¥(c!) passe en dessous de 3N/2 ce qui
implique également E(c') < 5N/3. 0

Emergence des motifs en damier. Selon les expériences, les motifs en damier apparaissent
tres rapidement dans les premiers pas de temps de I’évolution. Ceci est dii a la chute brutale
d’énergie. Soit C) le nombre de carrés de cellules de taille 2 x 2 dans la configuration qui
contiennent dans leur intérieur exactement k frontieres.

Proposition 7.11 — Cy est le nombre de carrés de taille 2 X 2 pavés par des motifs en
damaer,
- N=Cy+ Cy+ Cy,
- FE=2C5 +4C4.
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E=0 E =4N
a) n et m sont pairs b) seulement n est pair

FiG. 7.3 — Exemples de configurations stables.

Preuve. Par la proposition 7.6, les frontieres sont les limites des régions de damiers, donc k est
forcément pair, i.e. 0,2 ou 4 ; ainsi le nombre total de carrés de taille 2x 2 est N = Cy+Cy+Cy.
De nouveau par la proposition 7.6, Cy compte les 2 x 2 carrés pavés par des motifs en damier.
Finalement par la proposition 7.7, I'énergie est égale a deux fois le nombre de frontieres, et
comme chaque frontiere apparait exactement dans deux carrés, nous avons F = 2Cy + 4Cy. OJ

Proposition 7.12 (Emergence des damiers) Aprés O(N?) pas de temps en espérance, au
moins N/6 des carrés de cellules de taille 2 x 2 de la configuration sont pavés par des motifs en
damier.

Preuve. En combinant les deux équations de la proposition 7.11, nous obtenons
que Co = N — E/2+ Cy > N — E/2. Mais par la proposition 7.10, apres O(N?) pas de temps
en espérance, £ < 5N/3, ce qui implique que Cy > N/6. O

7.3 Configuration stable

Proposition 7.13 (Configuration stable) Les configurations stables sont les configurations
composées de bandes paralléles pavées par des motifs en damier. Plus précisément :

— sin et m sont pairs, les configurations stables sont les configurations composées de juz-
tapositions de bandes horizontales (ou verticales) de largeur > 2 pavées par des motifs en
damier ;

— sin (resp. m) est impair et m (resp. n) est pair, les bandes sont obligatoirement horizon-
tales (resp. verticales).

— finalement, sin et m sont impairs, alors il n’existe pas de configuration stable.

Preuve. Dans une configuration stable, chaque cellule touche au plus une frontiere. Donc les
frontieres d’une région homogene sont des lignes droites a distance > 2 les unes des autres. U

Corollaire 7.14 Sin et m sont impairs, alors Minorité n’atteint jamais de configuration stable.

7.4 Couplage avec automate cellulaire totalisant externe 976

A partir de maintenant et jusqu’a la fin du chapitre (a 'exception du corollaire 7.16, de
Pexemple 7.17 et de la section 7.6), nous considérons que n et m sont pairs. Soit ¥ la confi-
guration damier d’énergie 0 définie comme suit : #&&%; = (¢ + j) mod 2. Etant donné deux

configurations c et ¢, soit ¢ @ ¢’ la configuration XOR ¢” telle que ¢; = (c;; + ¢};) mod 2.
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Primal

Dual

F1c. 7.4 — L’évolution couplée de Minorité § sur les configurations primales (c');>¢ (en haut) et
sa contrepartie OTg7 sur les configurations duales (¢') (en bas). A partir de ¢t = 50N, ¢’ et &
sont des configurations bornées (voir section 7.7).

Configuration duale. Comme observé auparavant, la dynamique totalement asynchrone de
Minorité tend a converger a partir de n’importe quelle configuration initiale vers des configura-
tions constituées de grandes régions pavées par des motifs en damier. Ala place d’une trajec-
toire (c')¢>0, il est donc plus agréable de considérer la séquence de configurations duales (¢')i>0
définie par ¢' = B& @ ¢!, dans cette nouvelle séquence les grandes régions pavées par des motifs
en damier apparaissent comme des grandes régions homogenes blanches ou noires. De fagon
évidente, la configuration duale ¢ évolue selon la fonction aléatoire §(.) = B @ S(E® .), en effet
pour tout ¢, ¢t =B It =B I(c) =B S(ED &) = 6(&).

Par construction, les deux trajectoires (c');>o et (¢')¢>o sont couplées : la méme cellule
aléatoire est mise a jour dans les deux configurations a chaque pas de temps. La fonction de
transition 0 associe & une cellule (i,7) d’une configuration ¢ 'état :

1 sin>3,
5(61J) = 1-— éz’j siX=2 avecX = éifl,j + éi+17j + é@jfl + émurl,
0 sinon.

Cette fonction de transition est en fait celle de I'automate cellulaire totalisant externe OTg7.
Ses transitions sont données dans la figure 7.1.

Les configurations stables de OTg7;. Par définition, ’énergie d’une configuration duale ¢
et le potentiel de la cellule (z, j) sont les quantités correspondantes, E(c) et v;;, calculées dans la
configuration primale. Par la proposition 7.13, les configurations duales stables pour la fonction
de transition duale & sont les configurations duales composées de bandes homogenes blanches
et noires de largeur > 2. Les deux configurations duales d’énergie minimale 0 sont tout-blanc
et tout-noir.

Expérimentalement, toutes les configurations duales sous la dynamique totalement asyn-
chrone de & évoluent vers de larges régions noires et blanches (correspondant aux damiers dans
la configuration primale). Informellement, ces régions évoluent comme suit (voir figure 7.1) :

— les points isolés et les péninsules ont tendance a disparaitre;

— les bords et les cellules encerclées sont stables;

— les grandes régions s’érodent de fagon aléatoire par les coins ou les ponts qui peuvent

changer d’état de facon réversible ; leurs frontieres suivent une sorte de marche aléatoire 2.D
jusqu’a ce que de grandes bandes sans coin se forment (voir figure 7.4 ou [45]).
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7.5 Convergence a partir d’une configuration initiale arbitraire

Dans cette section, nous considérons une configuration initiale ¢” arbitraire et montrons
que la dynamique totalement asynchrone de Minorité converge toujours vers une configuration
stable apreés un nombre exponentiel de pas de temps en espérance si au moins une des deux
dimensions est paire.

Théoréme 7.15 En dynamique totalement asynchrone, quand les deux dimensions de la confi-
guration sont paires, 'automate Minorité converge presque surement vers une configuration
stable a partir de n’importe quelle configuration initiale. Son temps de relaxation est O(2N2N+1).

Preuve. Selon le couplage défini ci-dessus, il est équivalent de prouver ce théoréeme pour la
fonction de transition duale 6. La séquence suivante de mises a jour pour la fonction § transforme
n’importe quelle configuration duale ¢ en configuration stable :

— Phase I : Tant qu'’il existe une cellule blanche active, en choisir une et la mettre a jour.

— Phase II : Tant qu’il existe une cellule noire active, en choisir une et la mettre a jour.
Pendant la phase I, les régions noires s’étendent jusqu’a définir des bandes ou des rectangles.
A la fin de la phase I, toutes les cellules blanches sont inactives et, selon les transitions de
la figure 7.1, sont donc soit encerclées ou soit des bords. En particulier, aucune bande de
cellules blanches de largeur 1 ne survit. Pendant la phase II, les rectangles et les bandes de
largeur 1 de cellules noires sont progressivement érodées et finissent par disparaitre. Finalement,
seulement les bandes noires de largeur > 2 survivent a la fin de la phase II et la configuration
est stable puisqu’elle est uniquement composée de bandes homogenes blanches ou noires de
largeur > 2 (voir proposition 7.13).

Durant chaque phase, au plus IV cellules changent d’état. Donc, a partir de n’importe quelle
configuration ¢, il existe un chemin de longueur au plus 2N vers une configuration stable. Main-
tenant, segmentons la trajectoire (¢!);> en segments (¢2Vé+1 . ¢2N(EFD) de longueur 2N. La
séquence de mises a jour faite dans chaque segment a une probabilité supérieure a 1/N 2N Qétre
une séquence de mises & jour, de longueur inférieure & 2N, qui transforme ¢2V* en configuration
stable. Comme ces événements sont indépendants, il faut au plus N2V essais en moyenne pour
tirer une telle séquence de mises a jour. Minorité et OTgy; convergent donc presque stirement
vers une configuration stable & partir de n’importe quelle configuration initiale. Leur temps de
relaxation est O(N2V+1). O

Corollaire 7.16 En dynamique a-asynchrone, a partir de n’importe quelle configuration ini-
tiale de taille n x m ou n est pair et m impair, ’automate Minorité converge presque surement
vers une configuration stable. Son temps de relaxation est O(N3N+1),

Preuve. Considérons les cellules a l'intérieur du rectangle de taille n x (m — 1) excluant
la derniere colonne m — 1. Considérons la configuration duale a l'intérieur de ce rectangle et
appliquons la méme séquence de mises a jour que précédemment. Apres la phase I, les régions
noires a l'intérieur du rectangle sont devenues des bandes et des rectangles. De plus, il ne reste
plus aucune bande blanche horizontale, car m étant impair, I'un des coins d’une telle bande
serait actif (quels que soient les états des cellules dans la derniére colonne). Apres la phase II,
les rectangles noirs sont éliminés ainsi que les bandes noires horizontales (car m étant impair, I'un
des coins d’une telle bande serait actif). A ce point, les cellules actives restantes sont situées dans
la dernieére colonne et éventuellement dans 1'une des colonnes voisines m—2 ou 0. Considérons les
cellules a 'intérieur du rectangle vertical de largeur 7 centré sur la derniere colonne. Considérons
la configuration duale & I'intérieur de ce rectangle, les deux colonnes les plus a droite et les deux
colonnes les plus & gauche sont stables. En appliquant le méme algorithme sur les trois colonnes

106



centrales, une suite d’au plus 6n mises a jour permet de stabiliser ces trois colonnes. Ainsi il
existe une séquence de longueur au plus 2N +6n < 3N mises a jour qui stabilise n’importe quelle
configuration initiale. Nous concluons cette preuve par le méme argument que précédemment.
O

Exemple 7.17 (Conjecture) Considérons une configuration de taille (2n 4 1) x 2n3 et une
frontiére qui s’enroule deux fois autour de la petite dimension (voir figure 7.5).

Fi1G. 7.5 — une configuration avec une dimension impaire depuis laquelle I’espérance du temps
de convergence est conjecturé exponentiel.

Minorité peut converger si et seulement si la frontiére se déroule, i.e., seulement si elle réussit
a se toucher elle-méme, ce qui est possible uniquement si les lignes se tordent pour former deux
rectangles dont les coins se touchent en un point du tore. Malheureusement, la "tension” imposée
par 'enroulement tend a éloigner les deux parties de la frontiére (pour pouvoir se tordre en un
rectangle, les n marches aléatoires correspondant auz tournants doivent se synchroniser). Nous
conjecturons donc que ce croisement des frontiéres, nécessaire pour converger vers un point
fize, ne se produit qu’apres un nombre exponentiel de mises a jour en espérance (les expériences
semblent confirmer cette conjecture).

7.6 Convergence a partir d’une configuration semi-bornée

Nous supposons ici que n est pair, m peut étre pair ou impair. Nous montrons dans cette
section que si la configuration contient une bande de largeur 2 pavée par des motifs en damier,
alors la dynamique converge presque strement rapidement vers une configuration stable, i.e., le
temps de relaxation est polynomial en espérance.

Définition 7.18 (Configuration semi-bornée) Une configuration ¢ est semi-bornée si elle
contient une colonne de largeur 2 pavée par des damiers. Sans perte de généralité, nous suppo-
sons qu’il s’agit des deux colonnes les plus a gauche et qu’elles sont pavées par le motif B, ainsi
une configuration ¢ est semi-bornée si ¢;j = (i + j) mod 2 pour tout (i,5) ou 0 < j < 1.

t+1

Lemme 7.19 Si une configuration ¢! est semi-bornée, alors ¢!t ’est aussi.

Preuve. Les cellules dans les deux colonnes pavées par des damiers ont trois de leurs voisines
qui appartiennent a ces colonnes et qui sont donc dans 1’état opposé au leur; ces cellules sont
donc inactives (quel que soit I’état de la cellule qui n’est pas dans les deux colonnes). [J

Dans la configuration duale d’une configuration semi-bornée, les deux colonnes les plus a
gauche sont toutes blanches et le blanc tend a contaminer petit & petit les colonnes voisines, a
moins que deux colonnes consécutives soient toutes noires (dans ce cas les cellules de cette bande
noire sont inactives et le resteront a jamais). Nous étudions ici ce processus de contamination
et montrons qu’apres O(n2N) pas de temps en espérance, soit la troisitme colonne est toute
blanche (et donc inactive) soit les troisiemes et quatriemes colonnes sont toutes noires (et donc
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Fic. 7.6 — Une configuration semi-bornée et sa configuration duale.

inactives). La borne en temps polynomial sur le temps de relaxation est un corollaire de ce
résultat. Dans ce but, nous introduisons une fonction potentielle pour mesurer la distance aux
configurations ciblées et montrons que la dynamique se rapproche en espérance a chaque pas
de temps de ces configurations.

Fonction potentielle. Considérons une configuration semi-bornée c. Une 0-région désigne
ici une suite de cellules de la troisieme colonne deux a deux voisines dans 1’état O dans la

configuration duale (¢ 2,¢1,2,...,¢n—1,2). Posons
(o) n+1, , si la troisieme colonne de ¢ est toute blanche;
Cc) =
la longueur de la grande O-région de la troisieme colonne de ¢, sinon.

Posons AU(c) = ¥(d(c)) — ¥(c), la variable aléatoire correspondant & la variation de ¥ apres
un pas de temps a partir de la configuration c.

Lemme 7.20 Pour toute configuration semi-bornée ¢ ot il existe au moins une cellule de la
troisiéme colonne active, alors
(a) E[A¥(c)] >0

et

(b)Pr{| AU () > 1} >+

Preuve. Comme la seconde colonne de ¢ est toute blanche, toute cellule blanche de la troisieme
colonne ayant ses deux voisines de la troisieme colonne dans 1’état blanc est soit un bord, soit
une cellule encerclée. Elle est donc inactive (voir figure 7.1). Toute cellule noire de la troisieme
colonne ayant au moins une de ses deux voisines de la troisieme colonne dans ’état blanc est
soit un coin, soit une péninsule. Elle est donc active.

Dans un premier temps, supposons qu’il n’y ait qu’une seule cellule noire dans la troisieme
colonne de ¢. Cette cellule est active et la mettre a jour accroit W(c) de 2. Mettre a jour l'une
des deux voisines de la cellule noire fait décroitre ¥(c) de 1 si cette cellule est active et 0 sinon.
Toutes les autres cellules de la colonne sont inactives. Donc (a) et (b) sont vrais dans ce cas.

Dans un deuxieme temps, supposons qu’il existe une unique O-région de taille maxi-
male < n — 2 dans la troisieme colonne de ¢. Les seules cellules dont la mise a jour peut
éventuellement faire décroitre la fonction potentielle sont les deux cellules blanches situées aux
extrémités de cette O-région. Mettre a jour une de ces deux cellules fait décroitre la fonction
potentielle d’au plus 1. Les deux cellules noires jouxtant la 0-région sont forcément actives et
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mettre I'une des deux a jour fait accroitre la fonction potentielle d’au moins 1. Mettre a jour
n’importe quelle autre cellule laisse ¥(c) inchangé. Donc (a) et (b) sont vrais dans ce cas.

Dans un troisieme temps, supposons qu'’il existe plusieurs 0-régions de taille maximale dans
la troisieme colonne de ¢é. Alors, ¥(c) ne peut pas décroitre au prochain pas de temps (car une
seule cellule sera mise a jour en un pas de temps). De plus mettre a jour n’importe laquelle des
cellules noires jouxtant ces 0-régions fait augmenter ¥(c) d’au moins 1. Donc (a) et (b) sont
vrais dans ce cas.

Finalement, si la troisieme colonne de ¢ est toute noire, ¥(c) ne peut pas décroitre et mettre
a jour n’importe quelle cellule noire active de cette colonne accroit ¥(c) par 1. Donc (a) et (b)
sont vrais dans ce cas. [J

Lemme 7.21 Pour toute configuration semi-bornée c, les cellules de la troisiéme colonne sont
toutes inactives aprés O(n>N) pas de temps en espérance et une fois inactives, elles le restent.

Preuve. Si toutes les cellules de la troisieme colonne sont inactives alors elles le resteront tou-
jours. En effet, si ces cellules sont inactives, soit elles sont toutes blanches dans la configuration
duale et le resteront toujours, soit elles sont toutes noires et comme elles sont inactives et que
leur voisine de la deuxieéme colonne est blanche, alors leur voisine dans la quatrieme colonne est
noire aussi, ainsi, toutes les cellules de la troisieme et quatrieme colonne sont noires, et donc
inactives et le resteront toujours.

Le lemme 7.20 prouve que tant qu’il reste une cellule active dans la troisieme colonne,
Pespérance de la variation de la fonction potentielle ¥(c) est positive et qu’elle a une probabilité
au moins 1/N de varier d’au moins 1. Comme ¥(c) prend ses valeurs entre 0 et n + 1, le
lemme 1.48 montre qu’au bout de O(n?N) pas de temps en espérance, soit ¥(c) atteint la
valeur n+ 1 (dans ce cas toutes les cellules de la troisieme colonne sont blanches dans ¢ et donc
inactives) soit toutes les cellules noires de la troisieme colonne sont devenues inactives (dans
ce cas toutes les seules de la deuxieme et de la troisieme colonne sont devenues noires dans ¢).
Donc au bout d'un temps O(n?N) en espérance, toutes les cellules de la troisiéme colonne sont
inactives. [J

Théoréme 7.22 Sous la dynamique totalement asynchrone, Minorité converge presque
surement vers une configuration stable a partir de nimporte quelle configuration initiale semi-
bornée. Le temps de relaxation est O (nN2).

Preuve. Considérons une configuration semi-bornée c. Soit t; = 0 et tout pour 2 < j <m, t;
le premier temps ¢ ot1 toutes les cellules dans les j colonnes les plus & gauche de ¢! sont inactives.
Par définition, ¢,,_1 est le temps de convergence du processus. Et, t,,_1 = Z;":_zl (tj —tj—1) et
par le lemme 7.21, E[t; — t;_1] = O(n?N). Donc, E[t;,—1] = O(n?Nm) = O(nN?). O

7.7 Convergence a partir d’une configuration bornée

Dans cette section, nous considérons que n et m sont pairs. Expérimentalement, I’automate
converge rapidement vers une configuration stable qui se trouve étre souvent une des deux
configurations stables en damier d’énergie nulle. Nous montrons dans cette partie, qu’en effet si
la trajectoire atteint une configuration composée d’une région arbitraire entourée par un motif en
damier, alors la trajectoire converge apres un nombre polynomial de pas de temps en espérance
vers la configuration stable pavée par le damier correspondant; ceci correspond a l’analyse
des derniers pas de temps du comportement observé expérimentalement. Contrairement aux
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configurations semi-bornées, quand la configuration est completement entourée par un motif en
damier, I'espérance du temps de convergence est bien plus rapide. Cette borne plus précise est
obtenue par d’autres moyens.

Définition 7.23 (Configuration bornée) Une configuration c est bornée s’il existe un rec-
tangle de taille (n — 2) x (m — 2) tel que les états des cellules de ¢ a l'extérieur de ce rectangle
forment un motif en damier. Sans perte de généralité, nous supposons que le coin supérieur
gauche du rectangle est (1,1) et que le damier est ¥, i.e., une configuration ¢ est bornée
si ¢ij = (i +7) mod 2 pour tout (i,7) € {(i,j) : (-1 <1 <0)ou (-1<j<0)}.

Lemme 7.24 Si c est une configuration bornée alors, 6(c) est aussi.

Preuve. Les cellules a I'extérieur du rectangle appartiennent au motif en damier et ont donc
au moins trois cellules adjacentes dans 1’état opposé au leur ; ces cellules sont donc inactives (et
cela quel que soit I’état de leur quatrieme cellule adjacente). O

Une configuration bornée est donc équivalente & une perturbation finie dans une configu-
ration 2D infinie pavée par le motif . Comme le dual de B8 est la configuration bornée toute
blanche, la configuration duale d’une configuration bornée est donc équivalente a un nombre fini
de cellules noires, incluses dans un rectangle de taille (n—2) x (m—2) dans une configuration 2D
blanche infinie. Nous nous placons maintenant dans ce cas.

Définition 7.25 (Convexité) Un ensemble de cellules R C 7 est convexe si pour toutes
paires de cellules (i,7) et (i+k,7) (resp., (i,j +k)) de R, les cellules (i +¢,7) (resp., (i,j+¥{))
pour 0 < £ < k appartiennent a R. Un ensemble R est une 1le si R est connexe et conveze.

Notre preuve sur la convergence de Minorité en temps polynomial sur les configurations
bornées repose sur une fonction potentielle qui décroit au cours du temps. En fait, pour définir
le variant, nous n’avons pas besoin de considérer la structure interne des configurations bornées,
mais seulement ’enveloppe convexe des cellules noires des configurations duales.

Définition 7.26 (Enveloppe convexe d’une configuration) Pour tout en-
semble de cellules R € Z? env(R) est I’enveloppe convexe des cellules de R,
ie., env(R) =nN{S CZ*: S est convexe et S D R}. Etant donnée une configuration duale ¢,
l’enveloppe convexe de ¢, env(¢), est la configuration duale ot les cellules noires sont les cellules
dans I'enveloppe convexe des cellules noires de ¢, i.e., si R = {(i,7) : ¢&;j = 1}, env(é);; = 1 si
et seulement si (i,j) € env(R). Une configuration c est convexe si ¢ = env(¢).

Nous disons que ¢ < ¢ si pour tout (i,7), ¢ij < é;] Notons que par définition, ¢ < env(¢).
Soit ¢ une configuration duale convexe bornée. Pour chaque cellule noire (i,7) de ¢, l'ile de ¢
qui contient la cellule (i,7) est la configuration duale ¢ connexe, convexe et mazimale telle
que é;j =1 et & <é. Ceci définit une unique décomposition en iles noires de la configuration
bornée convexe ¢ (voir la figure 7.7 pour un exemple).

La fonction potentielle. Nous considérons la fonction potentielle suivante :

E(env(¢))
4
ou |env(¢))| est le nombre de cellules noires dans la configuration de I’enveloppe convexe env(é).
Nous allons montrer qu’a partir de n’importe quelle configuration initiale c?, ®(c!) décroit
d’au moins 1/N en espérance a chaque pas de temps et cela jusqu'a atteindre la valeur 0,

+ lenv(&))];
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t=5N t= 10N t= 15N

[ i
J =

t= 20N t= 25N t = 30N t= 35N

Fi1G. 7.7 — Une évolution typique d’une configuration duale bornée avec son enveloppe convexe
(en bleue). Notez que 'enveloppe convexe n’est pas forcément connexe : a t = 15N, elle est
composée de plusieurs iles.

i.e., jusqu’a ce que la configuration primale ¢! et la configuration duale ¢’ convergent vers la
configuration damier infini et la configuration tout-blanc infinie respectivement. Pour prouver
que ®(c') décroit en espérance, nous avons besoin d’étudier I’évolution de I’enveloppe convexe
de ¢t ; dans ce but, nous introduisons une fonction de transition duale modifiée § qui préserve
la convexité de la configuration, cette fonction est couplée avec les deux autres. Etant donnée
une configuration duale ¢, §(¢) est la configuration aléatoire (couplée) telle que :

50) { ) (¢) sila cellule mise & jour par 5 nlest pas un pont noir,

¢ sinon.

Lemme 7.27 Si ¢ est une configuration duale bornée et convexe, alors 5(¢) I'est aussi.

Preuve. La seule transition active pour la fonction de transition § qui pourrait briser la
convexité des cellules noires est la mise & jour d’un pont noir (voir figure 7.1), mais cette
transition n’est pas active dans §. I

Lemme 7.28 Pour toute paire de configurations duales bornées et convexes ¢ et &, si ¢ < &

alors E(¢) < E(¢).

Preuve. L’énergie d'une configuration ¢ est définie comme deux fois le nombre de cellules
adjacentes duales dans des états opposés, c’est-a-dire deux fois le nombre de cotés de cellules
sur les fronticres des iles noires qui composent ¢, i.e. deux fois leur périmetre. Comme ¢ < &,
les iles noires qui composent ¢ sont incluses dans les iles noires qui composent ¢'. De plus, sur
chaque colonne et chaque ligne d’une configuration convexe, il y a au plus une région de cellules
noires. Ainsi, la somme des périmetres des iles noires de ¢ qui sont incluses dans une méme ile
noire de ¢ est majorée par le périmetre de cette ile et donc E(¢) < E(¢). O
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Le lemme suivant prouve que I'image de I'enveloppe convexe de ¢ par § majore 1’enveloppe
convexe de I'image de ¢ par J.

Lemme 7.29 Pour toute configuration duale bornée ¢, 6(¢) < d(env(é)).

Preuve. Nous devons montrer que

— si une cellule blanche active pour 4 se met A jour dans ¢, la cellule qui lui correspond

dans §(env(¢)) est noire et

— si une cellule noire active pour & se met & jour dans env(¢é), alors la cellule qui lui correspond

dans 6(¢) est blanche.
Ceci est la conséquence directe du couplage entre 5 et d.

Si une cellule blanche active pour 4 se met A jour dans ¢ et si la cellule qui lui correspond
dans env(¢) est blanche, alors les deux cellules deviennent noires. Si une cellule blanche active
pour & se met & jour dans ¢ et si la cellule qui lui correspond dans env(é) est noire alors, puisque
cette cellule est active dans ¢ pour 5, elle a au moins deux voisines noires et donc toutes ces
trois cellules sont noires dans env(¢). De plus au moins I'une des deux voisines blanches de la
cellule dans ¢ est noire dans env(¢), sinon cela contredirait la convexité ou la minimalité (sur
le nombre de cellules noires) de env(¢). Cette cellule noire de env(¢) est donc soit un bord, soit
une cellule encerclée et elle est inactive. Donc si une cellule blanche active pour 5 se met & jour
dans ¢, la cellule correspondante dans d(env(¢)) est noire.

Une cellule noire active pour la fonction de transition & dans la configuration env(é) est une
cellule active dans ¢ pour la fonction de transition 5. Donc si une cellule noire active pour &
dans env(¢) se met & jour, la cellule qui lui correspond dans 6(¢) est blanche. [J

Soit AP, (¢) la variable aléatoire correspondant & la variation de la fonction potentielle
apres un pas de temps a partir de la configuration ¢ sous la fonction de transition aléatoire A,
i.e., APy (¢) = ®(N(¢)) — ®(¢). Pour une configuration ¢, |¢|; désigne le nombre de cellules noires
dans la configuration.

Corollaire 7.30 Pour toute configuration bornée ¢, APs(¢) < Adg(env(¢)).

Preuve. Par définition,

E(5(env(é))) — E(env(5(2)))
4

AP (env(¢)) — Ab4(¢) = +15(env(@) ] — |env(8(&))1.

Lemme 7.31 Pour toute configuration bornée ¢ qui consiste en une unique ile noire,
4 3

N < E[A®;(¢)] < N

Preuve. Chaque cellule active se met a jour avec probabilité 1/N. Selon la fonction de tran-
sition ¢ (la méme que ¢, figure 7.1, sauf que les ponts noirs sont inactifs), si ¢ consiste en une
ile noire de taille au moins 2,

E[A®;(é)] = —+ (#{coins noirs} + 2 #{péninsules noires}) + + #{coin blanc}
= — % #{angles saillants} + +#{angles rentrants} = —+-,

Car pour tout polygone convexe, nous avons #{angles saillants} — #{angles rentrants} = 4.
Finalement, si ¢ consiste en une unique cellule noire (cellule isolée), APs(¢) = —3/N. O
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o cellule du dual a la jonction de deux
fles et qui est éventuellement active

= cellule du dual a la jonction de deux
fles et qui est réellement active

. | cellule du dual forcément inactive

rectangle englobant une fle

F1G. 7.8 — Les seules positions possibles des cellules actives en dehors des iles composant I'en-
veloppe convexe d’une configuration duale.

Lemme 7.32 Pour toute configuration bornée qui n’est pas entiérement blanche ¢,

E[AD;(¢)] < _F

ot £ est le nombre d’iles qui composent env(¢).

Preuve. Par le corollaire 7.30, E[AP;(¢)] < E[APs(env(¢))]. Par la convexité de env(¢), une
ligne ou une colonne ne peut étre traversée que par une seule des iles qui composent env(é).
Dong, il est possible de numéroter les iles de 1 a £ de gauche a droite, et les contacts entre les iles
ne peuvent avoir lieu qu’entre deux iles consécutives dans le coin a la jonction de leurs rectangles
englobants (voir figure 7.8). Chaque contact crée au plus deux nouvelles cellules blanches actives
qui peuvent contribuer chacune au plus pour +1/N a E[A®5(env(¢))]. La contribution de chaque
ile & E[A®z(env(¢))] est au plus —3/N selon le lemme 7.31. Donc :
E[ADs(env(¢))] < —SNK + 2(€Nl) < —%.
O

Théoréme 7.33 En dynamique totalement asynchrone, 'automate Minorité converge presque
sturement vers la configuration d’énergie minimale, BR, a partir de n’importe quelle configuration
initiale bornée. Le temps de relazation est O(AN) ou A est laire totale des iles de env(¢).

Preuve. Pour toutt > 0, ®(¢!) < 2(n—2+m—2)+A < 2N+A. Tant que & n’est pas la configu-
ration tout-blanc, ®(¢*) > 0 et selon le lemme 7.32, E[A®;(¢")] < —1/N. Donc par le lemme 1.45,
la variable aléatoire T' = min{t : ®(¢') < 0} est presque siirement finie et E[T] = O(nA); et au
moment t =T, ¢ et ¢! sont les configurations stables tout-blanc et ¥, respectivement. O]

Proposition 7.34 (Configuration de pire temps de convergence) Considérons la confi-
guration duale initiale ¢ de taille n x n consistant en un rectangle noir de taille 2 x (n — 2).

L’espérance du temps nécessaire pour effacer une ligne compléte de ce rectangle est au
moins Q(nN) = Q(AN).
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Preuve. Considérons la configuration duale initiale ¢ de taille n X n consistant en un rectangle
noir de taille 2 x (n — 2). La premiere cellule effacée dans une colonne donnée est forcément un
coin noir. Ce coin a été créé en effacant une de ces deux voisines noires dans les colonnes voisines.
L’espérance du temps entre 'effacement d’une cellule noire dans une colonne et 'effacement de
sa voisine noire dans la colonne adjacente est Q(N) (I'espérance du temps pour mettre a jour

le nouveau coin noir) et donc lespérance du temps nécessaire pour effacer une ligne complete
du rectangle est au moins Q(nN) = Q(AN). O

7.8 Conclusion

Nous avons adapté ici les techniques basées sur les marches aléatoires 1D que nous avions
utilisées dans la premiere partie a la dimension 2. Nous les avons réutilisées, avec de nouveaux
ingrédients, pour analyser Minorité avec le voisinage Moore [82]. Dl & des contraintes de place,
nous ne présentons pas ces travaux ici. Nous pensons que ces techniques peuvent étre généralisées
pour étudier les automates totalisant externes présentant un type de comportement similaire
a Minorité : une transition de phase quand « varie et 'apparition de motifs particuliers qui
envahissent la configuration quand « est proche de 0. Nous sommes actuellement en train
d’essayer d’améliorer ces outils pour étudier les frontieres de n’importe quelle région. Nous
espérons ainsi prouver que ’espérance du temps de convergence est polynomial pour n’importe
quelle configuration initiale, tant que n et m sont pairs (nous pensons que le temps de relaxation
est O(N?3) pour les configurations 2D toriques non bornées de dimensions paires). Ce résultat
conclurait 1’étude de cet automate sous la dynamique totalement asynchrone. L’extension de
nos résultats a la dynamique a-asynchrone est un probleme difficile, par exemple la plupart
des résultats sur les modeles de spin et les lattices de gaz s’appliquent uniquement quand la
température tend vers 0, i.e., quand une seule transition a lieu a chaque pas de temps.

7.9 Perspectives sur ’étude de la dynamique a-asynchrone

L’étude de Minorité 2D s’est avérée plus complexe que nous le pensions au premier abord.
L’analyse de son comportement en dynamique totalement asynchrone n’est pas encore totale-
ment achevée mais nous sommes néanmoins capables de I'expliquer en grande partie. Nous avons
essayé de porter nos résultats a la dynamique a-asynchrone. Pour le moment, nos tentatives
ont abouti a plusieurs remarques mais nous n’avons pas encore eu le temps de les transformer
en résultats. Nous récapitulons ici ces premieres constatations. La premiere d’entre elles étant
le fait que I’énergie n’est plus décroissante au cours du temps. Il suffit de considérer les motifs
de la figure 7.9 pour voir que le nombre de frontieres peut augmenter.

Fait 7.35 Il existe des configurations c, telles que la séquence de variables valéatoires E(ct) ne
soit pas une séquence décroissante.

Les informations apportées par la fonction d’énergie ne sont donc plus aussi utiles qu’en
dynamique totalement asynchrone. De plus, nous nous sommes rendus compte que Minorité 2D
encode le comportement de 'automate 1D BCDEFG(178) (voir le chapitre 5).

Fait 7.36 Considérons une configuration faite de trois bandes horizontales : les deux premiéres
sont de largeur > 2, pavées par des motifs en damier opposés (donc stables) et occupent toute
la configuration sauf une ligne qui correspond a la bande de largeur 1 (voir figure 7.10). Les
effets des cellules au dessus et en dessous s’annulent et les transitions dépendent uniquement
des deux voisines a gauche et a droite et on a donc un automate cellulaire 1D sur cette ligne qui
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% : cellule active se mettant & jour

Fia. 7.9 — Deux motifs représentant une évolution possible de Minorité 2D en dynamique a-
asynchrone impliquant une hausse d’énergie (les frontiéres sont dessinées en rouge).

Ligne simulant I'automate BCDEFG

Une configuration de Minorité 2D simu- La configuration duale, le rectangle bleu
lant 'automate BCDEFG. représente une cellule est ses deux voisines dans
la ligne.

Fic. 7.10 — L’automate BCDEFG apparait dans le comportement de Minorité 2D.

se trouve étre minorité 1D dans le primal et BCDEFG (i.e. toutes les transitions sont actives
sauf tout noir et tout blanc) dans le dual.

Ainsi, le théoréme 5.3 du chapitre 5 page 82 implique que quand a > 0.996 Minorité 2D
diverge avec probabilité strictement positive a partir d’une configuration infinie ou une seule
cellule differe d’une configuration stable.

Ce résultat indique que Minorité 2D est au moins aussi complexe a étudier que 'auto-
mate BCDEFG. Vraisemblablement, vu que ’analyse de la dynamique totalement asynchrone
de Minorité 2D est plus compliquée que 'analyse de la dynamique totalement asynchrone de
BCDEFG, nous pensons que Minorité 2D est encore plus complexe que BCDEFG pour la dy-
namique a-asynchrone. Par contre, les lemmes 7.19 et 7.24 sur les configurations semi-bornées
et bornées restent vrais en dynamique a-asynchrone et dans ces types de configurations, les
comportements de ces deux automates semblent liés quand « est proche de 0. Si nous déplions
les cellules de la zone hachurée de la figure 7.11 pour former une configuration 1D alors le com-
portement de cette configuration n’est pas exactement identique a la réegle BCDEFG mais lui
ressemble fortement (la dynamique est biaisée vers la disparition des cellules noires dans certains
cas). Minorité 2D semble étre une exécution en parallele de plusieurs automates 1D ressemblant
a BCDEFG. C’est pourquoi nous disions dans le chapitre 5 que tout résultat sur cet automate
quand « est proche de 0 serait une grande avancée car il est presque certain qu’un tel résultat
permettrait d’étendre notre étude de Minorité 2D de la dynamique totalement asynchrone a la
dynamique a-asynchrone.
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Fig. 7.11 — L’automate BCDEFG apparait dans une configuration bornée de Minorité 2D.
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Chapitre 8

Etude de la baisse initiale d’énergie

Les résultats contenus dans ce chapitre ont été publiés dans [79]. Le but de ce chapitre est
de générer automatiquement des preuves du type :

”Considérons un automate évoluant sous la dynamique totalement
asynchrone tel qu’il est possible d’associer a chaque cellule un po-
tentiel ou I’énergie d’une configuration, définie comme la somme
des potentiels des cellules, soit décroissante au cours du temps.
Alors cette énergie descend en dessous d’une constante b en un
temps polynomial en espérance.”

Les outils que nous présentons ici, ont été développés pour Minorité 2D. Pour les automates
totalisant externes présentant un comportant similaire a Minorité 2D, il doit étre possible de
généraliser les notions de potentiel et d’énergie, mais nous n’avons malheureusement pas encore
eu le temps d’explorer cette voie. Si tel est le cas, nos travaux devraient demander trés peu de
modifications pour fournir des résultats semblables pour chacun de ces automates.

Pour arriver au résultat voulu, nous présentons ici deux outils complémentaires :

— l'algorithme 3,

— le théoreme 8.8.

L’algorithme permet de générer une liste de motifs et une constante k telles que :

— toute configuration d’énergie E > b contient un des motifs de la liste,

— la présence d’un des motifs de la liste dans une configuration entraine l’existence d’une
séquence de mises a jour de longueur inférieure a k telle que si les cellules se mettent a
jour dans cet ordre, alors 1’énergie décroit.

Le théoreme 8.8 nous permet de conclure en affirmant que si toutes les configurations d’énergie
supérieure a b admettent une séquence de mises a jour de longueur inférieure a k entrainant une
baisse d’énergie, alors I’énergie descend rapidement en dessous de b en espérance.

Notre algorithme prend en entrée une taille et énumere tous les motifs de cette taille. Plus
la taille des motifs étudiés est grande plus la borne b obtenue sera petite mais plus la longueur
des séquences k sera grande. Notons que le théoreme 8.8 prouve que la baisse initiale d’énergie
se produit en temps polynomial en la taille de la configuration en espérance, mais avec une
constante exponentielle en la taille de k& (qui est constant une fois une taille de motif fixée).
Egalement, par cette méthode, la borne b obtenue ne sera jamais inférieure a 1’énergie la plus
haute d’une configuration stable (N dans le cas de Minorité 2D avec le voisinage de von Neu-
mann). Ceci montre la limite de cette approche mais confirme 'existence de deux phases dans
cet automate : une baisse initiale de 1’énergie due a des considérations locales puis une baisse
due a I’évolution de formes 2D ou les interactions entre les frontieres/particules nécessitent de
réunir des fragments d’informations qui peuvent étre arbitrairement loin dans la configuration.
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Finalement, dans le chapitre 7 concernant Minorité 2D avec le voisinage de von Neumann
en dynamique totalement asynchrone, nous avons prouvé, dans le théoreme 7.10, qu’au bout
d’un temps polynomial en espérance I’énergie descend en dessous de %mn (o m et n sont les
dimensions de la configuration), grace & notre nouvelle méthode nous avons prouvé le théoréeme
suivant :

Théoréme 8.1 Pour l'automate cellulaire Minorité 2D avec le voisinage de von Neumann en
dynamique totalement asynchrone, la variable aléatoire T = min{t : E(c') < 18[Z][%]} est
presque strement finie et E[T] = O(N?).

8.1 Un théoreme sur les séquences décroissantes

Définition 8.2 (Séquence décroissante) Etant donnée une configuration c, une séquence
finie S = (¢i)1<i<j de cellules (j est la taille de la séquence) est une séquence décroissante si
mettre successivement a jour les j cellules dans l'ordre c¢1 a ¢; conduit a une configuration de
plus basse énergie que c. Le voisinage V(S) d’une séquence S est l’ensemble des cellules de la
séquence et de leurs voisines (pour la relation de voisinage de 'automate considéré : celui de
von Neumann dans notre cas).

Notons que si une configuration ¢ posséde une séquence décroissante de taille j, alors pour
tout k > j, elle possede une séquence décroissante de taille k. Comme 1’énergie est décroissante,
une suite décroissante le reste quand on la poursuit par une suite quelconque de mises a jour.

Fait 8.3 (Evolution d’un séquence décroissante) Etant données une configuration ¢t et
une séquence décroissante S = (c;)1<i<; de longueur j, alors :
— avec probabilité %, la cellule ¢; se met a jour, et soit Iénergie décroit, soit 8" = (¢i)a<i<;
est une séquence décroissante de ¢ttt
— avec probabilité %, une cellule co € (V(S)\c1) se met a jour, et soit le potentiel de c
est > 3 et l’énergie diminue, soit le potentiel de co est 2 et S' = (¢;)o<i<; est une séquence
décroissante, soit le potentiel de cy est <1 et S est encore décroissante.

; N-[V(S)|
N

— avec probabilité une cellule qui n’appartient a V(S) se met a jour : 'énergie peut

éventuellement décroitre mais S est encore une séquence décroissante.

Pour le moment nous allons prouver notre résultat principal, le théoreme 8.8, en faisant des
hypotheses. Nous verrons dans la prochaine section comment prouver ces hypotheses.

Définition 8.4 (Hypothese H(E,k)) Pour une taille de configuration N fizé, soit H(E,k)
Uhypothese : “toutes les configurations d’énergie au moins £ admettent une séquence
décroissante de taille inférieure a k”.

Définition 8.5 (Marche aléatoire My) Soit k € N*, une marche aléatoire de type My, est

un processus stochastique discret (Xt)tzo prenant ses valeurs dans {0,...,k} tel que X° = k
et :
P(Xt-H — Xt _ 1) P(Xt-i-l —_ Xt) P(Xt-H — Xt =+ 1)
si X =0 0 1 0
: 1 N-5X? 5XT—1
si X* e'{l,t...,k:—l} N e <
st Xt =k ~ N 0
Lemme 8.6 Soit k& € N* et une marche aléatoire M; = (Xt)tzo alors la wvariable

aléatoire T' = min{t|X* = 0} a pour espérance E[T'] = O((5k)*1N).
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Lemme 8.7 Soit une configuration ¢ d’énergie € et k € N, supposons que Uhy-
pothése H(E,k) est wraie alors la wariable aléatoire T = min{t: E(c') <&} a pour
espérance E[T] = O((5k)*1N).

Preuve. La preuve est basée sur un couplage entre (c!);>o et une marche My = (X*);>o.
L’invariant vérifié a chaque pas de temps de notre couplage est

soit E(c") < &, soit il existe une séquence décroissante S = (¢;)1<;j<xt de longueur X*
¢

dans la configuration c".
A chaque pas de temps ¢, les processus X’ et ¢! évoluent selon le couplage suivant :
— si E(c!) < € alors X! est mise & jour selon la régle de la définition 8.5 et indépendamment
une cellule de ¢! choisie aléatoirement uniformément dans T est mise & jour.
— Autrement, posons j = X! j # 0, et nous considérons la séquence
décroissante St = (Cz’)1§z‘gj de ¢! de taille j et :

&+ X'l =X"—1et c; se met a jour.

Xttt = X' et une cellule choi-
sie aléatoirement et uniformément
parmi T\{c; } se met a jour.

— si j = k, avec probabilité

7

+ Xt = Xt — 1 et ¢; se met & jour.
X' = Xt 41 et une cellule choi-
W(‘?\),l_l sie aléatoirement et uniformément
parmi V(S) se met a jour.
X1 = X 41 et une cellule choi-
sie aléatoirement et uniformément
parmi T\V(S) se met a jour.
X1 = X' une cellule choi-
% sie aléatoirement et uniformément
parmi T\V(S) se met a jour.

Dans ce couplage, chaque cellule de ¢! est mise & jour de facon uniforme et X* évolue bien
selon la regle de la définition 8.5. Maintenant, nous prouvons par récurrence sur t que ce couplage
préserve I'invariant. Au temps t = 0, X? = k et puisque E(c?) = & alors selon H(E, k), il existe
une séquence décroissante de taille k dans c¢!. Maintenant, considérons qu’au temps ¢ :

— E(c) < € alors E(c!!) < € puisque Pénergie est décroissante au cours du temps.

— Xt =k et E(c") = & alors par H(E, k), il existe une séquence décroissante S = (¢;)1<i<k :

si Xt = X alors soit E(c!!) < &, soit E(c!!) = & et par H(E, k) il existe une
séquence décroissante S’ de taille k,

si Xt = X* — 1 alors la cellule ¢; se met & jour et selon le fait 8.3 soit E(c!™!) < &,
soit E(c'!) = & et (ci)a<i<k est une séquence décroissante de longueur k — 1.

— 81 0 < j < k, avec probabilité 55— V(S)|
Aol

~ Xt=jou0<j<ket E(c) =& alors par 'hypotheése d’induction il existe une séquence
décroissante S = (¢;)1<i<;j :
si X1 = X? alors la cellule mise & jour n’est pas dans V(S) et soit E(ct1) < &,
soit E(c!t1) = £ et S est toujours décroissante,
si Xt = X* — 1 alors la cellule ¢; se met & jour et selon le fait 8.3 soit E(c!™!) < &,
soit E(c') = & et (¢;)2<i<; est décroissante de longueur j — 1,

si X1 = X* 4+ 1 alors la cellule ¢y € V(S) se met & jour et selon le fait 8.3 soit
E(ct) < &, soit E(c') = € et (ci)o<i<j est décroissante de longueur j + 1.
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Notre couplage est donc correctement défini. Désignons par 77 = min{t|X* = 0} la premiere
fois ot la marche aléatoire atteint la valeur 0. A 'instant 77, soit E(cT' 1) < &, soit E(¢I'~1) = &
et au temps 7" — 1 une cellule de potentiel > 3 (correspondant & la derniére cellule d’une
séquence décroissante de taille 1) se met & jour. Donc T < T” et E[T] < E[T']. Selon le
fait 8.6, E[T"] = O((5k)¥T1N) et donc E[T] = O((5k)**1N). O

Théoréme 8.8 Sil existe £ et k tels que 'hypothése H(E, k) est vraie alors quelle que soit la
configuration initiale c® la variable aléatoire T = min{t : E(c!) < £} est presque sirement finie
et E[T] = O((5k)*+1N2).

Preuve. Soit t; = 0 et pour tout i € N* si E(cl-1) > & nous
définissons t; = min{t|E(c') < E(ct-1)}. Par le lemme 8.7, t; est presque siirement fini
si E(cfi-1) > &. Soit j la variable aléatoire tel que T = t;. Selon le lemme 8.7 pour

tout i < j, E[t; —t;_1] = O((5k)**'N). Comme I’énergie d'une configuration est entre 0
et 4N, j < 4N et donc E[T] = O((5k)*1N?). O

Dans la prochaine section, nous présentons un algorithme qui calcule une constante k, une
fonction f : N — N et fournit un certificat comme quoi pour tout N € N, I'hypothese H(f(N), k)
est vraie pour toutes les configurations de taille N. L’algorithme peut calculer plusieurs f et k
différents, mais plus la fonction f calculée renvoie des valeurs faibles plus I’algorithme demandera
de ressources et plus k sera grand.

8.2 Un algorithme pour énumérer les coloriages décroissants

Nous présentons ici un algorithme qui, étant donné un motif (un ensemble de cellules),
calcule tous les coloriages de ce motif (i.e. toutes les fagons d’assigner des états aux cellules de
ce motif). Il trie ces coloriages en séparant d’un c6té ceux qui sont décroissants, i.e. ceux dont
la présence entraine l'existence d’une séquence décroissante, et de 'autre ceux restants. Pour
les coloriages restants, l'algorithme calcule ensuite 1’énergie maximale contenue dans un motif
dont les états des cellules correspondent a un tel coloriage. Ensuite, il suffit de multiplier cette
énergie maximale par le nombre de motifs nécessaires pour recouvrir toute la configuration de
taille NV et ceci donne une borne £ telle que 'hypothese H(E, j) est vraie pour les configurations
de taille N.

Définition 8.9 (Motif) Considérons un ensemble de cellules T fini de taille n x m. Un mo-
tif P est un sous-ensemble de {0,...,n} x {0,...,m}. Le motif P;; centré sur la cellule c;; est
Iensemble de cellules Uy, yep{Civh,jri}-

Définition 8.10 (Intérieur) L’intérieur Int(P) d’un motif P est le motif
{(t,7) e Pl(ix£1,5) € P et (i,j£1) e P}

Ainsi, une voisine (pour le voisinage de von Neumann) d’une cellule appartenant & un mo-
tif Int(P);; appartient forcément au motif P;;. Cette notion se généralise facilement a d’autres
voisinages. Nous rappelons que @) désigne ’ensemble des états et que dans notre cas Q = {0, 1}.

Définition 8.11 (Coloriage) Un coloriage f du motif P est une fonction f : P — Q. Pour

une configuration c et une cellule (i,7), nous désignons par Cfij le coloriage auquel correspond
le motif P;j dans c, i.e. le coloriage

CZDZ” P = Q
(k1) —  Ciykjyi
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Le coloriage f apparait dans la configuration ¢ s’il existe (i,7) tel que CZD” = f. Soit QF
l’ensemble des coloriages du motif P.

Nous allons rechercher les coloriages de @ dont la présence dans une configuration ¢ en-
traine l’existence d’une séquence décroissante. Ensuite nous calculerons I’énergie maximale d’une
configuration ou aucun de ces coloriages n’apparait.

Définition 8.12 (Coloriage k-décroissant) Un coloriage f du motif P est k-décroissant si
toute configuration ou [ apparait contient une séquence décroissante de taille k.

Si un coloriage f est k-décroissant alors f est k’-décroissant pour tout &' > k.

Définition 8.13 (Potentiel relatif) Soit une configuration c, un motif P;j qui correspond au
coloriage f de Q" et (k,l) € P, le potentiel relatif v}, (f) est défini comme le nombre de voisines
de Ciyg i1 dans Py qui sont dans le méme état qu’elle.

Notons que le potentiel relatif ne dépend pas de ¢ mais seulement de f.

Fait 8.14 Soit une configuration c, un motif P;; qui correspond au coloriage f de QF

et (k,1) € P, si (k,1) € Int(P) alors viy(f) = Vptiya+s), simon vy (f) < Vriary) (voir fi-
gure 8.1).

Pour une configuration ¢, le potentiel relatif d’une cellule (4, j) appartenant a un motif Py,
est une minoration du potentiel de (7, j). Par contre le potentiel relatif d’une cellule (i, j) ap-
partenant & un motif Int(P) est égal au potentiel de la cellule. Ainsi, pour un coloriage
donné f, nous savons calculer I’énergie contenue par 'intérieur d’un motif correspond a f. Nous
allons maintenant chercher a prouver qu’il existe une constante k telle que les coloriages, dont
I’énergie contenue dans leur intérieur est élevée, sont k-décroissants. Pour cela, nous donnons
une méthode permettant de trouver de nombreux coloriages k-décroissants. Puis, nous calculons
I’énergie maximale contenue par l'intérieur des coloriages restants.

Les cellules a l'intérieur des
frontiéres rouges sont dans le motif

@ e motif est centré sur cette cellule

Cellule de l'intérieur du motif

Fia. 8.1 — Représentation d’un motif sur une configuration : pour les cellules de l'intérieur, le
potentiel et le potentiel relatif sont égaux tandis que le potentiel relatif de la cellule marquée
d’une croix est strictement inférieur a son potentiel.

Lemme 8.15 Soit f un coloriage de P, s’il existe (i,7) € P tel que v,’ij(f) > 3, alors f est
1-décroissant.

121



Ceci nous donne un premier moyen pour détecter des coloriages 1-décroissants. Mais cette
étude n’est pas assez précise. Nous allons également chercher tous les coloriages f dont il existe
une séquence de mises a jour qui transforme un motif correspondant & f en un motif corres-
pondant a un coloriage 1-décroissant. Nous modélisons ce probleme sous la forme d’'un graphe
orienté. Pour un motif P, ses coloriages sont les sommets du graphe et il existe un arc partant
du coloriage f; vers le coloriage fs si pour toute configuration ¢ ou f; apparait, il existe une
mise & jour qui transforme ¢ en une configuration ou fo apparait.

Définition 8.16 Pour P, nous définissons le graphe orienté GT = (QF, E) tel qu’il existe une
aréte du coloriage f1 vers le coloriage fo si :

— il existe (i,7) € P tel que f1(i,7) # f2(i,7),

— pour tout (k7l) 7é (i7j>: fl(kal) = f2(k7l):

- U;,j(fl) =2.

Lemme 8.17 S’il existe un arc du coloriage fi au coloriage fo dans GT alors pour toute confi-
guration ¢ ou fi1 apparait, il eriste une mise a jour qui transforme c en une configuration ot fo
apparait.

Preuve. Considérons une configuration ¢ ou f; apparait, alors il existe (i,5) €T
tel que C’Z)” = f1. Comme il existe un arc de f; vers fo, il existe (k,l)€P
tel que fi(k,D) # fa(k,D), vp,(fi))=2 et pour tout (K,I) € P te
que (K, U") # (k,1), fi(K,l') = fo(K',I'). Par le lemme 8.14, la cellule (i +k,j+1) est ac-
tive et en la mettant & jour, nous obtenons une configuration ¢ telle que CZ,D” = fo.
O

Lemme 8.18 S’il existe un chemin de longueur i du coloriage fi au coloriage fo dans GT et
si fo est k-décroissant alors f1 est (k + i)-décroissant.

Preuve. Dans une configuration ¢ ou f; apparait, alors par itération du lemme 8.17, il existe
une séquence de mises & jour S de longueur ¢ qui transforme c en ¢’ ol fo apparait. Il existe
une séquence décroissante Sy de longueur k dans ¢’. Ainsi, la séquence (S1S2) de longueur i + k
est décroissante dans c et le coloriage fi est k + ¢ décroissant. [J

Nous disposons maintenant d’un moyen efficace pour détecter des coloriages décroissants :
nous commencons par détecter les coloriages 1-décroissants grace au lemme 8.15. Ensuite nous
recherchons, grace a un parcours en largeur, les coloriages f tels qu’il existe un chemin de f a
un coloriage 1-décroissant dans G7 (voir figure 8.2).

Théoréme 8.19 Pour un motif P, notons C l’ensemble de coloriages renvoyé par [’algo-
rithme 3. Il existe k € N tel que tout les coloriages de QP\C sotent k-décroissants.

Preuve. Comme le graphe G7 est fini, les chemins reliant deux sommets sont finis et ce
résultat est une application directe des lemmes 8.15 et 8.18. [J

Définition 8.20 (Recouvrement) Etant donné un ensemble de cellules T et un motif P, un
recouvrement R” de T par P est un ensemble de cellules tel que pour toute cellule (i,j) de T,
il existe une cellule (k,1) de RF telle que (i,j) appartienne au motif Pyy.

Théoréme 8.21 Etant donné un ensemble de cellules T, un motif P, le résultat C de [’al-
gorithme 3 appliqué & P, une constante b et un recouvrement R™P) . Si pour tout colo-
riage f € C, nous avons Z(i,j)elnt(P) Ugj < b, alors il existe une constante k telle que U’hy-

pothése H(b|RT™P)| k) soit vraie pour toute configuration définie sur T.
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Coloriages ‘. ‘. ___________
6-décroissants Coloriages dont nous n'avons pas de
certificat gu'ils soient décroissants
Coloriages & S S
5-décroissants \:/. ¢ T
Coloriages o o Sy S S
4-décroissants R I ’ ¢ ¢ I ’
Coloriages ® . ®
3-décroissants T , T
Coloriages ‘.
2-décroissants [ ’ I I
: y
Coloriages P ® Py ®

1-décroissants

F1G. 8.2 — Exploration du graphe G¥ pour détecter les coloriages décroissants.

Algorithme 3 Elimination des coloriages décroissants

Entrées: un motif P et deux ensembles TEMP et RES initialement vide.
1: calculer le graphe G7

2. pour tout coloriage f de Q¥ faire

3 siil existe (4,j) € P tel que v;;(f) > 3 alors
4 rajouter f dans TEMP et RES

5. finsi
6
7
8

: fin pour
: pour tout coloriage f de TEMP faire
grace & un parcours en largeur dans G¥, repérer les coloriages pouvant atteindre f dans
G et les rajouter dans RES
9: fin pour
10: return (Q7\RES)

Preuve. Par le théoreme 8.19, il existe une constante k telle que tout coloriage f € QP\C soit
k-décroissant.

Considérons une configuration c telle que pour toute cellule (4, j), le motif P;; corresponde
A un coloriage f € C. Alors puisque R"(P) est un recouvrement,

E(o)= > (ij)< >, (> (WtinGiti):
(i1,51)€T (i1,51)ERNUP) (i2,j2)EP
Par le lemme 8.14, pour toute cellule (4, 5),
Z U(ir4i2) (j1+42) = Z U'22j2 <.
(i2,52) €int(P) (i2,42)€int(P)

Et donc : '
E(c)< > b<bRMP),
(i1,51)€RN(P)
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Ainsi toute configuration d’énergie supérieure & b|R™P)| admet une cellule (4, 5) telle que
le motif P;; corresponde a un coloriage f € QP\C et donc la configuration admet une séquence
décroissante de taille k. Donc, I’hypotheése ’H(bIRmt(P), k) est vraie pour toute configuration de
taille N. O

8.3 Une nouvelle borne sur la baisse initiale d’énergie

Dans cette partie nous allons mettre en pratique les outils développés dans ce chapitre
pour prouver la nouvelle borne sur la baisse initiale d’énergie du théoreme 8.1. Pour cela, nous
appliquons I'algorithme 3 au motif P = ({—1,...,4}2\{(=1,-1),(~=1,4), (4, —1), (4,4)}). Grace
a une énumération de cas faite par ordinateur, nous obtenons le résultat suivant :

Théoreme 8.22 Soit P = ({=1,..., 432\{(~1,-1),(=1,4),(4,-1),(4,4)}), [lalgo-
rithme 3 appliqué & CF renvoie un ensemble de coloriage C tel que pour tout colo-
riage f, 3 jemp) Vi < 18.

Preuve. Pour prouver ce résultat, il suffit d’exécuter ’algorithme 3. En pratique, pour réduire
les temps de calcul, nous avons exécuté deux fois ’algorithme : une premiere fois sur le mo-
tif P’ = {0,...,3}2 Nous avons ici obtenu un ensemble de coloriages C’ ne contenant que 1092
coloriages parmi les 65536 coloriages de Q"'. Puis nous avons appliqué une deuxiéme fois I’al-
gorithme, mais cette fois-ci au sous-graphe de G” tel que la restriction & P’ des coloriages de
ce sous-graphe appartienne a C’. Ceci nous a évité de faire des calculs inutiles et nous obtenons
le méme résultat qu’en appliquant ’algorithme directement & P. De la méme facon, nos calculs
peuvent étre réutilisés de la méme facon pour étudier des motifs plus gros. [

Théoréme 8.23 Pour toute configuration de taille n x m, il existe k tel que [’hy-
pothese H(18[ ][ 1, k) soit vraie pour toutes dimensions n et m.

Preuve. Si n et m sont divisibles par 4 alors l’ensemble de cel-
lules R(I]m(m ={(44,45):0<i<[}] —1et0<j <[] —1} est un recouvrement de T
par Int(P).
— si n n’est pas divisible par 4 alors il suffit de rajouter a Ry l’ensemble de cel-
lules Ry = {(4[%],45) : 0 < j <[] — 1} pour obtenir un recouvrement,
— si m n’est pas divisible par 4 alors il suffit de rajouter & Rg l’ensemble de cel-
lules Ro = {(44,4[F]) : 0 <i < || — 1} pour obtenir un recouvrement,
— si n et m ne sont pas divisibles par 4 alors il suffit de rajouter a Ry les ensembles Ry, Rs
et {(4]%],4[F])} pour obtenir un recouvrement.
Dans tous les cas, la taille du recouvrement est [ ][ % ]. Les théoremes 8.21 et 8.22 permettent
de conclure. [J

Appliquer ce résultat au théoreme 8.8 prouve le théoreme principal 8.1 de ce chapitre.

8.4 Conclusion

Les outils que nous présentons ici ont de nombreuses utilités. Ils ont permis d’obtenir des
bornes plus précises sur la baisse initiale d’énergie. C’est également un premier pas vers la
généralisation de nos travaux a la classe des automates cellulaires totalisant externes, les tech-
niques présentées ici ne tenant que tres peu compte des spécificités de Minorité 2D. De plus,
ces preuves sont simples (la section 8.3 est courte) et automatiques. Enfin, formaliser la baisse
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initiale d’énergie a permis de montrer la limite de cette approche : I’émergence des damiers est
due a des considérations locales mais ’évolution des régions est un phénomene global.
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Troisieme partie

Minorité sur d’autres topologies
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Chapitre 9

Minorité sur les cycles, les cliques et
les arbres

Dans cette partie, nous allons poursuivre ’étude de la regle Minorité en dynamique asyn-
chrone mais sur d’autres topologies. Les travaux dans cette partie, effectués en collaboration
avec Rouquier [80], sont encore en cours, une version préliminaire existe sous forme de rapport
de recherche. Généraliser Minorité a des graphes quelconques est possible car cette fonction de
transition peut étre définie pour tout voisinage. Dorénavant, nous ne considérons plus une grille
mais un graphe ol les noeuds représentent les cellules et deux cellules sont voisines si elles sont
connectées par une aréte. L’ensemble des états est toujours ) = {0, 1} et une cellule qui se met
a jour passe dans ’état minoritaire dans son voisinage (elle est inactive en cas d’égalité). Dans
cette partie, nos résultats porteront sur la dynamique totalement asynchrone ou a chaque pas
de temps une seule cellule choisie aléatoirement et uniformément se met a jour.

Cette approche permet d’utiliser des techniques différentes de celles utilisées auparavant :
il ne s’agit plus de constater le comportement de Minorité mais de structurer le placement
des cellules pour obtenir toute la variété possible de comportements. Ainsi nous prouvons que
Minorité peut se comporter comme un collectionneur de coupon sur les cliques et comme une
marche aléatoire biaisée mettant un temps exponentiel pour converger sur les arbres, deux
comportements qui n’apparaissent pas sur la grille. Minorité peut donc converger extrémement
rapidement ou tres lentement selon la structure du graphe.

De plus, nous devons étendre les notions de potentiel, d’énergie, de frontieres et de par-
ticules a ces structures. Cet exercice est un bon entrainement pour mieux les comprendre et
espérer trouver une définition convenable pour ces notions, avant de s’attaquer a d’autres auto-
mates cellulaires totalisant externes. Les notions de potentiel, d’énergie, de frontieres se révelent
généralisables facilement pour tout graphe. La notion de particules est plus complexe, nous
n’étions pas capables de la définir formellement dans le cas de la grille avec le voisinage de
Moore (une particule semble étre un amas de cellules actives voir chapitre 6). Mais dans le
cas des arbres cette notion se simplifie grandement au point de se confondre avec la notion de
frontiere. Ceci sera d’ailleurs d’une grande aide pour nos preuves et permet de mieux comprendre
cette notion.

Nous disposons de résultats généraux fournis par 1’énergie sur le comportement de Minorité
sur des graphes quelconques. Les graphes bipartis semblent posséder de ”bonnes propriétés” qui
les rendent plus simples a analyser. Mais vu les différences de comportement majeures entre
le voisinage de Moore et de von Neumann sur la grille 2D, il semble improbable d’obtenir des
théoremes précis sur le comportement de Minorité pour un graphe arbitraire.

Notons que le principe de cette étude nous a été inspiré par les travaux de Kittock [54] et
de Dyer et al [18] qui généralisent la dynamique du dilemme du prisonnier aux graphes et par
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les travaux de Kerr et al [53] qui généralisent le jeu de pierre-feuille-ciseau aux graphes.

Dans un premier temps, nous récapitulons et adaptons dans la section 9.1, les notions du
chapitre 1 dont nous aurons besoin. Ensuite, les sections 9.3.1, 9.3.2, 9.4 et 9.5 sont consacrées
respectivement aux cycles, cliques, graphes bipartis et arbres.

9.1 Le modéle

Définition 9.1 (Configuration) Soit G = (T,E) un graphe fini non orienté et Q@ = {0,1}
l’ensemble des états. L’ensemble des sommets est I’ensemble des cellules T et on note la taille
du graphe N = |T|. Le voisinage V; d’une cellule i est ’ensemble de ses cellules adjacentes (en
s’incluant elle-méme). Une configuration est une fonction ¢ : T — Q.

Définition 9.2 (Minorité) Nous considérons la régle de transition 6 qui associe & une cel-
lule © d’une configuration ¢ ’état minoritaire dans son voisinage (I’état ne change pas en cas
d’égalité) :

i . Vi vl L
Sy = {1 T ien i < 3o Ney ¢ = 5 etei =1
i) — . Vi v
0 SleGVicj>‘T|0queViCj:|2|etci:O

Nous considérons la trajectoire (c');>( sous la dynamique totalement asynchrone ott a chaque
pas de temps une cellule choisie aléatoirement et uniformément parmi T se met & jour selon la
fonction de transition 4.

Définition 9.3 (Convergence) La dynamique § converge a partir d'une configuration ini-
tiale & vers un attracteur A (respectivement l’ensemble limite A, voir les définitions 1.22 et 1.23
du chapitre 1) si la variable aléatoire T = min{t : ¢ € A} (respectivement T = min{t : ¢ € A})
est presque strement finie.

Puisque nous considérons des graphes finis, Minorité converge presque stirement a partir de
n’importe quelle configuration initiale vers A.
9.2 Potentiel, énergie et frontiere

Comme dans la deuxiéme partie, nous pouvons définir la notion de potentiel et d’énergie.

Définition 9.4 (Potentiel) Le potentiel v; d’une cellule i est le nombre de ses voisines (en

incluant elle-méme) dans le méme état qu’elle. Si v; < “;i‘ alors la cellule est dans [’état
minoritaire et donc inactive ; tandis que si v; > “gi‘ alors la cellule est active.

A la différence de la deuxieme partie, le potentiel d’une cellule prend en compte la cellule
elle-méme. Ceci simplifie la détermination de l'activité d’une cellule.

Définition 9.5 (Energie) L’énergie d'une configuration c est E(c) = ;cp(v; —1).

L’énergie d’une configuration est toujours positive et elle est comprise dans les bornes sui-
vantes.

Proposition 9.6 (Bornes sur 1’énergie) L’énergie E d’une configuration satisfait
2|E| — 2Chax < E < 2|E|,

ot Chnax est le nombre mazimum d’arétes dans une coupe de G.
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Preuve. Chaque aréte reliant deux sommets dans le méme état contribue pour 2 a 1’énergie.
Les autres arétes contribuent pour 0. Ainsi I’énergie est majorée par 2|E|, les configurations
tout-blanc et tout-noir ont une telle énergie.

Considérons une coupe C. Elle sépare les cellules en deux ensembles disjoints CV et C! tels
que C corresponde exactement & ensemble des arétes reliant les sommets de C? aux sommets
de C'. Considérons la configuration cc qui associe & chaque sommet de CY I’état noir et a
chaque sommet de C! I’état blanc. Les arétes de C' contribuent pour 0 & I'énergie et les autres
pour 2. Ainsi I’énergie de cette configuration est 2|E| — 2|C/.

Considérons une configuration c, soit ¢ les cellules noires de la configuration et ¢ les cellules
blanches de la configuration. Soit C' les arétes reliant les sommets de ¢” aux sommets de ¢, C
est une coupe. Les arétes de C contribuent pour 0 a I’énergie tandis que les autres cellules
contribuent pour 2 a I’énergie. Ainsi, I’énergie de la configuration c est égale 2|E| — 2|C/.

Trouver 1’énergie de plus basse énergie revient a trouver la plus grande coupe. [

Par conséquent, calculer I’énergie minimale d’un graphe est NP-difficile et il existe des confi-
gurations d’énergie nulle si et seulement G est biparti. Ces configurations sont les 2-coloriages
de G.

Proposition 9.7 (Variation de 1’énergie) Quand une cellule active i de potentiel v; se met
a jour dans une configuration d’énergie E, son potentiel devient |V;| —v; + 1, et I’énergie de la
configuration devient E + 2|V;| — 4v; + 2.

Preuve. Quand l'état d’une cellule i de potentiel v; change, son nouveau potentiel
est |Vi| —v; + 1. Parmi ses voisines, v; — 1 d’entre elles voient leur potentiel diminuer de 1
et |Vi| — v; voient leur potentiel augmenter de 1. Donc la variation totale d’énergie de la confi-
guration quand une cellule de potentiel v; change d’état est 2|V;| — 4v; + 2. O

Corollaire 9.8 (L’énergie est décroissante) L’énergie est décroissante au cours du temps
et elle décroit chaque fois qu’une cellule i de potentiel > %

cellule active de degré impair fait décroitre l’énergie.

se met a jour. Mettre a jour une

Une mise a jour qui conserve I’énergie est réversible : la cellule qui a été mise a jour est
restée active et la remettre a jour ramene a la configuration précédente. De méme, une séquence
de mises a jour ne faisant pas décroitre I’énergie est réversible.

Corollaire 9.9 Une configuration ¢ appartient a l’ensemble limite si et seulement s’il n’existe
pas de séquences de mises a jour faisant décroitre l’énergie, i.e., si et seulement si

vt, P(E(c") > E(5(c"))|c” = ¢) = 0.

Preuve. Si une mise & jour faisant passer de la configuration ¢ & la configuration ¢
fait décroitre 1’énergie, alors la configuration ¢ ne sera plus jamais atteinte (I'énergie étant
décroissante). [

Comme mettre a jour des cellules de degré impair fait décroitre 1’énergie, ces cellules sont
inactives dans I’ensemble limite. Nous allons maintenant définir la notion de frontiere.

Définition 9.10 (Frontiere) Soit ¢ une configuration sur G = (T,E), une aréte {i,j} contient
une frontiere si ¢; = ¢j. Une configuration est entiérement caractérisée (a symétrie noir/blanc
pres) par l’ensemble de ses frontiéres.
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Notons que la proposition inverse “tout ensemble de frontieres correspond & une configura-
tion” n’est pas forcément vraie. En effet, considérons un cycle du graphe, alors le nombre de
frontieres contenues dans le cycle doit étre de méme parité que la longueur du cycle. L’énergie
d’une configuration est égale a deux fois son nombre de frontieres. En mettant a jour une cel-
lule i active, les arétes incidentes a cette cellule contenant une frontiere la perdent, les autres
arétes incidentes en gagnent une (comme illustré sur la figure 9.1).

B RN

F1G. 9.1 — Transferts de frontiéres (points rouges) en mettant a jour la cellule i.

Passer du point de vue états de la configuration au point de vue placement des frontieres
peut simplifier la description de certaines configurations.

9.3 Graphe régulier

Dans cette partie nous étudions deux types de graphes réguliers : les anneaux et les cliques.
Ces structures ne sont pas particulierement dures a analyser mais fournissent néanmoins des
renseignements intéressant sur Minorité. Nous commencgons par analyser les cycles.

9.3.1 Cycle

Analyser Minorité sur un cycle revient a analyser une configuration 1D finie. Nous allons
donc analyser ’TACE ABCFGH qui n’est pas doublement quiescent. L’intérét de cette preuve
vient du fait que nous allons faire une réduction a BCDEFG et montrer que ces deux automates
sont équivalents quand la taille du cycle est paire.

Théoreme 9.11 En dynamique totalement asynchrone, Minorité atteint ’ensemble limite
en O(N3) (resp. O(N3)) pas de temps en moyenne sur un cycle de taille N quand N est
pair (resp. impair). Quand N est pair, l’ensemble limite est constitué de deux configurations
stables et le temps de relaxation est donc ©O(N?3). Quand N est impair, l’ensemble limite est
l’ensemble des configurations avec une seule frontiére (configurations d’énergie 2).

Preuve. Considérons une configuration torique 1D finie de taille N avec N pair. Minorité
se traduit par : "une cellule est active si au moins une de ses deux voisines est dans le méme
état qu’elle”. Les configurations stables de cette configuration sont donc (01)/2 et (10)N/2.
Pour une configuration ¢ nous définissons la configuration duale ¢ = (10)N/2 @ ¢. Entre une
configuration ¢ et sa duale ¢ une cellule sur deux change d’état. Ainsi la regle de transition sur
la configuration duale devient : "une cellule est active si au moins une de ces deux voisines est
dans un état différent du sien”. Il s’agit de la regle de 'automate BCDEFG(178). En couplant
ces deux dynamiques et en utilisant la preuve de Fateés et al [27], nous obtenons que le temps
de relaxation est O(N3).

Si N est impair, alors une configuration ¢! posséde un nombre impair de frontieres. Supposons
qu’il y ait k frontieres et numérotons les de 1 & k de gauche a droite, la configuration duale & (j)
qui ignore la frontiere j est définie comme suit :

— Renuméroter les frontieres de 1 a k — 1 de gauche a droite en ignorant la frontiere ancien-

nement numérotée j,

— construire une premiere configuration ¢ telle que les cellules entre les frontieres ¢ et ¢ + 1

sont noires si 7 est pair et blanches sinon,
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— construire une deuxieéme configuration ¢ telle que les cellules entre les frontieres i et 7 + 1
sont blanches si i est pair et noires sinon,
— renvoyer parmi ces deux configurations, celles qui contient le moins de cellules noires.
Ainsi, la configuration duale est faite d’une alternance de régions blanches et noires. Maintenant,
définissons le variant suivant :

t ¢ Al
U(e) = B() + min ().

Supposons que le minimum soit atteint en ignorant la frontiere j, alors considérons la

frontiere 1 <3 <k :

— si i = j, alors déplacer la frontiere ne peut que faire décroitre 1’énergie.

— si i # j : il existe une cellule adjacente a la frontiere qui quand elle est mise & jour fait
décroitre le nombre de cellules noires dans le dual de 1 et I'autre cellule adjacente a la
frontiere fait éventuellement croitre le nombre de cellules noires dans le dual de 1.

Notons que si deux frontiéres sont adjacentes & la méme cellule noire dans le dual alors

cette cellule est la cellule noire qui fait décroitre le nombre de cellules noires dans le dual de 1
pour ces deux frontieres. Mais, mettre a jour cette cellule fait aussi décroitre I’énergie de 4.
Ainsi E(A¥(c")) <0 et P(|AY(c")| > 1]¢") > & quand il y a strictement plus d'une frontiére
dans c!. Par le lemme 1.46, 'espérance du temps pour atteindre une configuration d’énergie 2
est O(N)3. O

9.3.2 Clique

Nous allons maintenant prouver que Minorité se comporte comme un collectionneur de
coupons sur les cliques.

Définition 9.12 (Clique) Une clique est un graphe ot Vi, j € T, il y a une aréte entre i et j.
Le voisinage d’une cellule est T. Donc toutes les cellules ont le méme voisinage.

Fait 9.13 Toutes les cellules noires (resp. blanches) ont le méme potentiel. Soit ny, le nombre
de cellules noires d’une configuration c, l’énergie de c est

E(c)=np(np — 1) + (N —np — 1)(N —np — 1).

Théoréeme 9.14 En dynamique totalement asynchrone, Minorité atteint [’ensemble limite
en O(N) pas de temps en moyenne sur une clique de taille N. Quand N est pair, [’ensemble
limite est constitué de (ﬁ) configurations stables d’énergie NTQ — N ot la moitié des cellules sont

noires et l'autre blanche. Si N est impair, l’ensemble limite est constitué d’un unique attracteur
(N-1)

fait de 2(&) configurations d’énergie ~——— ot la différence entre le nombre de cellules noires

et le nombre de cellules blanches est égale a 1 ou a —1.

Preuve. Soit ny le nombre de cellules noires dans la configuration. Comme le voisinage d’une

cellule est T, le potentiel d’une cellule noire est n;. Le potentiel d’une cellule blanche est N —ny.
Sing >~ H (respectivement n, < %) alors mettre a jour une cellule noire (respectivement
blanche) décroit I’énergie et la configuration n’est pas dans .A. Si une configuration est dans A

alors % <n < %, considérons une telle configuration :

) configurations sont

— Si N est pair alors toutes les cellules ont un potentiel % et ces (ﬁ
2

stables.
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— Si N est impair, nous posons Cj (resp. Cy,) I'ensemble des configurations ou nj = %
(resp. ny = ¥ -1). L’ensemble des configurations d’énergie minimale est Cy, U Cj, = A.
Prouvons que A est constitué d’un seul attracteur. Les cellules blanches (resp. noires)
des configurations de Cj (resp. Cy,) sont inactives et les cellules noires (resp. blanches)
sont actives, mettre 'une de ces cellules actives a jour ameéne a une configuration de C,
(resp. Cp). Toute configuration de Cy, peut devenir une configuration de C} apres une mise
a jour et vice versa. Pour deux configurations c et ¢/, nous définissons la distance de ¢ & ¢/
comme d(c, ') = |[{i|e; # ¢ }|. Considérons deux configurations c et ¢’ telle que ¢, € Cy
et ¢ # . Puisque c et ¢’ ont le méme nombre de cellules noires, il existe i et j tels que
ci=1,¢;=0,c;=0et cj; =1. Mettre a jour les cellules ¢; puis ¢; dans la configuration
¢ améne & une configuration ¢’ et d(¢”,c’) = d(c,c’) — 2. Donc pour toute configuration
c € Cp Uy, il existe une séquence de mises a jour qui conduit a toute configuration

¢ € C,U(C,. L’ensemble C, U Oy, est un attracteur de taille 2( AR )
2

Maintenant considérons une trajectoire (¢');>o et notons n} le nombre de cellules noires au
temps t. Pour tout temps t tel que nf) > %, la dynamique n’a pas atteint I’ensemble limite et
les cellules noires sont actives. Il faut que [n; —

f_NAL ;r L7 cellules noires se mettent & jour pour que la

dynamique atteignent A. A chaque temps t, il y a une probabilité nﬁz de mettre a jour une cellule
noire. Nous sommes donc en présence d’un collectionneur de coupons, les pires configurations
initiales sont tout-blanc ou tout-noir. Mais dans le pire des cas, il suffit seulement que N/2
cellules se mettent & jour pour atteindre I’ensemble limite, on a donc E[T] = Zi\f:/(]? N]\i - et
donc N < E[T] < 2N. L’espérance du pire temps pour atteindre A est E[T] = O(N). O

9.4 Graphe biparti

Un graphe qui n’est pas connexe est composé de plusieurs parties évoluant indépendamment
les unes des autres. Si nous savons étudier les différentes parties, nous savons étudier ’ensemble.
Nous supposons donc maintenant que les graphes considérés sont connexes.

Définition 9.15 (Graphe biparti) Un graphe G = (T,E) est biparti s’il existe deux en-
sembles de sommets Ty et Ty tel que T = T1 U Ty et pour toute aréte ij de E, i € T1 et j € To
(il n’existe pas d’arétes entre deux sommets de T1 ou deux sommets de Ts).

Ces graphes sont les seuls graphes tels que E soit une coupe du graphe et par le théoreme 9.6,
nous obtenons le résultat suivant :

Fait 9.16 Un graphe admet des configurations d’énergie minimale nulle si et seulement si ce
graphe est biparti. Ces configurations d’énergie nulle sont les deuz 2-coloriages du graphe.

L’existence d’une configuration d’énergie nulle est tres importante, en effet ceci permet de
définir une dynamique duale : la grille avec le voisinage de von Neumann est bipartie quand
les deux dimensions sont paires mais pas quand I'une des deux dimensions est impaire. Nous
allons maintenant définir une configuration duale sur un graphe biparti en faisant un XOR des
configurations avec une des deux configurations d’énergie nulle.

Définition 9.17 (Configuration duale) Considérons un graphe G = (T,E) biparti. Soit Ty
et soit To comme défini dans 9.15. Pour toute configuration c, sa configuration duale ¢ est
définie comme ¢; = ¢; sii € Ty et ¢, =1 — ¢y sii € To. La projection ¢ — ¢ est une bijection
sur l’ensemble des configurations : plus précisément ¢=c.
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Au niveau local d’une cellule, lors du passage du primal au dual, soit la cellule change d’état
et toutes ses voisines restent dans le méme état, soit la cellule reste dans le méme état et toutes
ses voisines changent d’état.

Définition 9.18 (Energie et potentiel dans le dual) Le potentiel v; d’une cellule i dans

, iy . s . - Vi|—1
une configuration duale est le nombre de ses voisines dans un état différent du sien. Si v; < %

alors la cellule est dans l’état majoritaire et donc inactive ; tandis que, si U; > % alors la
cellule est active. L’ énergie d’une configuration duale est l’énergie de la configuration primale.

Soit une configuration c et son dual ¢, le potentiel de toute cellule 7 de ¢ est égale au potentiel
dual de la cellule 7 dans ¢ plus un. L’énergie d’une configuration duale ¢ est donc égale a la
somme des potentiels duaux de toutes ses cellules. Donc, il existe deux configurations duales
d’énergie nulle qui sont les duales des configurations d’énergie nulle du primal.

Fait 9.19 (Configuration duale d’énergie nulle) Dans la configuration duale, les configu-
rations d’énergie nulle sont les configurations tout-blanc et tout-noir.

Proposition 9.20 (Dynamique duale) Nous définissons la fonction de transition duale )
telle qu’une cellule i d’une configuration duale ¢ se mettant a jour passe dans l’état :

i o Vi1 . Vil-1 . »
i) = . A Vil ) - ]
0 if Z]E%\{z} cj < | |2 ! ou (Z,]EV;\{Z} ¢ = % et ¢ = 1)

Cette regle s’interpréte comme “majorité sans prendre en compte son état (la cellule est active
en cas d’égalité)”. Considérons deux trajectoires évoluant en dynamique totalement asynchrone :
(c') régie par la régle & et (é') régie par la régle 5, telles que & soit la configuration duale de
&, ces deux trajectoires sont couplées de facon & ce que la méme cellule se mette & jour dans
les deux configurations pour chaque pas de temps t. Alors pour tout temps t, la configuration ¢t
est le dual de la configuration c'.

Le passage au dual ne permet pas de simplifier I’étude mathématique mais juste de mieux
visualiser humainement ce qui se passe : les régions qui luttent pour s’étendre sur la configuration

sont pavées uniformément au lieu d’étre pavées par une alternance d’état noir/blanc.

9.5 Arbre

Nous allons maintenant étudier les arbres. Les arbres sont des graphes bipartis donc ils
possedent deux configurations d’énergie nulle et il est possible de définir une dynamique duale.
Nous considérons maintenant que nous travaillons dans le dual. Nous allons également recourir
a une notion particuliere que nous avons présentée dans le cas de Minorité sur la grille avec le
voisinage de Moore (voir chapitre 6) : il s’agit des particules. Dans le cas des arbres, cette notion
est particulierement simple, elle se confond avec la notion de frontieres. Comme 1'utilisation du
dual, les particules permettent de mieux décrire le fonctionnement de Minorité sur les arbres.

Définition 9.21 (Particule) Dans une configuration duale, une aréte posséde une particule
si et seulement si elle relie deur sommets dans des états différents. On note ’ensemble des
particules d’une configuration P C E.

Ainsi Iénergie est égale & deux fois le nombre de particules. Les notions de frontiere et de
particule se confondent car sur les arbres, les particules ont la propriété fondamentale suivante
(qui n’est pas forcément vraie pour les frontiéres pour tout graphe) :
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Fait 9.22 Une configuration est entiérement déterminée par P, a symétrie noir/blanc des états
Pres.

Nous pouvons donc décrire les configurations en nous contentant de donner la position des
particules. Dans ce chapitre, nous ne parlerons donc pas de frontieéres mais de particules.

Fait 9.23 (Mouvement des particules) Une cellule est active s’il y a des particules sur au
moins la moitié de ses arétes incidentes. Quand une telle cellule se met a jour, les arétes
incidentes a cette cellule possédant une particule la perdent et les autres en gagnent une.

9.5.1 Ensemble limite

Dans cette partie nous allons introduire un algorithme qui teste si une configuration est
dans I’ensemble limite A. Ensuite, nous allons définir un ordre total sur les configurations de
I’ensemble limite. Ainsi chaque attracteur est caractérisé par I’élément maximal qu’il contient.

Définition 9.24 Considérons un arbre T = (T,E), ’arbre réduit 7' = (T',E’) de T est défini
de la facon suivante :
— T est l’ensemble des sommets de T de degré différent de 2,
— il existe une aréte entre deux sommets i et j dans B si et seulement si le chemin entre i
et 7 dans T est constitué uniquement de sommets de degré 2.

Définition 9.25 (Corridor) Considérons un arbre T, son arbre réduit T' et deux sommets i
et j de T'. Le corridor P;; reliant i a j est ’ensemble des sommets reliant i a j dans T (en
incluant i et j).

A part les cellules i et j, toutes les cellules d'un corridor P;; sont de degré 2.

Fait 9.26 (Déplacement des particules sur un corridor) Considérons un arbre
7 =(T,E), un corridor P;; de longueur I, nous renommons les sommets de P;; de 0
al—1 tel quet =0 et le sommet numéro k est a distance k de t, donc j =1 —1. L’indice d’une
particule est le numéro de son plus petit sommet adjacent. Si la cellule 1 < k <1 —2 se met a
jour, selon la présence de particules en position k— 1 et k, il se passe les événements suivants :

— si les deux particules d’indice k — 1 et k sont présentes, alors elles disparaissent,

— si seulement la particule d’indice k — 1 est présente, alors elle devient d’indice k,

— si seulement la particule d’indice k est présente, alors elle devient d’indice k — 1,

— st aucune particule n’est présente, alors la cellule n’est pas active.

Ainsi tant que les extrémités d’un corridor ne se mettent pas a jour, les cellules se déplacent
comme des marches aléatoires dans ce corridor et disparaissent quand elles se rencontrent. Ces
disparitions entrainent des baisses d’énergie.

Lemme 9.27 Une configuration appartenant a l’ensemble limite n’admet pas deuz particules
sur le méme corridor.

Preuve. Considérons un arbre 7 = (T, E) et un corridor P;; de cet arbre contenant deux parti-
cules. Reprenons les notations de 9.26 et considérons la particule de plus petit indice k et la par-
ticule de deuxieéme plus petit indice &/, mettre & jour les sommets dans Vordre k + 1,k + 2, ..., K
fait décroitre I’énergie et ¢ n’est pas dans ’ensemble limite. [
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Définition 9.28 (Configuration réduite) Considérons un arbre T = (T,E) et son arbre
réduit T' = (T',E'). Soit ¢ une configuration de T qui ne posséde qu’une seule particule par
corridor, la configuration réduite de ¢ est la configuration ¢” de T’ telle qu’il existe une particule
sur l'aréte ij dans c” si et seulement s’il existe une particule dans le corridor P;; dans c.

Ainsi, 'énergie d’une configuration et ’énergie de sa configuration réduite sont égales puis-
qu’elles contiennent le méme nombre de particules.

Lemme 9.29 Considérons un arbre T = (T,E) et son arbre réduit 7' = (T',E’). Soit ¢ une
configuration de T appartenant & [’ensemble limite, et ¢" sa configuration réduite. Soit ¢ la
configuration obtenue en mettant a jour la cellule active i € T dans ¢ :

- sii€ T\T', alors " est la configuration réduite de c'.

— sii € T, alors la configuration réduite de c est la configuration obtenue en mettant a jour

la cellule © dans c".

Soit ¢ la configuration obtenue en mettant a jour la cellule active 1 € T' dans c", alors il existe
une séquence de mises a jour dans T qui transforme c en c’ telle que la configuration réduite
de ' soit c".

Preuve. Considérons un arbre 7 = (T,E) et son arbre réduit 7/ = (T',E’). Soit ¢ une
configuration de 7 appartenant a I’ensemble limite, et ¢” sa configuration réduite. Soit ¢’ la
configuration obtenue en mettant & jour la cellule active i € 7, de degré k, dans c :
— sii e T\T', alors par le fait 9.26, la particule reste dans le méme corridor.
— sii € 7', alors notons k le degré de i. Puisque c¢ est dans ’ensemble limite, k est pair et il y
a exactement k/2 particules sur les arétes adjacentes & i. Toutes ces arétes appartiennent &
des corridors différents et donc les k/2 arétes de 7' correspondant & ces corridors possedent
une particule dans ¢". La cellule ¢ est donc active dans ¢”, supposons par ’absurde que
dans ¢, elle possede strictement plus de k/2 particules sur ses arétes incidentes, alors
dans c il existe j tel que IP;; possede une particule qui n’est pas sur 'aréte incidente a ¢ et
en mettant a jour ¢ dans ¢, P;; possede deux particules, ce qui par le lemme 9.27 contredit
le fait que c est dans I’ensemble limite. Donc ¢" possede exactement k/2 particules et en
mettant ¢ & jour on obtient la configuration réduite de .
Soit ¢’ la configuration obtenue en mettant a jour la cellule active i € 7’ dans ¢". La configu-
ration c¢ se transforme en configuration ¢”, telle que la configuration réduite de ¢” soit "/, par
la séquence de mises a jour suivante :
— Pour les k/2 corridors IP;; contenant une particule, ramener la particule pour qu’elle soit
sur l'aréte adjacente a ¢ (en utilisant le lemme 9.26)
— mettre ¢ a jour.

O

Puisque c et ¢" ont la méme énergie et que I'existence d’une séquence de mises a jour dans une
de ces deux configurations entraine l’existence d’une telle séquence dans l'autre configuration :

Corollaire 9.30 Soit un arbre T = (T,E), son arbre réduit T' = (T',E'), une configuration
¢ de T me possédant qu’au plus une particule par corridor et ¢ la configuration réduite de c,
si ¢ appartient a 'ensemble limite de T alors ¢ est dans l’ensemble limite de T', la réciproque
est également vraie. Soit A attracteur qui contient ¢ et A™ [attracteur qui contient ", alors
l’ensemble des configurations réduites de A est A”.

Corollaire 9.31 Il existe une bijection entre les attracteurs de T et les attracteurs de T'.
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Nous présentons maintenant un algorithme testant si une configuration est dans I’ensemble
limite. De cet algorithme se déduit une condition nécessaire et suffisante pour caractériser
une configuration de I’ensemble limite, malheureusement, cette condition n’est pas facilement
exprimable. Heureusement, caractériser les attracteurs se révele plus simple.

Théoréme 9.32 (Configuration de I’ensemble limite) Considérons un arbre T = (T,E)
et son arbre réduit T' = (T',E'). Soit ¢ une configuration de T et ¢ sa configuration réduite.
L’algorithme suivant permet de certifier si ¢ est dans l’ensemble limite :

1. vérifier que les corridors de ¢ ne contiennent pas deux particules,
2. Dans ¢, noter toutes les cellules comme ”A étudier”,

3. tant qu’il reste des cellules actives annotées "A étudier”, en sélectionner une et faire :

— st strictement plus de la moitié des arétes incidentes a ce sommet possédent une parti-
cule alors l’algorithme s’arréte et renvoie que la configuration ¢ n’est pas dans l’ensemble
limite,

— sinon annoter cette cellule comme ”étudiée” et rajouter des particules sur toutes les
arétes incidentes a ce sommet qui n’en possédaient pas,

4. la configuration est dans l’ensemble limite

Preuve. Sil'algorithme renvoie que la configuration n’est pas dans I’ensemble limite :

— soit il existe deux particules dans un corridor et la configuration n’est pas dans I’ensemble

limite,

— soit, posons ¢ la cellule ot I’algorithme a terminé. Posons 7 le sous-arbre de 7" enraciné

en ¢ qui contient les sommets :

— annotés ”Etudié” par ’algorithme,

— dont le chemin les reliant a ¢ ne possede pas de particule dans c".

Considérons S la séquence de cellules de 7’ correspondant & un parcours en profondeur
de 7% et la séquence S’ qui est la séquence miroir de S. Si nous mettons les cellules de "
a jour suivant &', alors & chaque fois qu'une cellule se met & jour, elle posséde autant de
particules sur ses arétes qu’au moment ou elle a été ”étudiée” par I'algorithme et elle est
donc active. Au final la mise & jour de i fait décroitre 1’énergie de ¢” et, par le lemme 9.30,
la configuration ¢ n’est pas 'ensemble limite.

Si la configuration ¢ n’est pas stable alors il existe une séquence S de mises a jour de taille [
faisant décroitre I’énergie. Nous considérons que la premiere baisse d’énergie a lieu lors de la
derniere mise a jour de S et se produit sur la cellule i. Soit &’ la séquence de mises a jour
extraite de S telle qu'une cellule j de S soit dans S’ si et seulement si 1’aréte incidente & j qui
appartient au chemin reliant j & ¢ ne contient pas de particules. La séquence S’ ne contient pas
deux fois la méme cellule puisque quand une cellule se met & jour, elle rajoute une particule
sur l'aréte appartenant au chemin reliant cette cellule a 7. De plus, si nous mettons les cellules
a jour dans 'ordre de &', elles ont toujours au moins autant de particules dans leur voisinage
que lorsqu’elles sont mises a jour dans S. Donc mettre a jour la configuration ¢ en suivant la
séquence S’ provoque une baisse d’énergie. Quand ’algorithme aura étudié toutes les cellules
de &', il aura détecté la baisse d’énergie et donc retournera que la configuration n’est pas dans
I’ensemble limite. [

Par le corollaire 9.31, pour déterminer les attracteurs de 7, il suffit de déterminer les at-
tracteurs de 7’. Donc jusqu’a la fin de cette section, nous considérons que les arbres que nous
étudions sont sous leur forme réduite.

Définition 9.33 Soit 7 un arbre sous forme réduite et S un parcours en largeur de T. Nous
associons & chaque configuration c de l’ensemble limite le mot S¢ de longueur |T'| tel que Sf =
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si laréte de c” correspondant a S; contient une particule et 0 sinon. Nous définissons un ordre
sur les configurations en considérant 'ordre lexicographique sur leur mot.

Selon cet ordre, une configuration est de plus haut niveau si et seulement si ses particules
sont le plus proche possibles de la racine. Puisque l'ordre lexicographique est total :

Théoréme 9.34 Pour tout attracteur A, il existe une unique configuration maximale dans A.

Ainsi on peut caractériser un attracteur par sa configuration maximale. Pour créer une
configuration maximale, il suffit de placer les particules selon un parcours en largeur de ’arbre et
de vérifier a chaque fois qu’'une particule est rajoutée que la configuration reste une configuration
dans ’ensemble limite.

9.5.2 Temps de relaxation sur les arbres
Arbre de degré maximum < 3

Les arbres de degré borné par 3 ont la particularité que leur arbre réduit contient seulement
des nceuds de degré impair et donc par la remarque 9.8, une configuration réduite de ’ensemble
limite est stable.

Théoréme 9.35 Sur les arbres de degré au plus 3, Minorité atteint I’ensemble limite en O(N*?)
pas de temps en espérance. Une configuration réduite dans l’ensemble limite est stable.

Preuve. Supposons qu'une configuration ¢ posseéde une particule sur un corridor P;; oti 7 est
une feuille, alors si une des extrémités est active et se met a jour, ’énergie décroit. Au bout
d’un temps O(N?) en espérance, si la cellule j ne s’est pas mise & jour avant, la cellule atteint
l’aréte incidente a la feuille ¢ qui devient active et sa mise a jour fait décroitre I’énergie.

Supposons qu’une configuration ¢ possede plus de deux particules sur le méme corridor,
alors si une des extrémités est active et se met a jour, ’énergie décroit, sinon au bout d’un
temps O(N?3) en espérance deux particules se rencontrent et provoquent une baisse d’énergie.
Donc au bout d’une temps O(N?3) en espérance I’énergie décroit.

Supposons qu’il existe des cellules i, j,k de 'arbre réduit telles que P;; et P;;, contiennent
chacun une particule. Dans ce cas, si j ou k est active et se met a jour I’énergie décroit, sinon
si les deux particules se rassemblent sur les arétes incidentes a ¢, cette cellule devient active et
la mettre & jour fait décroitre 1’énergie. Cet événement se produit en O(N?3) pas de temps en
moyenne d’apres une étude des marches aléatoires [42].

L’énergie décroit au plus O(N) fois avant d’atteindre une configuration c telle que :

— un corridor contient au plus une particule. Nous pouvons donc définir une configuration

réduite ",

— dans ", les cellules de degré 3 posseédent au plus une particule sur leurs arétes adjacentes

et elles donc sont inactives,

— les sommets de degré 1, les feuilles, ne possedent pas de particule sur leur aréte adjacente

et elles sont donc inactives,
Ainsi ¢” est stable et la configuration ¢ est dans I’ensemble limite. La dynamique atteint ’en-
semble limite en O(N*) pas de temps en espérance [J
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Arbre de degré maximum > 4

Dans cette partie, nous introduisons les arbres biaisés (définition 9.38 et figure 9.3) tels que
la dynamique ) converge en temps exponentiel sur cette topologie (Théoréme 9.45). Les sommets
d’un arbre biaisé ont un degré au plus 4. En fait, les arbres biaisés simulent des marches aléatoires
biaisées (définition 9.36) convergeant en temps exponentiel. Les arbres biaisés sont créés a partir
de petits arbres appelés gadgets (définition 9.37 et figure 9.2) placés sur une ligne. A part pour
les extrémités, cette ligne de gadgets est faite de portes. Selon la configuration, ces portes sont
soit verrouillées, soit déverrouillées, soit stables (définition 9.39). Sur une configuration correcte
(définition 9.40), la ligne de portes est coupée en deux parties : toutes les portes du coté gauche
sont stables et toutes les portes du coté droit sont instables (verrouillées ou déverrouillées). Dans
une configuration correcte, trois événements peuvent se produire avec la méme probabilité 1/N
(fait 9.41 et corollaire 9.44) :

— la porte stable la plus a droite devient déverrouillée,

— la porte instable la plus a gauche devient stable si elle était instable.

— la porte instable la plus a gauche passe de verrouillée & déverrouillée (ou le contraire).

Ainsi les portes stables ont tendance a disparaitre. Cette dynamique converge & long terme
vers une configuration stable ¢; (définition 9.42). Pour atteindre cette configuration, il faut au
préalable que toutes les portes soient stables. Ceci prend un temps exponentiel en fonction du
nombre de portes et le temps de relaxation de 5 est exponentiel sur une configuration initiale
correcte.

Définition 9.36 (Marche aléatoire biaisée) Dans cette section, nous désignons par marche
aléatoire biaisée un processus stochastique (X;)i>0 défini sur {0,...,n} tel que Xo = 0 et pour
tout 1 > 0, il existe a,b € Ry :

- P(Xi41 =11 X; =0) =1 (barriére réfléchissante en 0),

- P(X;41=n| X; =n) =1 (barriére absorbante en n),

- 510 <x<n,

P(Xi_:,_l:l’—l ‘ XiIJI)-l-P(Xi_H =x+1 | Xi:x):1
et
O<a<P(Xi+1:a:+1 | Xi:a:)<a'<1/2.
Soit T = min{i|X; = n}, aors E[T] = O®(a)) et E[T] = Q)
. 2p(1— 1-p\"

ou ¢(p) = (f(,gp:;)g ((Tp> - 1) - 1_n2p'

Définition 9.37 (Gadget) Un gadget W est un arbre T = (T,E,b) ot b € T est appelé le
pont. Nous considérons les trois gadgets définis dans la figure 9.2.a : la téte, la porte et la
queue et les trois configurations duales ¢y, ¢y, s sur ces portes.

Définition 9.38 (Arbre biaisé) Soit (W;)o<i<n+1 une séquence finie de gadgets
ou W; = (T, E;, b;). A partir de cette séquence, nous définissons Uarbre T = (T,E)
ou T = UMJT; et E= (U E)UUrgbibis1). Abusivement, nous dénotons aussi
par (Wi)o<i<nt1 lUarbre engendré par cette séquence. Un arbre biaisé de taille n est une
séquence finie de gadgets (W;)o<i<n+1 ou Wy est une téte, pour tout 1 < i < n, W; est une
porte et W,41 est une queue.

Définition 9.39 (Portes stables et instables) Considérons un arbre biaisé (W;)o<i<n+1 et
une configuration duale ¢. Nous notons par ¢y, la restriction de ¢ au gadget W;. nous disons
que la porte 1 est verrouillée si ¢y, = ¢, déverrouillée si ¢y, = ¢, et stable si ¢y, = ¢s. Une
porte est instable si elle est verrouillée ou déverrouillée.
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. . A . . A " . A
configuration ¢;: configuration ¢, : configuration Cg:

b b b @ f change d'état b change d'état
b b b

f f change d'état b change d'état
Queue f f

Téte

@: pont
Porte Porte verrouillée Porte déverrouillée Porte stable
AN v /

Portes instables

9.2.a — Les 3 gadgets utilisés dans la construc- 9.2.b — Les trois configurations duales ¢;,¢, et és.
tion des arbres biaisés. Les cellules sont grisées

pour représenter le fait que nous ne leur avons

pas assigné d’état.

F1a. 9.2 — Les gadgets utilisés dans la construction des arbres biaisés.

Définition 9.40 (Configuration correcte) Une configuration duale ¢ est correcte si les cel-
lules de sa téte sont noires, celle de sa queue est blanche, et qu’il existe j tel que pour
tout 1 <1 < 7 la porte i est stable, et pour tout j < k < n la porte k est instable. Nous di-
sons que la configuration ¢ est en position j. Soit Pos(¢) la position de la configuration ¢. La
position est déverrouillée si j = n ou si la porte j+1 est déverrouillée, la position est verrouillée
autrement.

Fait 9.41 (Cellule active) Considérons la configuration correcte ¢ en position j. Les cellules
actives de ¢ sont :
— la cellule b s j # 0,
— la cellule bjy1 s1 j #n et si la porte W1 est déverrouillée.
la cellule f; si j <1t < n.
la cellule by41 st j = n.

Preuve. Considérons une configuration correcte ¢ en position j. Les seules cellules qui peuvent
étre actives sont les cellules b; et f; pour tout 1 < i < n et la cellule b,11. La cellule b, est
active si et seulement si ¢(b,) = 1 c’est a dire que la porte W, est stable. Pour tout 1 <i <mn, la
cellule f; est active si et seulement si W; est instable c’est a dire j < ¢ < n. Pour tout 1 <1 < n,
la cellule b; est inactive si é(bj—1) = ¢é(b;) = ¢(biy1). Donc parmi les cellules (b;)1<i<n, seules b;
et bj11 peuvent étre actives : la cellule b; est active et la cellule bj;q est active si la porte W1
est déverrouillée. [

Définition 9.42 (Configuration finale) La configuration finale ¢; est la configuration ot
toutes les cellules de la téte sont noires, la queue est noire et toutes les portes sont stables. Nous
disons que ¢y est en position n+ 1, Pos(¢f) =n + 1.

Lemme 9.43 La configuration duale ¢y est stable et elle est atteignable depuis toute configu-
ration correcte.
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Portes stables Portes instables

b ! | b3 b1 On || Prt
! I O
i i f3 fn-1 fn i Q
| | | Ueue
Téte ! | i
i Porte 1 Porte 2§ Porte 3 Porte 4 Porte n-2 Porte n-1Porte ni

O : Cellule active

F1G. 9.3 — Un arbre biaisé et une configuration duale correcte en position déverrouillée 2.

Preuve. Toutes les cellules sont inactives dans ¢; et la configuration est stable. Considérons
une configuration correcte ¢ en position j. Selon le fait 9.41, il est possible, pour tout j < k < n,
de déverrouiller la porte Wj : si la porte est verrouillée, il suffit de mettre a jour la cel-
lule fi. Une fois toutes ces portes déverrouillées, il suffit de mettre a jour les n — j + 1 cel-
lules bj11, bjy2, ..., byy1 dans cet ordre. [J

Corollaire 9.44 Considérons une configuration duale correcte ¢, alors la configuration ¢ = S(é)
est soit correcte, soit ¢. De plus, |Pos(¢') — Pos(¢)| < 1.

Preuve. Considérons une configuration duale correcte ¢ en position j et la configuration
¢ = 5(6) si une cellule inactive se met & jour alors ¢ = ¢. Maintenant, considérons qu’une
cellule active se mette a jour (voir le fait 9.41) :

— si j # 0 et la cellule b; est celle qui se met a jour : alors la porte W; passe de stable a
déverrouillée et ¢ est une configuration correcte en position déverrouillée j — 1.

—si j # n et la cellule bj1q est celle qui se met a jour : alors la porte Wj 1 passe de
déverrouillée & stable et ¢ est une configuration correcte en position j + 1.

— si la cellule f; est celle qui se met a jour avec j < ¢ < n : alors la porte W; passe
de verrouillée & déverrouillée et réciproquement. La configuration ¢’ reste correcte et en
position j.

— si j =n et la cellule b, est celle qui se met & jour : alors ¢ = ¢;.

O

Théoréme 9.45 Sur les arbres biaisés de taille n (i.e. N = 8n + 4 cellules), quand la confi-

guration duale initiale est correcte, Minorité converge presque sirement vers ¢f. De plus son
temps de relaxation T est ©(1.5") < E[T] < O(n4").

Preuve. Considérons un arbre biaisé de taille n. Comme
— par le lemme 9.44, aprés un pas de temps, une configuration correcte est soit correcte,
soit ¢y,
— par le lemme 9.43, toute configuration correcte peut atteindre ¢y,
— P’ensemble des configurations correctes est fini,
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N

la dynamique & converge presque slirement vers ¢y depuis toute configuration duale initiale
correcte.

Supposons que la configuration initiale soit la configuration duale correcte ¢° en position 0.
Considérons la séquence (¢');>0. Nous définissons la séquence de variables aléatoires (t;)i>0
comme ty = 0 et t;41 = min{t > t;|Pos(c'+1) # Pos(¢') ou Pos(¢'i+1) = n + 1}. Considérons
la suite de variables aléatoires (X;);>0 telle que X; = Pos(¢%). Selon le corol-
laire 9.447 ‘Xi—l - Xz’ =1.

Considérons une configuration ¢’ en position verrouillée n > j > 0 alors mettre & jour b; meéne
a une configuration en position j — 1 et mettre a jour la cellule f; meéne a une configuration
en position déverrouillée j. Mettre a jour d’autres cellules ne modifie pas la position de la
configuration. Considérons la configuration é en position déverrouillée n > j > 0 alors mettre
a jour la cellule b; méne a une configuration en position j — 1, mettre a jour la cellule f; mene
a une configuration en position verrouillée j et mettre a jour bj1 mene a une configuration en
position j + 1. Mettre a jour d’autres cellules ne modifie pas la position de la configuration.
Une cellule a une probabilité 1/N de se mettre a jour ot N = 4 + 8n. Donc, I’évolution d’une
configuration en position 0 < j < n peut étre résumée par :

Avec probabilité (N-3)/N,
une cellule qui n'est ni b;, ni bj+1, ni fj
se met a jour

Avec probabilité 1/N, Avec probabilité 1/N,
la cellule bj se met a jour la cellule bj+1 se met a jour
Position j-1 < { Position déverrovillée j ={ Position j+1 )

Avec probabilitg 1/N,
la cellulg fj se met a jour

Avec probabilité 1/N,

la cellule bj se met a jour

Position verrouillée j

Avec probabilité (N-2)/N,

une cellule qui n'est ni bj, ni fj

se met a jour

Une simple analyse donne que :

—sil<z<nalos P X1 =2+1|X;=2)=1-PXjy1 =2—-1] X; =x)et

- PXit1=1]X,=0)=1

Donc le comportement du processus stochastique (X;)i>o est comme décrit dans la
définition 9.36.

Posons T" = min{i : X; = n} la variable aléatoire qui correspond & la premieére fois que
toutes les portes sont stables. Alors E[T"] = Q((3)") et E[T'] = O(4™) (voir définition 9.36).

Soit ¢/~ la configuration correcte en position n (i.e. toutes les portes sont stables mais
la queue est blanche). Alors ¢ = ¢/, 1 = /71 et P(T! = | = /7)) = 1)2.
Donc, E[T] = O(E[ty]). Par définition, t7» = Z;‘Zl(tZ —tic1) = Y iy [(ti —ti—1)1y,<77]. Puisque
qu’il a au plus deux cellules qui peuvent modifier la position d’une configuration correcte,
nous avons 1 < Eft;y1 —ti—1] < O(n). Donc, Y .2, (1,<1) < Eftpr] < O3 2, (nly,<17)). Nous
concluons que E[T] = Q((2)") et E[T] = O(nd™). O
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9.6 Conclusion

Nous avons réussi a généraliser la plupart des notions (potentiel, énergie, frontiere, duale)
introduites dans la deuxieéme partie. Maintenant, nous sommes capables de définir le dual sur
tout graphe biparti. Il doit étre possible de généraliser I’étude de la baisse brutale d’énergie
mais nous n’avons pas encore exploré cette voie. Nous avons montré que Minorité peut adopter
des comportements tres différents selon la topologie :

— collectionneur de coupons (clique),

— marche aléatoire non biaisée (cycle),

— marche aléatoire biaisée avec convergence rapide (grille avec voisinage de von Neumann),

— marche aléatoire biaisée avec convergence lente (arbre biaisé).

L’étude des arbres a fait apparaitre des particules, notion que nous n’avions pas utilisé dans
I’étude de la grille 2D avec le voisinage de von Neumann dans le chapitre 7. Ces particules se
déplacent sur la configuration et deux d’entre elles doivent se rencontrer pour faire décroitre
I’énergie. Cette notion est tres simplifiée comparée a ce que nous avons observé sur la grille avec
le voisinage de Moore car dans le cas des arbres, les particules permettent de décrire entierement
la configuration, tandis que sur la grille avec le voisinage de Moore, il faut commencer par décrire
la structure du réseau des rails, ce qui est déja un challenge en soit, avant de pouvoir parler de
particules.
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Conclusion et perspectives

Dans cette theése nous avons présenté le comportement des automates cellulaires
en dynamiques asynchrones. Durant nos travaux, nous avons alterné entre des phases
d’expérimentations, d’élaborations de preuves et de formalisations de concepts. Nous avons
étudié de nombreux automates pour découvrir qu’elles sont les particularités engendrées par ces
dynamiques. Une phase expérimentale nous a permis d’isoler les comportements intéressants et
de formuler des conjectures. Pour prouver ces conjectures, nous avons eu besoin de comprendre
plus en détail le fonctionnement de I’automate considéré. Les preuves nous ont permis d’exhiber
des configurations ou des comportements pathologiques exacerbant le réle d’un phénomene et
ceci nous a permis de définir correctement les notions concernées. Formaliser ces notions nous
a permis de simplifier les preuves, de les automatiser et de décider des prochaines simulations
a faire pour progresser en découvrant le phénomene suivant.

Une fois qu’une notion est bien maitrisée et définie sur un automate, il est généralement
rapide d’obtenir des résultats similaires sur les automates qui présentent un comportement
proche de 'automate étudié. Nous avons observé de nombreux comportements différents. La
formalisation des phénomenes est un probleme difficile en soi. Définir correctement un outil ou
une notion n’est pas simple. Mais, grace au développement progressif et au perfectionnement
de nos outils et a la formalisation de notions-clés, nous avons réussi a analyser en partie ou en
totalité de nombreux automates. Mais il en reste encore plusieurs dont nous ne connaissons le
comportement qu’expérimentalement et dont la formalisation des mécanismes intervenant dans
leur évolution reste a faire.

10.1 La dimension 1

En dimension 1, nous avons étudié la classe des automates cellulaires élémentaires dou-
blement quiescents en dynamique a-asynchrone. Pour analyser ces automates, nous avons
développé les bases de masques qui permettent d’analyser un comportement global par des
considérations locales. Dans un premier temps, celles-ci nous ont permis de trier les automates
considérés entre ceux présentant un comportement proche de celui d’'une marche aléatoire
et ceux présentant un comportement plus complexe et dont l’analyse nécessite des efforts
conséquents. Le comportement des automates présentant un comportement proche de celui
d’une marche aléatoire est relativement semblable a celui en dynamique totalement asynchrone.
Seul 'automate BEF présente un changement brutal de comportement entre la dynamique to-
talement asynchrone (celui d’'une marche aléatoire non biaisée) et la dynamique a-asynchrone
(marche aléatoire biaisée) et cela dés qu'un peu d’asynchronisme est introduit. Ceci est di a de
nouveaux phénomenes qui n’apparaissent que sous la dynamique a-asynchrone que nous avons
exhibé. Ensuite, nous avons consacré nos efforts sur deux automates présentant un comporte-
ment complexe : 'automate BCF et 'automate BCDEFG.

L’automate BCF a la particularité de faire interagir un grand nombre de phénomenes
différents dans son comportement. En isolant ces phénomenes et leurs actions, nous avons
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réussi a comprendre le fonctionnement de 'automate BCF quand a > 0.99990. Révéler ces
observations globales a partir des considérations locales s’est révélé difficile mais néanmoins
faisable grace au formalisme des bases de masques. La borne que nous avons fixée nous a per-
mis de négliger les interactions a longue distance entre les différentes régions de 1'automate.
Expérimentalement, cet automate ne présente pas de transition de phase et son temps de re-
laxation semble linéaire en la taille de la configuration pour toute valeur de «. Actuellement,
meéme intuitivement nous ne savons pas pourquoi cette convergence est si rapide quand « est
proche de 0 et cet automate présente encore des mécanismes que nous n’avons pas su identifier.

Ensuite nous avons étudié 'automate BCDEFG qui présente une transition de phase. Il
s’agit d’'un comportement particulierement complexe que nous n’avons pas réussi a analyser par
des considérations locales. Grace a un couplage avec la percolation dirigée, nous avons montré
une correspondance en ces deux systémes et nous avons pu prouver qu’'une configuration infinie
avec une seule cellule noire diverge avec une probabilité strictement positive quand a > 0.996.
En rapprochant le comportement de cet automate de celui d’un modele de percolation dirigée
qui, malgré de nombreux efforts, n’est pas encore totalement maitrisé, nous avons montré la
complexité de cet automate. De plus en s’appuyant sur les travaux de Mossel et Roch [64],
cette preuve devrait facilement étre adaptable sur les configurations finies. Egalement, il reste a
analyser cet automate quand « est proche de 0 pour prouver formellement 'existence de cette
transition de phase.

10.2 La dimension 2

10.2.1 Etude expérimentale

En dimension 2, nous avons étudié un type de transition de phase partagé par plusieurs
automates :

1. en dynamique synchrone, différentes régions, dont la forme dépend de la configuration ini-
tiale, se stabilisent dans la configuration et 'automate atteint un comportement cyclique,

2. quand « est proche de 1, le comportement reste semblable au comportement synchrone
lors des premiers pas de temps. Mais & court terme, un bruit aléatoire apparait et érode les
différentes régions. Ceci efface les informations apportées par la configuration initiale. A
treés long terme (jamais observé expérimentalement), ’automate atteint une configuration
stable s’il en existe une ou un ensemble limite non trivial,

3. quand « est proche de 0 et en dynamique totalement asynchrone, des motifs apparaissent
et forment de nouvelles régions qui fusionnent, luttent pour s’étendre sur la configuration.
A plus moins long terme selon 'automate, la dynamique atteint I’ensemble limite quand
une région a réussi a s’étendre sur toute la configuration.

La dynamique synchrone (premier point) de ces automates a déja été étudié par Goles [38].
Faute de temps, nous n’avons pas étudié le point 2. Une premiere approche consisterait a
analyser une dynamique presque synchrone ou toutes les cellules sauf une se mettent a jour.
Sinon ce type de comportement présente des similarités avec les travaux de Toom [87] sur la
conservation de données par des automates cellulaires en présence d’erreurs. Nous nous somimnes
donc concentrés sur le point 3 et en particulier sur la dynamique totalement asynchrone.

Nous avons choisi d’analyser un automate particulier qui est 'un des plus simplement défini :
Minorité. Nous avons obtenu de nombreux résultats qui devraient pouvoir se généraliser a tous
les automates présentant ce comportement. Faute de temps nous ne ’avons pas encore fait mais
nous travaillons actuellement dans cette direction.
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10.2.2 Minorité 2D

En dynamique totalement asynchrone, nous avons développé une méthodologie permettant
de comprendre le fonctionnement de Minorité durant les premiers pas de temps depuis une
configuration initiale de haute énergie et les derniers pas avant la convergence d’une exécution
de Minorité. Il reste encore le comportement intermédiaire de Minorité a analyser. Certaines
étapes de cette approche sont généralisables et automatisées, d’autres nécessitent des efforts
pour étre adaptées a une nouvelle topologie. Il reste donc encore des travaux a faire pour
simplifier ou automatiser en plus grande partie la rédaction des preuves. Nous avons utilisé
cette méthodologie pour analyser Minorité avec les voisinages de von Neumann et de Moore
(Panalyse de Moore n’est pas présentée dans cette theése car elle est encore en cours de rédaction,
une version préliminaire peut étre trouvée dans [82]) :

— Définition de I’énergie d’une configuration (parametre global) comme la somme des poten-
tiels (parametre local) des cellules de la configuration, telle que 1’énergie soit décroissante
au cours du temps, ¢.e. quand une cellule se met & jour la somme des potentiels des cellules
dans son voisinage décroit.

— Montrer la chute brutale initiale de I’énergie grace & nos travaux du chapitre 8 qui auto-
matisent en grande partie la preuve.

— Déterminer les configurations stables d’énergie minimale : ces configurations jouent un
role capital dans le fonctionnement de ’automate.

— Déterminer les autres configurations stables : ces configurations sont des patchworks
des différentes configurations d’énergie minimale. Il semble que plus les configurations
d’énergie minimale sont nombreuses plus les autres configurations stables sont complexes
(il existe plus de fagons d’agencer les différentes pieces du patchwork).

— Déterminer une configuration duale permettant de mieux visualiser les régions.

— Etudier le comportement d’une région encerclée dans une autre et déterminer comment la
région encerclée va disparaitre, ceci correspond aux derniers pas de temps d’une exécution.

Il reste a trouver un moyen pour analyser le comportement de I’automate au milieu d’une
exécution. Pour généraliser les résultats de cette approche a la dynamique a-asynchrone quand «
est proche de 0, il faudrait savoir analyser 'automate 1D BCDEFG(178) qui est encodé dans le
comportement de Minorité. Nous avons déja mis tous les outils en place pour qu’un résultat sur
la convergence de I'automate BCDEFG(178), quand « est proche de 0, fournisse un résultat
équivalent sur les derniers pas de temps d’une exécution de Minorité.

10.2.3 Travaux en cours sur Minorité 2D avec le voisinage de Moore.

L’étude de Minorité avec le voisinage de Moore s’est révélée plus complexe que celle de
Minorité avec le voisinage de von Neumann. En appliquant la méthode précédente au voisi-
nage de Moore, nous avons facilement défini le potentiel d’une cellule et donc 1’énergie d’une
configuration. Nous avons montré qu’initialement 1’énergie chute brutalement et nous avons
déterminé les quatre configurations stables d’énergie minimum qui sont pavées par des hachures
noires/blanches ou blanches/noires et horizontales ou verticales.
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Fia. 10.1 — Des exemples de configurations stables a différents niveaux d’énergie pour Minorité
2D avec le voisinage de Moore.
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Fi1G. 10.2 — Une configuration 2D finie typique de taille 16 x 32 aprés 3N pas de temps en
dynamique totalement asynchrone. Les diamants permettent de visualiser les quatre types de
régions.

Par contre la présence de ces quatre configurations complexifie grandement le reste de I’étude.
La structure des configurations stables est beaucoup plus complexe comme le montre la fi-
gure 10.1. Puisqu’il existe quatre facons d’hachurer une région, il n’est plus possible de définir
une configuration duale avec seulement des régions noires et des régions blanches. Pour pallier
ce probleme, nous avons eu recours a des diamants bleus et verts que nous disposons sur la
configuration, la présence d’aucun type, d’un seul type ou de deux types de diamants définit
la fagon dont une région est hachurée (voir la figure 10.2). Nous avons ensuite réussi a prouver
qu’une configuration, dont tous les diamants sont de la méme couleur et forment un rectangle,
converge rapidement vers une configuration stable. Ceci correspond a 1’étude des derniers pas
de temps d’une exécution. Mais contrairement a Minorité avec le voisinage de von Neumann,
cette configuration peut se déformer pour faire apparaitre des formes complexes. Méme si ces
événements se produisent avec une tres faible probabilité, il faut en tenir compte dans notre
étude.

10.3 Minorité sur des topologies différentes

Nous avons analysé Minorité sur différentes topologies en dynamique totalement asynchrone
pour essayer de déterminer les différents comportements de cette fonction de transition. Nous
avons ainsi rencontré un comportement de marche aléatoire non biaisée sur les anneaux, de col-
lectionneur de coupons sur les cliques et de marche aléatoire biaisée exponentielle sur certains
arbres. De plus, ces travaux ont permis d’obtenir des résultats sur I’existence des configurations
d’énergie minimale. C’est travaux sont encore préliminaires mais nous espérons pouvoir obtenir
des conditions sur le nombre de configurations d’énergie minimale en fonction de la topologie
du graphe. Nous savons déja que les graphes bipartis connexes admettent seulement deux confi-
gurations d’énergie minimale. Nous avons également pu définir la notion de particules sur les
arbres. Des particules sont des pieces d’informations libres de se déplacer sur le graphe et qui
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provoquent une baisse d’énergie quand elles se rencontrent. Cette notion est également liée a
celle de rail, notion trop simple pour apparaitre dans le cas des arbres mais visible dans le cas
de Minorité sur la grille 2D avec le voisinage de Moore. Ces notions sont encore floues et mal
comprises et il parait essentiel d’en trouver une définition convenable pour pousser plus avant
I’étude de ces automates.
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Annexe A

La classe des automates cellulaires
totalisant externes et ses sous-classes

Nous considérons ici des automates cellulaires en dimension 2. La fonction de transition
d’un automate cellulaire totalisant externe ne prend en parametre que 1’état de la cellule et
le nombre de cellules dans ’état 1 dans le voisinage externe de la cellule (i.e. sans prendre en
compte I'état de la cellule). Si la fonction de transition ne dépend que du nombre de cellules
actives dans le voisinages de la cellule, 'automate cellulaire est dit totalisant. Considérons un
automate cellulaire tel qu’il existe une valeur de seuil 6 telle que si une cellule possédant k
voisines dans ’état 1 passe, en se mettant en jour, dans ’état 0 si k < 6 et dans I’état 1 sinon.
Cet automate est appelé automate cellulaire a seuil a retour positif. Considérons maintenant
un automate cellulaire tel qu’il existe une valeur de seuil &' telle que si une cellule qui possede
k voisines dans 1’état 1 se met & jour dans I'état 1 si k < 6’ et dans 1’état 0 sinon, cet automate
est appelé automate cellulaire o seuil a retour négatif. La classe des automates cellulaires a
seuil (a retour positif ou négatif) est une sous-classe des automates cellulaires totalisant qui est
elle-méme une sous-classe des automates cellulaires totalisant externes.

Notation. Nous désignons un automate totalisant par un numéro : son numéro correspond a
la conversion en décimale d’un nombre binaire de taille 10 pour le voisinage de von Neumann
et 18 pour le voisinage de Moore. Les bits pairs encodent un premier nombre binaire et les bits
impairs encodent un deuxiéme nombre binaire. Le i-iéme bit du premier nombre indique dans
quel état passe une cellule qui est dans ’état 0 et qui a i voisines dans I’état 1. Le i-ieme bit
du deuxieme nombre indique dans quel état passe une cellule qui est dans ’état 1 et qui a @
voisines dans 1’état 1. Par exemple, voici comment décoder la régle de transition de 'automate
cellulaire totalisant externe numéro 976 pour le voisinage de von Neumann (OTgr) :

somme des cellules dans
I'état 1 dans son voisinage:

10 » fonction de transition ol1]l213]4
976 = 0000101111 >

état de 0
la cellule 1lololol1]1

Pour les automates cellulaires totalisant, le numéro de l'automate est la conversion en
décimale d’un nombre binaire ou le i-ieme bit encode I'état d’une cellule se mettant a jour
et possédant ¢ voisines dans 1’état 1. Nous désignons l'automate cellulaire totalisant externe
numéro x pour le voisinage de von Neumann (resp. Moore) par OT " (resp. OT)"). Nous
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désignons 'automate cellulaire totalisant numéro = pour le voisinage de von Neumann (resp.
Moore) par 3U" (resp. X).
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Résumé : Dans cette these, nous étudions le comportement des automates cellulaires en dyna-
miques asynchrones, ou a chaque pas de temps seulement un sous-ensemble aléatoire de cellules
se met a jour. Le comportement des automates cellulaires évoluant sous ces régimes est radica-
lement différent de leur comportement classique. En dynamique synchrone, on constate plutot
des signaux qui naissent, se déplacent, s’intersectent et meurent. En dynamique asynchrone,
des motifs propres a la regle apparaissent rapidement et les zones coloriées par ces différents
motifs entrent en compétition pour recouvrir la configuration. Selon la regle de 'automate, soit
un motif 'emporte et la dynamique atteint une configuration stable ; soit ces zones évoluent en
permanence. Nous avons utilisé une approche exploratoire pour rencontrer un grand nombre
de comportements différents : marches aléatoires, mouvements de particules, percolation, in-
teractions entre zones 2D, etc. Nous avons également cherché a développer des outils généraux
permettant ainsi d’analyser un grand nombre de cas.

Mots-clés : Automates cellulaires, dynamiques stochastiques, temps de relaxation, processus
stochastiques, marches aléatoires, percolation.

Abstract : In this thesis, we study the behavior of cellular automata under asynchronous
dynamics, where at each time step a random subset of cells is updated. The behavior of cel-
lular automata under these dynamics is radically different from their classical behavior. Under
synchronous dynamics, signals appear, move, collide and disappear. Under asynchronous dyna-
mics, patterns appear quickly and the regions corresponding to the different patterns compete
with each other to recover the whole configuration. Depending on the rule of the automaton,
either a pattern manage to cover the whole configuration and the dynamics reaches a stable
configuration ; or the different regions evolve constantly. We considered many cellular automata
in order to encounter different behaviors : random walks, movements of particles, percolation,
interactions between 2D regions, etc. We developed general tools which can be used to analyze
many cases.

Keywords : Cellular automata, stochastic dynamics, relaxation time, stochastic processes,
random walks, percolation.



