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1.1 Préliminaires

Cours de MOPS 
onnexes :� PRFM� TETA� COTE� ANSTURL ave
 le support de 
e 
ours :www.ibis
.univ-evry.fr/~serena}(suivre le lien Current Tea
hing).
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1.2 ProblèmatiqueVéri�
ation (formelle) de propriétés de systèmes informatiques

S : programme ou système dont l'exé
ution ne termine pas (par ex. systèmed'exploitation). Deux appro
hes possibles à la véri�
ation de S :1. Appro
he fondée sur la dédu
tion : S est dé
rit (spé
i�é) par une formule Sd'une logique, les propriétés souhaitées pour S sont exprimées par uneformule P de 
ette logique. On 
her
he une dédu
tion de S → P .2. Appro
he fondée sur les modèles (model 
he
king) : S est vu 
omme uneinterprétation IS d'une logique, les propriétés sont exprimées par uneformule P de 
ette logique. On teste si P est vraie pour IS .Logique utilisé dans 
e 
ours : la Logique Temporelle Linéaire (LTL).Le 
ours est 
entré surtout sur la première appro
he, mais donne aussi des basespour 
omprendre les prin
ipes du logi
iel SPIN qui fait du model 
he
king ave
LTL. 1.2



Un exemple de logi
iel de véri�
ation fondé sur LTL : SPIN� Outil de véri�
ation automatique de logi
iels distribués.� Développé à partir de 1980 aux Bell Labs (organisme de re
her
hea
tuellement de Al
atel-Lu
ent et, avant, de : Ameri
an Telephone &Telegraph Company (AT&T)). Logi
iel libre depuis 1991.� URL : http ://spinroot.
om/spin/whatispin.html� System Software Award en 2001 (ACM).� Utilisé pour déte
ter des erreurs de 
on
eption pour des systèmesd'exploitation, entre outre.� Utilisé pour des des
riptions de haut niveau et aussi pour du 
ode détaillé (entéléphonie, par ex.).� Il teste la 
ohéren
e logique d'une spé
i�
ation, déte
te les deadlo
ks, et
.� Il peut travailler on-the-�y, sans besoin de la 
onstru
tion préliminaire dugraphe d'états global.
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1.3 La logique Temporelle LTL :Linear Temporal Logi


Un élément de la famille des logiques dites modales.

Digression au tableau sur les logiques modales.

Deux autre versions de logique temporelles sont aussi souvent utilisées envéri�
ation automatique : CTL et CTL∗.
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1.3.1 LTL : Syntaxe et SémantiquePrin
ipes :� Fondée sur une modélisation dis
rète et linéaire du temps.� Conçue par Z. Manna et A. Pnueli (1983).� Ajoute aux 
onne
teurs booléens ¬,∨,∧ les opérateurs 3, 2, U , e.� Ajoute une 
omposante �dynamique� (
hangement d'état) à la logique
lassique.� Modélise des programmes/systèmes qui ne terminent pas (les systèmesd'exploitation, par ex.).
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Syntaxe de LTL� P : n'importe quelle variable propositionnelle (booléenne).Déf. des formules de LTL (F ) :
F = True | P | ¬F | F ∧ F | F ∨ F | 2F | 3F | FUF | eF� F1 → F2 =DEF ¬F1 ∨ F2.� Un atome est soit True soit une variable prop. Un littéral est soit un atomesoit une expression ¬A où A est un atome.� Une le
ture intuitive :

2F : Maintenant et toujours dans le future F

3F : Soit maintenant soit à au moins un instant du future F

F1UF2 : F1 until F2
eF : F est vraie à l'état (ou �instant�) suivant.
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Sémantique Formelle de LTL

Besoin d'étendre les notions d'interprétation, vérité et modèle de la logique(booléenne) 
lassique.Notion de 
adre (frame) ⇒ modélisation de l'ensemble d'états d'un pro
essus.Dans la sémantique des logiques modales, un 
adre est un ensemble muni d'uneou plusieurs relations.Logiques modales di�érentes ⇒ 
ontraintes di�érentes sur les 
adres.
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Sémantique Formelle de LTL, suite.Idée : une interprétation de LTL est une suite in�nie à droite (mais ��nie àgau
he�) d'interprétations de la logique booléenne 
lassique.Un 
adre de LTL :� C'est le 
ouple 〈IN,≤〉 (ou une stru
ture isomorphe). Les éléments de IN sontdits états et 0 est dit état initial.� Façon di�érente mais équivalente de présenter la notion de 
adre pour LTL :Un 
adre est un triplet 〈E, R, Rct〉, où 〈E, Rct〉 est une stru
ture isomorphe à

〈IN,≤〉, qque soit e ∈ E ∃!e′ tq eRe′, et, en�n, Rct est la fermeture ré�exive ettransitive de R.Intuition : R est la relation �su

esseur� sur E et Rct sur E est analogue à ≤sur IN. Les éléments de E sont dits états et l'état e0 de E qui est le minimumpar rapport à Rct est dit état initial.Dans la suite, on utilisera la première présentation de la notion de 
adre.Question : Pourquoi donner aussi la se
onde des
ription ?1.8



Sémantique Formelle de LTL, suite

� Une Interprétation d'une formule de LTL dont l'ensemble des variablespropositionnelles est Prop : une fon
tion I : IN → 2Prop(p ∈ I(i) : p est vraie à l'état i).Modélise une exé
ution d'un programme qui démarre à l'état 0.Exemple simple au tableau.� F= formule quel
onque de LTL. Notation générale pour F est vraie à l'état ipar rapport à l'interprétation I :
I, i |= F
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Dé�nition formelle de |=

I = interprétation, i = etat.� Si At est un atome, I, i |= At ssi soit At est True soit At ∈ I(i).� I, i |= ¬F1 ssi I, i 6|= F1.� I, i |= F1 ∧ F2 ssi I, i |= F1 et I, i |= F2.� I, i |= F1 ∨ F2 ssi I, i |= F1 ou I, i |= F2 (ou non-ex
lusif).� I, i |= 2F1 ssi quelque soit j tel que i ≤ j on a I, j |= F1.� I, i |= 3F1 ssi ∃ j tel que i ≤ j et I, j |= F1.� I, i |= eF1 ssi I, i + 1 |= F1.� I, i |= F1UF2 ssi ∃ j tel que : i ≤ j, et I, j |= F2 et, quelque soit n in i, ..., j − 1,on a I, n |= F1.Dessin au tableau pour I, i |= F1UF2
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F est vraie par rapport à une interprétation I ssi I, 0 |= F . On dit aussi que Iest un modèle de F .
F est valide si toute interprétation de F est un modèle de F ; elle est satis�ables'il existe au moins une I qui est un modèle de F .

F2 est une 
onséquen
e logique de F1 ssi, qque soit l'interprétation I de F1 etquelque soit i, si I, i |= F1 alors I, i |= F2. Notation : F1 |= F2.

F1 est logiquement équivalente à F2, 
e que l'on note F1 ≡ F2, ssi F1 |= F2 et

F2 |= F1.
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Exemples d'évaluation de formules de LTL sur des interprétations : au tableau.
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Un exemples de propriétés de systèmes exprimées en LTLExemple d'un feu qui règle la 
ir
ulation.Variables booléennes : vert, rouge, jaune (abrégées en : v, r et j)Ordre du 
hangement de 
ouleur : v ; j ; r ; vHyp. Le feu 
ontinue toujours à travailler.1. A tout moment, le feu a exa
tement une des 3 
ouleurs :

2(¬(v ∧ j) ∧ ¬(r ∧ j) ∧ ¬(r ∧ v) ∧ (v ∨ j ∨ r)))2. Si le feu est dans un état où la 
ouleur est verte, 
ette 
ouleur persistejusqu'à quand on passe à jaune :
2(v → (vUj))3. Des
ription générale de l'ordre du 
hangement de 
ouleurs du feu :

2((vUj) ∨ (jUr) ∨ (rUv))
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1.3.2 Dédu
tion automatique pour LTL : méthode des�Tableaux� Utilité ?� P1, P2 : formules de LTL qui expriment des propriétés d'un système S.Question Q : Si P1 est vraie pour S, est-il vrai que P2 est for
ement vraie ?� Une reformulation Q' de Q : P1 → P2 est valide ?� Dédu
tion automatique : possibilité d'utiliser un programme qui donne laréponse à Q'.
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Préliminaires sur les tableaux (peu importe la logique)

� Des systèmes de preuve bien adaptés à la dédu
tion automatique.� Systèmes de réfutation.� Intuition : Pour prouver F , on essaie systématiquement de 
onstruire unmodèle de ¬F . Si on é
houe alors F est valide, sinon F n'est pas valide, 
ar ona trouvé une interprétation (situation) 
ontre-exemple.
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Cas simple de la logique booléenne� Tableau de ra
ine E = arbre binaire tq :� Noeuds = ensembles de formules� Ra
ine = ensemble E� Fils d'un noeud engendrés en lui appliquant une règle d'expansion.� Si formules en forme normales de négation et si ¬,∧,∨ 
omme seuls
onne
teurs, alors les règles d'expansion sont :

E,A∧B
E,A,B

(α) E,A∨B
E,A E,B

(β)

E=ensemble de formules. A et B = formules. Virgule = union ensembliste.La règle β provoque un bran
hement.� N.B. : f.n.n. : ¬ s'applique seulement à des formules atomiques ; toujourspossible de réé
rire en f.n.n. 1.16



� Un noeud est 
los (ou 
ontradi
toire) s'il 
ontient autant p que ¬p pourquelque variable propositionnelle p, ou bien il 
ontient ¬True.� On applique une règle d'expansion à un noeud seulement si il n'est pas
ontradi
toire.� Tout tableau est for
ement �ni (pourquoi ?).
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Cas simple de la logique booléenne, suite.� T = un tableau de ra
ine E. Algorithme de "élagage" de T :Appliquer itérativement les règles suivantes, dans l'ordre, jusqu'a quand letableaux reste stable :1. E�a
er tout sommet 
los (
'est for
ement une feuille...)2. E�a
er tout sommet dont on a e�a
é tous les �ls.� Résultat de l'algorithme : un arbre T ′.Le bran
hes de T e�a
ées : bran
hes dites 
loses= �modèles impossibles�.Celles qui restent : bran
hes dites ouvertes.Si T ′= ∅, alors T est une réfutation. de E.Sinon, bran
he ouverte = représentation d'une 
lasse de modèles de E.

1.18



Exemple : réfutation de F = ((¬p ∨ q) ∧ p) ∧ ¬q.On é
rit F à la pla
e de {F}

((¬p ∨ q) ∧ p) ∧ ¬q

(¬p ∨ q) ∧ p,¬q

¬p ∨ q, p,¬q

¬p, p,¬q q, p,¬qLes deux bran
hes sont 
loses !
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Exemple : tableau pour
F = ((p ∨ (q ∨ r))) ∧ ¬p

((p ∨ (q ∨ r))) ∧ ¬p

p ∨ (q ∨ r),¬p

p,¬p

close!

q ∨ r,¬p

q,¬p r,¬pDeux bran
hes ouvertes, dé
rivant 2 
lasses de modèles :1. Ceux où q est vrai, p est faux, r peu importe2. Ceux où r est vrai, p est faux, q peu importe
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Tableaux de P. Wolper (1985) pour LTLI
i : formules en f.n.n. Pour ré
rire toute formule de LTL en f.n.n. on exploite :

¬3A ≡ 2¬A ¬2A ≡ 3¬A

¬ eA ≡ e¬A ¬(AUB) ≡ 2¬B ∨ (¬BU(¬A ∧ ¬B))

Un tableau pour LTL = un graphe orienté ave
 une ra
ine, dont les noeuds sontdes ensembles de formules de LTL en f.n.n. et les �ls d'un noeud sont engendrésen appliquant une règle d'expansion.
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� Règles d'expansion :
E,A∧B

E,(A∧B)∗,A,B
(α) E,A∨B

E,(A∨B)∗,A | E,(A∨B)∗,B
(β)

E,3A

E,(3A)∗,A | E,(3A)∗,
e
3A

(3) E,2A

E,(2A)∗,A,
e
2A

(2)

E,AUB

E,(AUB)∗,B | E,(AUB)∗,A,
e
AUB

(U)
L,

e
A1,···

e
An,B1∗,··· ,B∗

k

A1,··· ,An

( e)

Dans la règle pour e, L = ensemble de littéraux. Si n=0, é
rire juste Truedans l'expansion. ∗ est un marquage d'une formule. Un noeud auquel onapplique la règle eest dit état. 1.22



� Les règles d'expansion sont fondées sur les équivalen
es :

3A ≡ A ∨ e
3A 2A ≡ A ∧ e

2A AUB ≡ B ∨ (A ∧ e(AUB))� Comment on applique les règles ?� On applique une règle à un noeud seulement si 
e noeud n'est pas 
los(même dé�nition qu'avant).� Une formule F est traitée seulement si elle n'est pas marquée ave
 ∗.� En développant F , on 
rée un nouveau noeud ave
 une expansion Ex de Fseulement si un noeud ave
 même étiquette Ex n'existe pas déjà. (Deuxétiquettes sont identiques si elles 
ontiennent exa
tement les mêmesformules, ave
 les mêmes marquages.)Sinon, on 
rée un ar
 vers 
e vieux noeud.� Appliquer au noeud True la règle eune seule fois !Un tableau de ra
ine {A} est �ni 
ar le nombre d'ensembles de sous-formulesdistin
ts pouvant etiquetter un noeud est �ni (pourquoi ?).
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Exemple 1
Constru
tion d'un tableau de ra
ine 2p ∧ 3¬p
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Comment tester la satis�abilité de l'ensemble de formules à la ra
ine ?Pro
édure d'élagage pour les tableaux pour LTLRépeter les instru
tions suivantes (dans l'ordre) jusqu'a quand le tableau restestable :1. E�a
er tout sommet 
los (
'est for
ement une feuille).2. E�a
er tout sommet dont on a e�a
é tous les �ls.3. E�a
er tout sommet s ayant 
omme élément une formule existentielle(eventuality) - 3F2 ou F1UF2 - telle qu'il n'existe pas de 
hemin, dans legraphe, 
onduisant de s à un sommet s′ qui 
ontient F2.N.B. Une eventuality peut être marquée par *.Si le tableau résultat est ∅, alors la ra
ine est insatis�able. Sinon, les 
hemins quirestent peuvent donner des modèles de la ra
ine
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Exemple 1, Suite
Élagage du tableau de ra
ine

2p ∧ 3¬p

Que peut-on 
on
lure ?
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Exemple 2
Constru
tion et élagage d'un tableau de ra
ine

23p

Que peut-on 
on
lure ?
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Toute règle du 
al
ul sauf ( e) est dite statique. La règle ( e) est dite dynamique.Quel est le sens intuitif de 
ette terminologie ?
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Si on déplie le graphe (avant l'élagage) on obtient un arbre pouvant être in�ni, ett.q. :- une bran
he qui sera éliminée : une bran
he qui ne dé
rit pas un modèle de lara
ine.- une bran
he qui ne sera pas éliminée : une bran
he ouverte, qui peut dé
rire unmodèle (ou plus) de la ra
ine. Comment 
onstruire un tel modèle ?1. Ne garder que les �états� (
omme dé�nis dans la diapositive ave
 les règlesd'expansion). Ce seront les états de l'interprétation.2. Pour 
haque état m, dé
larer vrais seulement les littéraux l tels que l ∈ m.N.B : des
ription partielle d'une inteprétation, 
ar, pour une p donnée, il sepeut que ni p ∈ m ni ¬p ∈ m.
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Suite des exemplesDépliage et étude des modèles possibles pour les deux exemples de tableaux dera
ine, resp. 2p ∧ 3¬p et 23p.

Est-il vrai que l'on obtient toujours un modèle à partir de toute bran
he qui nesera pas éliminée par la pro
édure d'élagage du tableau ? Si oui, pourquoi ?Sinon, pourquoi ?
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En fait :
Soit E une eventuality de la forme 3F2 ou F1UF2. Les formules E, F1 et F2peuvent être marquées.

fE = {noeud s du tableau | E 6∈ s ou F2 ∈ s}Déf. Une bran
he satisfait E ssi elle 
ontient des noeuds de fE in�nimentsouvent.Soit B une bran
he in�nie qui ne sera pas éliminée. Si B satisfait touteeventuality qui est une sous-formule de la ra
ine alors toute interprétation dé
rite(partiellement) par B est un modèle (de la ra
ine).Comment tester si une bran
he a 
ette propriété, et dé
rit don
 un modèle ? Voiraprès : �Automates de Bü
hi et Tableaux'
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La 
onstru
tion et l'élagage des tableaux donnent un algorithme de dé
ision pourle problème de la satis�abilité (resp. validité) d'une formule F de LTL :Thm (Corre
tion du système de Wolper par rapport à l'insatis�abilité) :Si un tableau de ra
ine F est �
los�, au sens que, après élagage, on reste ave
 letableau vide, alors F est insatis�able.

Thm (Complétude du système de Wolper par rapport à l'insatis�abilité) :Si F est insatis�able alors tout tableau de ra
ine A est �
los� (
.à.d. : aprèsélagage, on reste ave
 le tableau vide).
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Complexité en temps et en espa
e de 
et algorithme qui teste la satis�abilité de

F (don
 aussi la validité de ¬F ) : exponentielle par rapport à | F |, où | F | est lataille de F .
NB : La satis�abilité de PTL est un problème PSPACE-
omplet.
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