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version 93-94 11 IntroductionAu d�ebut du vingti�eme sci�ecle, les math�ematiciens se sont pos�es un probl�emefondamental: donner des bases sûres �a leur discipline. La question appa-raissait de fa�con cruciale avec la mise en �evidence de paradoxes comme leparadoxe de Russel (l'ensemble des ensembles qui ne se contiennent pas) ou,plus simplement, le paradoxe du menteur: \cette phrase est un mensonge".Pour r�esoudre ces probl�emes, il �etait n�ecessaire de pr�eciser la notionde v�erit�e math�ematique. David Hilbert proposa alors d'identi�er la v�erit�ed'un ensemble d'�enonc�es avec leur coh�erence. Mais que signi�e \coh�erence"?Cette notion ne peut avoir de sens que pour des �enonc�es d�ecrits dans unlangage su�samment formel. On dira alors qu'un ensemble d'�enonc�es estcoh�erent si l'on ne peut pas prouver �a partir de cet ensemble un �enonc�e etsa n�egation . Mais qu'est-ce qu'une preuve? Les preuves doivent être \m�e-canisables". Plus pr�ecis�ement, �etant donn�e un ensemble �ni de r�egles deconstruction, on doit pouvoir v�eri�er m�ecaniquement qu'une suite d'�enonc�esest bien construite suivant ces r�egles (on dit alors que c'est une preuve del'�enonc�e �nal). Mais reste le probl�eme de savoir ce que signi�e \m�ecanique-ment".La premi�ere id�ee qui vient �a l'esprit est d'utiliser un proc�ed�e physique.Mais un tel proc�ed�e (une \machine") ne peut non plus être satisfaisant. Parexemple, on peut imaginer construire une machine qui lance des d�es et quid�etermine la valeur d'une fonction f(n) par le ni�eme lanc�e de d�es. On nepeut pr�etendre alors que la machine calcule la fonction f car chaque utilisa-tion de la machine conduira �a une fonction di��erente. On ne peut pas nonplus imaginer une telle machine v�eri�ant qu'une s�equence d'�enonc�es est unepreuve. En fait, on a besoin de machines dont les calculs sont reproductibles.De fa�con g�en�erale, les machines concr�etes sont exclues car elles ne peuventêtre totalement �ables (que se passe-t-il lorsque le serveur tombe en panne?En d�eduit-on qu'on ne peut calculer la fonction en cours d'�evaluation?). yC'est ainsi que de nombreux math�ematiciens travaill�erent �a la d�e�nition demod�eles de calcul.K. G�odel utilise en 1930 la notion de fonction r�ecursive comme mod�ele decalcul, ce qui lui permet d'�etablir peu apr�es son fameux th�eor�eme d'incom-pl�etude, r�epondant ainsi par la n�egative �a une autre question fameuse deHilbert. La th�eorie des fonctions r�ecursives a �et�e par la suite d�evelopp�ee parde nombreux math�ematiciens comme Ackermann et Kleene. Les fonctions



version 93-94 2r�ecursives sont introduites extr�emement succintement au chapitre 2.A. Church, vers 1930 �egalement, se penche sur un tout autre mod�ele: le�-calcul. �A l'origine, celui-ci �etait con�cu comme une alternative �a la th�eoriedes ensembles. Mais, s'il n'a pas eu de succ�es dans cette perspective, il s'estav�er�e par contre bien adapt�e �a la description des fonctions (calculables). Le�-calcul sert d'ailleurs de mod�ele de calcul aux langages de programmationfonctionnels. Ce mod�ele fait l'objet du chapitre 4.Malheureusement, le �-calcul pur ne permet pas de r�esoudre les para-doxes, parce qu'il n'y a en �-calcul, aucune di��erence entre les fonctionset les objets auxquels elles s'appliquent. Par exemple, on peut parfaitementappliquer une fonction �a elle-même. Church avait parfaitement mesur�e les d�e-fauts du syst�eme qu'il avait propos�e et il introduisit lui-même dans les ann�ees40 le �-calcul typ�e. Outre l'int�erêt math�ematique et logique de ce nouveauformalisme (aspects sur lesquels nous ne nous �etendons pas), il correspondaussi �a des pr�eoccupations informatiques fondamentales, comme l'analysestatique des programmes. C'est ainsi qu'il est �a la base des mod�eles utilis�espour des langages fonctionnels typ�es comme ML. Nous verrons le �-calcultyp�e au chapitre 6.En�n, bien d'autres mod�eles de calcul ont �et�e introduits pour diversesapplications (on peut citer, entre autres, Kolmogorov, Markov, Minski,...).Il est hors de question de les passer en revue. Cependant, il en est un quia particuli�erement interess�e (et continue d'int�eresser) les informaticiens. Ils'agit d'un mod�ele propos�e par Turing et par Post en 1936. L'histoire n'aretenu que le nom de Turing pour appeler ces machines \machines de Turing",parce que Turing publia son article quelques mois avant Post. Turing est ainsisouvent consid�er�e comme le p�ere de l'informatique. La raison du grand succ�esde ce mod�ele est l'av�enement des calculateurs, sur le mod�ele de la machine(cette fois-ci bien concr�ete) de Von Neumann. En e�et, la machine de VonNeumann peut-être vue comme la r�ealisation mat�erielle du syst�eme invent�epar Turing. (On ne sait pas d'ailleurs dans quelle mesure Von Neumann apomp�e sur Turing). Nous parlerons des machines de Turing aux chapitres 3,7 et 8.En fait tous les mod�eles de calculs introduits (sauf le �-calcul typ�e) sont�equivalents, c'est-�a dire qu'ils d�e�nissent, sur les entiers, la même notion defonction calculable (ce que nous prouvons dans le chapitre 5). Ces r�esultatsd'�equivalence viennent �a l'appui d'une a�rmation de Church connue sous lenom de th�ese de Church: \les fonctions calculables sur les entiers sont les



version 93-94 3fonctions d�e�nissables en �-calcul". Cependant, certains mod�eles sont mieuxadapt�es que d'autres pour l'expression ou la r�esolution de probl�emes. Il enest d'ailleurs de même des langages de programmation (et ce n'est pas unhasard).La calculabilit�e (l'�etude des mod�eles de calcul) pouvait donc être consid�erejusque vers 1950 comme une branche des math�ematiques ou de la logique.Mais il se trouve que les mod�eles d�e�nis par les math�ematiciens permettentjustement de r�epondre �a des questions fondamentales de l'informatique. Ene�et, la notion de calcul ainsi mod�elis�ee, il est possible de comparer descalculs. Il est aussi possible d'�etablir les limites th�eoriques de ce que peutfaire une machine. Il existe en e�et des fonctions qu'il n'est pas possible deprogrammer. Le langage de programmation utilis�e n'a ici pas d'importance,puisque les mod�eles de calcul sous-jacents sont tous �equivalents. Voici unexemple, appel�e \probl�eme de l'arrêt", d�ecrit dans le langage PASCAL:Exemple 1.1 Peut-on �ecrire dans le langage PASCAL une fonctionArret(F;D:Text):Boolean qui d�ecide si une fonction donn�ee en PASCALdans le �chier F , s'arrêtera ou bouclera �a l'in�ni sur une donn�ee D? Plusexactement, la question est de savoir s'il est possible d'�ecrire une fonctionPASCAL Arret(F;D:Text):Booleanavec les propri�et�es suivantes :� l'argument F de type Text contient le code d'une fonction PASCAL FU�a un argument de type Text laquelle donne une valeur booleenne� l'argument D contient une donn�ee pour FU� Arret renvoie True si FU ne boucle pas a l'in�ni sur la donn�ee D etFaux sinonOn montre que ce n'est pas possible d'�ecrire une telle fonction PASCAL,ni d'ailleurs aucune fonction analogue dans un autre langage. Nous verronsque la fonction d'arrêt n'est pas calculable.Une fois d�e�nie de fa�con rigoureuse la notion de fonction calculable, onpourra d�e�nir de fa�con rigoureuse la notion de probl�eme d�ecidable (=probl�eme pour lequel il existe une fonction calculable dont le r�esultat est oui



version 93-94 4ou non) et �etudier, pour des probl�emes sp�eci�ques, s'il sont d�ecidables oupas. Par exemple, nous verrons que le probl�eme de l'arrêt est ind�ecidable.Les mod�eles de calcul permettent aussi de comparer et d'�evaluer pr�ecis�e-ment des algorithmes (ce qui ne serait pas possible autrement sans d�ependred'aspects mat�eriels). En e�et, si les algorithmes sont d�ecrits par des pro-grammes d'un même mod�ele de calcul, on peut �evaluer et comparer leur e�-cacit�e: on appellera complexit�e en temps d'un algorithme le nombre d'�etapesde calcul n�ec�essaire dans le mod�ele consid�er�e. De même, en �evaluant la taillem�emoire n�ec�essaire dans le mod�ele consid�er�e, on obtient une notion de com-plexit�e en espace. Ces notions sont introduites dans le chapitre 8.De plus, même si une fonction est calculable, son calcul peut requ�erir untemps (ou un espace) beaucoup trop important pour son calcul e�ectif. Nousverrons (dans le mod�ele des machines de Turing) qu'il existe des probl�emesqui sont d�ecidables mais pour lesquels il n'existe aucun algorithme e�cacepermettant de les r�esoudre. On peut ainsi construire une hi�erarchie de com-plexit�e des probl�emes (sans r�ef�erence explicite �a un algorithme). Ces aspectseront �etudi�es dans le chapitre 9.



version 93-94 5PARTIE I :CALCULABILITE



version 93-94 62 Fonctions r�ecursivesOn commence par consid�erer une formalisation de la notion intuitived'algorithme bas�ee sur le concept math�ematique de fonction r�ecursive.Consid�erons les fonctions partielles �a valeur enti�ere de plusieurs argu-ments: [k2Nff : Nk ! Ngavec la notation f(~n) " pour indiquer que f n'est pas d�e�nit au point~n = n1; n2; :::; nk. Nous allons extraire de cet ensemble deux sous-ensemblesque l'on nomme les fonctions r�ecursives et les fonctions semi-r�ecursives. Lepremier ensemble ne contient que des fonctions totales, c'est �a dire d�e�niespartout. Il est d�e�ni par induction �a partir de l'ensemble suivant de fonctionsinitiales.D�e�nition 2.1 Les fonctions initiales sont Piki ; S et Z o�uPiki (n1; n2; :::; nk) = ni pour 1 � i � kS(n) = n + 1; Z(n) = 0On d�e�nit d'abord les op�erations de composition, r�ecursion primitive etminimisation sur un ensemble de fonctions totales a�n de d�e�nir ensuitel'ensemble des fonctions (totales) r�ecursives. On dit d'un ensemble F defonctions totales queD�e�nition 2.2 F est ferm�e par composition si 8�; 1;  2; :::;  m 2 F , lafonction ' d�e�nie par'(~n) = �( 1(~n);  2(~n); :::;  m(~n))est dans F .D�e�nition 2.3 F est ferm�e par r�ecursion primitive si 8�; 2 F , la fonc-tion ' d�e�nie par'(m;~n) = ( �(~n) si m = 0 ('(m� 1; ~n);m� 1; ~n) si m > 0est aussi dans F .



version 93-94 7D�e�nition 2.4 F est ferm�e par minimisation si 8� 2 F telle que8~n9m [�(~n;m) = 0] la fonction ' d�e�nie par'(~n) = minm [�(~n;m) = 0]est dans F .D�e�nition 2.5 l'ensemble < des fonctions (totales) r�ecursives est le pluspetit ensemble contenant les fonctions initiales qui soit ferm�e par composi-tion, r�ecursion primitive et minimisation.Autrement dit, les fonctions r�ecursives sont toutes les fonctions que l'onpeut construire �a partir des fonctions initiales par composition, r�ecursionprimitive et minimisation. Toutes les fonctions qui nous sont famili�eres,telles que a + b; a � b; a � b; amod b; a div b; ab; :::, sont des fonctions r�ecur-sives. Ce formalisme a fortement inspir�e la description de plusieurs langagesde programmation tels que LISP ou SCHEME o�u l'on a un ensemble de fonc-tions initiales (�equivalentes �a celles donn�ees pr�ec�edemment) et des r�egles deconstructions par composition et r�ecursion.Exemple 2.1 f(a; b) = a+ b est une fonction r�ecursive. Elle est d�e�nie parf(a; b) = ( �(b) si a = 0 (f(a� 1; b); a� 1; b) si a > 0avec �(x) = x = Pi11(x) et  (x; y; z) = x + 1 = S(Pi31(x; y; z)). PuisquePi11; P i31 et S sont initiales donc r�ecursives,  est r�ecursive par compositionet f par r�ecursion primitive.2.1 Fonctions semi-r�ecursivesL'ensemble des fonctions semi-r�ecursives, que l'on va maintenant d�e�nir,contient toutes les fonction r�ecursives (totales) mais peut aussi contenir desfonctions qui ne sont pas d�e�nies pour certains argumentsDans le cas de la composition des fonctions partielles, on prend la con-vention que �( 1(~n);  2(~n); :::;  m(~n)) ". si  i(~n) ".



version 93-94 8D�e�nition 2.6 F est ferm�e par minimisation-partielle si pour une fonctiontotale � 2 F '(~n) = minm [�(~n;m) = 0] 2 Favec la convention que '(~n) " si 8m [�(~n;m) > 0].D�e�nition 2.7 l'ensemble }< des fonctions semi-r�ecursives est le plus petitensemble contenant les fonctions r�ecursives qui soit ferm�e par compositionet minimisation-partielle.Autrement dit, les fonctions semi-r�ecursives sont toutes les fonctions quel'on peut construire �a partir des fonctions r�ecursives par composition etminimisation-partielle.Exemple 2.2 f(a; b)( = 0 si a = b = 0" sinonest une fonction semi-r�ecursive. Elle est d�e�nie parf(a; b) = minm [a+m = 0] + minm [b+m = 0]Puisque a + b est r�ecursive (Exemple 2.1) alors minm [x+m = 0] est semi-r�ecursive par minimisation-partielle et de même f est semi-r�ecursive parcomposition.Sur cet exemple, on peut remarquer que, quoique la fonction f ne soit pasd�e�nie partout, il existe une fonction r�ecursive qui dit si oui ou non un coupled'entiers est dans le domaine de d�e�nition de f . On peut donc \compl�eter" lad�e�nition de f en une d�e�nition de fonction r�ecursive. Ce n'est pas toujoursle cas.La notion de fonction r�ecursive constitue une formalisation de la notionintuitive de fonction calculable. L' �equation :Fonction r�ecursives = Fonctions calculablesest un analogue de la th�ese de Church.Maintenant, passons plutôt �a la formalisation correspondante de la notiond'ensemble d�ecidable. Informellement, on dit qu'un ensemble est d�ecidables'il existe un algorithme qui est capable de d�ecider si un objet donn�e appar-tient ou pas �a l'ensemble.



version 93-94 92.2 Ensembles r�ecursifs et r�ecursivement�enum�erablesLa notion d'ensemble r�ecursif que l'on va d�e�nir est une formalisation de lanotion d'ensemble d�ecidable (d'entiers non-n�egatifs).De même, la notion d'ensemble r�ecursivement �enumerable est une for-malisation de la notion d'ensemble semi-d�ecidable. On rappelle que l'on ditqu'un ensemble E est semi-d�ecidable quand il existe un algorithme qui, pourtout �element a 2 E, \prouve" que a 2 E. Un ensemble peut être semi-d�ecidable sans être d�ecidable : voir l'exemple de l'ensemble des tautologiesdu calcul des pr�edicats.Soit L � N , un ensemble d'entiers non-n�egatifs. La fonction caract�eris-tique L de L est d�e�nie parL(n) = ( 1 si n 2 L0 si n 62 Let la fonction partielle caract�eristique 'L de L est d�e�nie par'L(n)( = 1 si n 2 L" si n 62 LD�e�nition 2.8 L est un ensemble r�ecursif si L est une fonction r�ecursive.Exemple 2.3 L = fn j n est premierg est r�ecursif.Exemple 2.4 Quand il est formalis�e correctementL = fn j n interpret�e en ASCII est une fonction PASCAL syntaxiquementcorrecte g est r�ecursif.D�e�nition 2.9 L est un ensemble r�ecursivement �enum�erable (not�e r.�e.) si'L est une fonction semi-r�ecursive.Exemple 2.5 L = fn j 9p; q premiers ; 2n = p + qg est r.�e mais peut-êtrepas r�ecursif (La conjecture de Goldbach stipule que L est l'ensemble de tousles entiers.)Exemple 2.6 Quand il est formalis�e correctementL = fn j la ni�eme fonction PASCAL s'arrêtera sur donn�ee ng est r.�e.mais non r�ecursif.



version 93-94 10Les �equations : R�ecursif = D�ecidableRecursivement Enumerable = Semi-d�ecidable(analogues �a la th�ese de Church) sont justi��ees (pas formellement prouv�ees!)par plusieurs r�esultats de logique math�ematique. La th�eorie des fonctionsr�ecursives a �et�e elabor�ee �a partir des travaux de G�odel et Kleene des ann�ees30.2.3 Exercices2.3.1Parmi les 3 fonctions suivantes, 2 sont r�ecursives, et pour la derni�ere, onne sait pas actuellement si elle est r�ecursive ou non. Pouvez-vous dire (en lejusti�ant) quelles sont les deux fonctions dont on sait qu'elles sont r�ecursives?f1(x) = ( 1 si Dieu existe0 sinonf2(x) = 8><>: 1 si le d�eveloppement d�ecimal de � contientau moins x 5 cons�ecutifs0 sinonf3(x) = 8><>: 1 si le d�eveloppement d�ecimal de � contientexactement x 5 cons�ecutifs0 sinon2.3.2On dit qu'une fonction r�ecursive est r�ecursive primitive si on peut la d�e�nirsans utiliser l'op�eration de minimisation, mais en utilisant le cas �ech�eant laconstante 0. Montrer que les fonctions suivantes sont r�ecursives primitives :a) La fonction produit: �(x; y).b) Toute fonction constante, �a un nombre quelconque d'arguments.c) La fonction sg(x) ou : sg(x) = 1 si x = 0, sg(x) = 0 sinon.



version 93-94 11d) La fonction sg(x) ou : sg(x) = 0 si x = 0; sg(x) = 1 sinon.e) La fonction Exp(x; y) ou Exp(x; y) = xy avec la convention Exp(0; 0) = 1.f) La fonction pr�ed�ecesseur : pred(x) = 0 si x = 0, pred(x) = x� 1 sinon.g) La fonction soustraction d'entiers naturels, qui vaut x � y si y � x et 0sinon.h) La fonction factorielle : x!.2.3.3Montrer que l'ensemble des relations r�ecursives primitives est ferm�e par rap-port aux op�erations bool�eennes.2.3.4Montrer que, si R est une relation r�ecursive primitive et f; g sont deux fonc-tions r�ecursives primitives, alors la fonctionh(~x) = if R(~x) then f(~x) else g(~x)est elle aussi r�ecursive primitive. �Etendre ces r�esultats aux d�e�nitions parcas.2.3.5SoientR une relation r�ecursive primitive et f une fonction r�ecursive primitive.Montrer que la fonction g d�e�nie parg(~x) = ^0�i�f(~x)R(~x; i)est une relation r�ecursive primitive.2.3.6On dit qu'un ensemble F de fonctions est ferm�e par maximisation born�ee si,pour toute fonction �; de F telles que8~n9m �  (~n):(�(~n;m) = 0)



version 93-94 12la fonction ' d�e�nie par :'(~n) = maxm� (~n)[�(~n;m) = 0]appartient �a F . Montrer que l'ensemble des fonctions r�ecursives primitivesest ferm�e par maximisation born�ee.De même, dit qu'un ensemble F de fonctions est ferm�e par minimisationborn�ee si, pour toute fonctions �; de F telles que8~n9m �  (~n):(�(~n;m) = 0)la fonction ' d�e�nie par :'(~n) = minm� (~n)[�(~n;m) = 0]appartient �a F .Montrer que l'ensemble des fonctions r�ecursives primitives est ferm�e parminimisation born�ee.2.3.7D�emontrer le resultat suivant :Soit f une fonction primitive r�ecursive �a un argument, stricte-ment croissante et valant 0 en 0. Alors la fonction g d�e�nie par :y = g(x) si et seulement si f(y) � x < f(y + 1)est r�ecursive primitive.2.3.8Soit le r�esultat suivant, dû �a Kleene:Th�eor�emeIl existe une fonction r�ecursive �a deux arguments En(x; y) qui �enumere toutesles fonctions r�ecursives primitives �a un argument. C'est-�a-dire : En(x; y) = zsi et seulement si la x-�eme fonction primitive r�ecursive a comme r�esultat zquand son argument est y.Utiliser le th�eor�eme ci-dessus pour d�emontrer que l'ensemble des fonctionsprimitives r�ecursives est strictement inclus dans l'ensemble des fonctionsr�ecursives.



version 93-94 132.3.9Montrer que les fonctions suivantes sont semi-r�ecursives.Sont elles r�ecursives primitives ? Sont elles r�ecursives?a) La fonction quotient euclidien : quot(x; y) = [xy ] et la fonction reste.b) La fonction div(x; y) ou div(x; y) = 1 si y est multiple de x, div(x; y) = 0sinon.2.3.10Soit PASCk l'ensemble des fonctions PASCAL ayant k param�etres entier enentr�ee et retournant une valeur enti�ere. Soit PASC ik l'ensemble des fonctionsde PASCk contenant i caract�eres. Consid�erons la fonction SUP (n) qui �achaque entier n associe la valeur maximale que peut �ecrire une fonction dePASCn0 (il n'y a qu'un nombre �ni de fonctions dans PASCn0 donc l'uned'elle retourne une valeur plus grande que toutes les autres). C'est-�a-direSUP (n) = maxf2PASCn0 fval(f)gMontrer que la fonction SUP (n) n'est pas \calculable en PASCAL", c'est-�a-dire, qu'il n'existe pas de fonction PASCAL S dont, pour tout n, l'ex�ecutiontermine et donne pour r�esultat SUP (n).2.3.11Utiliser les d�e�nitions du cours et les exercices pr�ec�edents pour montrer quel'on a les inclusions strictes suivantes:fonc. rec.prim. � fonc. rec. � fonc. semi-rec. � fonc. sur les nombresnaturels.2.3.12 Compl�ement de coursLa fonction d'Ackermann est d�e�nie de la fa�con suivante :A(n;m) = m+ 1 si n = 0A(n;m) = A(n� 1; 1) si n > 0;m = 0A(n;m) = A(n� 1; A(n;m� 1)) si n > 0;m > 0



version 93-94 14Montrer que la fonction d'Ackermann n'est pas r�ecursive primitive mais estr�ecursive.



version 93-94 153 Les Machines de TuringBien que la th�eorie des fonctions r�ecursives nous fournisse une formalisationjuste de la notion de calculabilit�e, nous restons neanmoins insatisfaits, car lesnotions de machine et de langage de programmation n'interviennent mêmepas dans cette approche. La machine de Turing est une mod�elisation math�e-matique tr�es simple, mais tr�es puissante, du fonctionnement d'un ordinateur.Ce mod�ele d�evelopp�e par le math�ematicien Alan Turing (en 1936) ressembleessentiellement �a ce que l'on voit sur la �gure 3.
b c d e fa
h i j k lg

1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1BBBBBBBBBBBBBBFigure 1: Machine de TuringLa machine travaille sur un ruban born�e �a gauche, mais in�ni �a droite, o�uchaque case peut contenir un symbole d'un alphabet �ni donn�e. La machineen elle même est un dispositif pouvant se trouver dans un nombre �ni d'�etats.Elle poss�ede une table lui permettant de changer d'�etat en fonction de son�etat actuel et du symbole qu'elle voit sur son ruban de travail. �A chaque�etape de son calcul, elle peut changer d'�etat, remplacer le symbole qu'ellevoyait sur le ruban par un autre et ensuite se d�eplacer d'une case �a gaucheou �a droite.D�e�nition 3.1 Une machine de Turing est un septupletM = (Q;�;�; �; q0; B; F )o�u � Q = fq0; q1; :::; qkg est l'ensemble des �etats de la machine,



version 93-94 16� � = fc0; c1; :::; cng est l'alphabet de travail, (pour simpli�er on supposeQ \ � = ;),� B 2 � est un symbole sp�ecial associ�e �a une case vide (toutes les casessauf un nombre �ni contiennent B),� � � ��fBg est l'ensemble des symboles avec lesquels les mots fournisen entr�ee �a la machine sont exprim�es,� q0 est l'�etat initial),� F � Q est l'ensemble des �etats acceptants et� � : Q� �! Q� �� f<;5; >g est la fonction de transition.D�e�nition 3.2 Une description instantan�ee (DI), aussi appell�ee con�gura-tion d'une machine M est un mot �1q�2 avec q 2 Q et �1; �2 2 ��. Unecon�guration de la forme q0� o�u q0 est l'�etat initial et � 2 �� est dite initiale.Une machine M est dans la con�guration �1q�2 si elle est dans l'�etatq et sa tête de lecture pointe sur le premier symbole de �2 (si �2 est videalors le symbole courant est B). Le mot �1 contient tous les symboles �agauche de la tête de lecture. Tous les symboles du ruban �a droite de �2 sontn�ecessairement des Bs.La fonction de transition � permet �a la machine de transformer son �etat,de modi�er le symbol qu'elle voit et de se d�eplacer vers la gauche (< ), versla droite (>) ou rester sur place (5) en fonction de son �etat courant et dusymbol qu'elle voit pr�esentement. Cette fonction n'est pas n�ecessairementd�e�nie pour tous les points possibles de Q� �.D�e�nition 3.3 Etant donn�ee une machine M la relation de transition `Msur les con�gurations de M est d�e�nie par� �x1qx2� `M �q0x1y� si �(q; x2) = (q0; y;<).� �qx� `M �yq0� si �(q; x) = (q0; y; >).� �qx� `M �q0y� si �(q; x) = (q0; y;5).



version 93-94 17Quand on a �1q�2 `M �3q0�4 `M ::: `M �ip�i+1 on �ecrit�1q�2 `�M �ip�i+1et on dit que �iq�i+1 d�ecoule de �1q�2.Observons que si �(q; x) = (y;<), alors il n'existe pas de transition �a par-tir de la con�guration qx� (la tête de lecture ne peut pas quitter le ruban...).D�e�nition 3.4 Etant donn�ee une machineM , un calcul deM sur la donn�ee� est une suite de con�gurations q0� `M c1 `M :::cn `M :::.Le calcul d'une Machine de Turing se d�eroule �a partir de la con�gurationinitiale, o�u la machine se trouve dans l'�etat q0 avec sa tête de lecture sur lapremi�ere case du ruban de travail. Un mot � 2 �� est plac�e sur le ruban dela machine �a partir du d�ebut du ruban et tout le reste du ruban contient desBs. Tant que la fonction � sera d�e�nie sur l'�etat courant et le symbole surlequel la tête de lecture pointe couramment, la machine va utiliser � pourpasser d'une con�guration �a sa suivante jusqu'�a ce qu'elle aboutisse sur unepaire (q; �) o�u � n'est pas d�e�nie. La machine s'arrête alors.D�e�nition 3.5 Le langage accept�e par une machine de Turing M est:L(M) = f! j ! 2 �� et q0! `�M �1q�2 pour un q 2 F et des �1; �2 2 ��gPar convention, on �ecrit toujours � de fa�con �a ce qu'elle ne soit jamais d�e�niepour les �el�ement de F a�n de forcer M �a s'arrêter aussitôt qu'une con�gura-tion acceptante a �et�e atteinte. Quand M est bien d�e�nie par le contexte onremplace `M et `�M par ` et `�.Exemple 3.1 Comme premier exemple de description de machine de Tur-ing, consid�erons la machine suivante qui accepte le langage f0n1n j n � 0g.M = (fq0; q1; q2; q3; q4g; f0; 1g; f0; 1;X; Y;Bg; �; q0; B; fq4g)o�u � est donn�ee sous forme de la table donn�ee en �gure 2.La machine fonctionne en rempla�cant successivement un 0 par X et un1 par Y jusqu'�a l'�epuisement de l'un ou l'autre. Si les 0 et les 1 sont �epuis�esen même temps alors M accepte sinon elle rejette le mot fourni en entr�ee.Un exemple du calcul de M sur la donn�ee ! = 0011 est fourni dans la �gure3.



version 93-94 18Q� � 0 1 X Y Binitialisation q0 (q1; B; >) - - - (q4; B; >)recherche des 1 q1 (q1; 0; >) (q2; Y; <) (q1; X; >) (q1; Y; >) -recherche des 0 q2 (q1; X; >) (q2; 1; <) (q2; X;<) (q2; Y; <) (q3; B; >)1 �epuis�e ? q3 - - (q3; X; >) (q3; Y; >) (q4; B; >)�etat �nal q4 - - - - -Figure 2: la fonction de transition �q00011 ` Bq1011 ` B0q111 ` Bq20Y 1` BXq1Y 1 ` BXY q11 ` BXq2Y Y` Bq2XY Y ` q2BXY Y ` Bq3XY Y` BXq3Y Y ` BXY q3Y ` BXY Y q3 ` BXY Y Bq4Figure 3: le calcul de M (0011)3.1 langages et fonctions Turing-calculablesD�e�nition 3.6 Un langage L � �� est Turing-semi-calculable s'il existe unemachine de Turing M telle que L = L(M). L est Turing-calculable si de plusM s'arrête sur tous les mots ! 2 ��.La notion de langage Turing-calculable est une autre formalisation dela notion d'ensemble d�ecidable et, comme on verra, est �equivalente �a celled'ensemble r�ecursif. De même, la notion de langage Turing-semi-calculableest une autre formalisation de la notion d'ensemble semi-d�ecidable, �equiva-lente �a celle d'ensemble r.�e.En plus de pouvoir accepter des langages, les machines de Turing peu-vent être utilis�ees pour calculer des fonctions (�eventuellement pas totales) �avaleurs enti�eres de plusieurs arguments. L'approche classique �a de tels cal-culs est d'associer �a l'entier n le mot 0n et de même d'associer au vecteur~n = n1; n2; :::; nk le mot 0n110n21:::10nk . Si une machineM lors de son calculsur mot 0n110n21:::10nk s'arrête en laissant 0m sur son ruban, on dit alors queM(~n) = m. Il se peut que pour certains ~n la machine M ne s'arrête jamaisou qu'elle laisse sur son ruban quelquechose qui n'a pas la structure 0m, dans



version 93-94 19de tels cas M(~n) ".D�e�nition 3.7 Une fonction partielle f : Nk ! N est Turing-semi-calculable s'il existe une machine M telle que pour tous les ~n o�u f(~n) estd�e�nie M(~n) = f(~n). Une fonction totale f : Nk ! N est Turing-calculables'il existe une machine M telle que pour tout ~n on a que M(~n) = f(~n).La notion de fonction Turing-calculable (�equivalente �a celle de fonctionr�ecursive) formalise, �a nouveau, la notion de fonction calculable, c'est �direqu'elle constitue un autre mod�ele math�ematique de la notion intuitive defonction pour laquelle existe un algoritme de calcul.Exemple 3.2 Comme premier exemple prenons une machine M qui calculen+m lorsqu'on lui donne 0n10m sur son ruban:M = (fq0; q1g; f0; 1g; f0; 1; Bg; �; q0; B; ;)o�u � est donn�ee sous forme de table �a la �gure 4.Q� � 0 1 Bq0 (q0; 0; >) (q0; 0; >) (q1; B;<)q1 (q1; B;5) - -Figure 4: la fonction �Exemple 3.3 Prenons comme autre exemple une machine M qui calculen :� m lorsqu'on lui donne 0n10m sur son ruban:M = (fq0; q1; q2; q3; q4; q5; q6g; f0; 1g; f0; 1; Bg; �; q0; B; ;)o�u � est donn�ee sous forme de table �a la �gure 5. Voici des exemples du



version 93-94 20Q� � 0 1 Binitialisation q0 (q1; B; >) (q5; B; >) -d�eplacement �a droite q1 (q1; 0; >) (q1; 1; >) (B; q2; <)m := m� 1 q2 (q3; B;<) (q6; 0; >)d�eplacement �a gauche q3 (q3; 0; < ) (q3; 1; < ) (q4; B; >)n := n � 1 q4 (q1; B; >) (q5; B; >)m � n: mise �a 0 q5 (q5; B; >) (q5; B; >) (q6; B; >)�etat �nal q6 - - -Figure 5: la fonction �calcul de M sur donn�ee ! = 0010 (�g. 6) et ! = 0100 (�g. 7):q00010 ` Bq1010 ` B0q110 ` B01q10` B010q1B ` B01q20B ` B0q31B` Bq301 ` q3B01 ` Bq401` BBq11 ` BB1q1B ` BBq21 ` BB0q6Figure 6: le calcul de M (0010)q00100 ` Bq1100 ` B1q100 ` B10q10` B100q1B ` B10q20 ` B1q30` Bq310 ` q3B10 ` Bq410` BBq50 ` BBBq5B ` BBBBq6Figure 7: le calcul de M (0100)3.2 Constructions de machines de TuringA�n de pouvoir construire de fa�con plus e�cace des machines de Turing nousallons �etudier un certain nombre de techniques nous permettant de simpli�ernos constructions.



version 93-94 21m�emoire locale �nieUne machine de Turing peut enregistrer localement un nombre �ni de sym-boles de � en augmentant son nombre d'�etats. Soit Q un ensemble d'�etatspossibles d'une machineM . On cr�ee l'ensemble Q0 des super-�etats de M enposant Q0 = Q � �� � � :::� �| {z }k . Chaque super-�etat de Q0 permet d'unepart de m�emoriser un �etat q 2 Q mais d'autre part de m�emoriser jusqu'�a k�el�ements de �.Exemple 3.4 Consid�erons le langageL = f�� j � 2 �; � 2 ��et � apparâ�t dans �g:On construit une machine acceptant L en m�emorisant le premier caract�erelu sur le ruban et ensuite en le cherchant dans le reste du mot donn�e.M = (fq0; q1g � �;�� fBg;�; �; (q0; B); B; fq0g ��)o�u �((q0; B); �) = ((q1; �); �; >) pour � 2 � et�((q1; �); �0) = ( ((q0; �); �0; >) si �0 = �((q1; �); �0; >) si �0 6= �Cette m�emoire permet, entre autres, �a nos machines de faire des d�ecalages �adroite ou �a gauche (quand cela est possible) du mot en entr�ee.ruban multi-pistesUne machine de Turing peut utiliser un ruban contenant plusieurs pistesa�n de pouvoir travailler sur une de ces pistes sans pour autant modi�erl'information emmagasin�ee sur les autres. Pour ce faire, on modi�e � a�n depouvoir conserver plusieurs symboles �a la fois sur le ruban. On cr�ee l'ensemble�0 des supersymboles de M en posant �0 = � � �� :::� �| {z }k . Chaque super-symbole permet m�emoriser k �el�ements de � dans une case du ruban.Exemple 3.5 Consid�erons par exemple le langageL = f! 2 f0; 1g� j ! est premier lorsqu'interpr�et�e en base 2g:



version 93-94 22Il est conceptuellement beaucoup plus simple de concevoir une solution enutilisant un ruban avec trois bandes. Sur la premi�ere bande on met l'entr�ee! que l'on transforme d'abord en &!$ a�n de pouvoir facilement identi�erle d�ebut et la �n de l'entr�ee (on peut faire une telle transformation tr�esfacilement en utilisant la m�emoire locale �nie). L'algorithme pour d�ecider dela primalit�e du nombre en entr�ee est d'�ecrire sur la seconde piste les nombresbinaires 2; 3; :::; !�1 successivement et pour chacun de ces diviseurs potentielsd, e�ectuer sur une troisi�eme piste la division euclidienne de ! par d, parexemple en retranchant d autant de fois que possible de !. ! est premier siaucun des restes obtenus n'est nul. On voit un exemple de ce proc�ed�e �a la
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1 01 0 1Figure 8: Machine de Turing avec ruban 3-pistes�gure ci-dessus.marquage des cases du rubanUne machine de Turing peut marquer les cases qu'elle a d�ej�a lues �a l'aide dusymbole \p" et ainsi ne consid�erer que les cases non encore trait�es. Pour cefaire on remplace l'ensemble des symboles de travail � deM par ��fp; Bg.Ceci �equivaut �a ajouter une piste au ruban, laquelle contient B ou p. Cettetechnique est tr�es utile pour construire des machines acceptant des langagestels que f!! j ! 2 ��g.



version 93-94 23(q0; B)0110 ` 0p(q1; 0)110 ` 0p1(q1; 0)10 ` 0p11(q1; 0)0` 0p110(q1; 0) ` 0p11(q2; 0)0 ` 0p1(q2; B)10p` 0p(q2; B)110p ` (q2; B)0p110p ` 0p(q0; B)110p` 0p1p(q1; 1)10p ` 0p1p1(q1; 1)0p ` 0p1p(q2; 1)10p` 0p(q2; B)1p1p0p ` 0p1p(q0; B)1p0p ` 0p1p(q3; B)1p0pFigure 9: le calcul de M (0110)Exemple 3.6 Prenons par exemple une machine capable d'accepter les motsde la forme !�! j ! 2 �� (�! est l'image miroir de !).M = (fq0; q1; q2; q3g � �;� � fBg � fBg;�� fB;pg; �; (q0; B); B; (q3; B))Dans l'�etat (q0; B), M m�emorise et marque par p le premier symbole non-marqu�e. �((q0; B); (�;B)) = ((q1; �); (�;p); >)pour � 2 �. Ensuite dans l'�etat q1 elle cherche le premier symbole �a droitequi soit B ou qui soit marqu�e.�((q1; �); (;m)) = ( ((q1; �); (;B); >) si  6= B et m = B((q2; �); (;p); < ) si  = B ou m = pSi le symbole imm�ediatement �a sa gauche est le même que celui m�emoris�e,elle le marque et r�ep�ete, sinon elle s'arrête en n'acceptant pas le mot.�((q2; �); (�;B)) = ((q2; B); (�;p); <)�((q2; B); (�;B)) = ((q2; B); (�;B); <)�((q2; B); (�;p)) = ((q0; B); (�;p); >)Finalement, M acc�epte si dans l'�etat (q0; B) elle rencontre un symbole mar-qu�e: �((q0; B); (�;p)) = ((q3; B); (�;p);5)Ci-dessus, un exemple d'ex�ecution avec donn�ee 0110; on identi�e (0; B) et(1; B) �a 0 et 1, et (0;p) et (1;p) �a 0p et 1p.



version 93-94 24sous-routinesSi l'on dispose d'une machine M calculant une fonction f on peut l'utiliserdans la construction d'une autre machine. Supposant que M est d�ecrite �al'aide d'un ruban �a k bandes, pour utiliser M dans une autre machineM 0 ilsu�t de r�eserver k bandes de M 0, d'y inscrire la donn�ee �a traiter par M puisd'�ecrire une copie de M qui ne consid�ere que ces bandes. Pour faire l'appel�a M il su�t de passer dans son l'�etat initial. Pour le retour de sous-routine,il su�t d'ecrire M de fa�con �a ce qu'il n'y ait qu'un seul �etat �nal et que cet�etat rende le controle �a M 0.3.3 variations sur la machine de TuringA�n de simpli�er encore plus la construction de machines, nous voyons main-tenant un certain nombre de machines semblables au mod�ele standard maisdi��erentes de fa�con non-triviale. On montre que chacun de ces mod�eles est�equivalent au mod�ele standard.ruban in�ni bidirectionelAu lieu de supposer que le ruban poss�ede une case de d�ebut comme dans lemod�ele standard, on suppose ici que le ruban de la machine s'�etend �a l'in�nidans les deux directions.
+-
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$ 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1BBBBBBBBBBBBBBFigure 10: simulation d'un ruban in�ni bidirectionelD'une part il est �evident que tout calcul se faisant dans le mod�ele standardse fait aussi dans ce mod�ele, puisqu'il su�t de d�e�nir une case \d�epart" et



version 93-94 25de ne jamais la d�epasser �a sa gauche. Par contre, pour simuler le mod�elebidirectionel avec le mod�ele standard on utilise un ruban �a deux pistes. Onapp�ele la case o�u se trouve la machine bidirectionelle \0", et on num�erote lescases de droite par 1; 2; 3:::; et celles de gauche �1;�2;�3; :::. On simule leruban bidirectionel en mettant sur la premi�ere piste les symboles en positionpositive et sur la seconde piste les symboles en position n�egative. La machinese rappelle du côt�e consid�er�e au moyen de deux �etats \+" et \-".Plusieurs têtes et rubansDe même que pour les machines multi-pistes, on peut d�e�nir un mod�eleavec plusieurs rubans disjoints et plusieurs têtes de lectures ind�ependantessur chaque ruban. On d�esigne un de ces rubans comme celui o�u le moten donn�ee doit être �ecrit au d�ebut du calcul. Pour ce type de machine, lafonction de transition � a pour domaine Q� �k (s'il y a k rubans) et donnecomme r�esultat un �el�ement de Q � �k � f>;<;5gk. Les mouvements destêtes de lecture sont donc suppos�es \simultan�es".
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BFigure 11: simulation de 2 rubans avec 2 têtes de lecturesSans entrer trop dans les d�etails, l'id�ee de la simulation de telles machinesr�eside simplement dans la cr�eation d'une machine multi-pistes o�u certainespistes servent �a simuler les rubans multiples, tandis que d'autres pistes ser-



version 93-94 26vent �a m�emoriser la position des têtes multiples de lectures. Vous pouvezimaginer le reste...Machines non-d�eterministesUne machine de Turing est non-d�eterministe si la fonction de transition � estremplac�ee par une relation � � (Q��)�(Q���f>;<;5g). C'est-�a-dire quepour q 2 Q et  2 � il se peut que �(q; ) ait plusieurs valeurs possibles (maistoujours en nombre �ni!). Pour cette raison, il se peut que pour une con�g-uration donn�ee �1q�2 il existe plusieurs �3q0�4 tels que �1q�2 `M �3q0�4.N�eanmoins, on d�e�nit encore le langage accept�e par une machine non-d�eterministeM par:L(M) = f! j ! 2 �� et q0! `�M �1q�2 pour un q 2 F et des �1; �2 2 ��gmais en comprenant bien que maintenant l'acceptation de w r�evient �al'existence d'au moins un calcul qui m�ene de q0! �a une con�guration �1q�2o�u q 2 F .Th�eor�eme 3.8 S'il existe une machine non-d�eterministe M acceptant unlangage L alors il existe aussi une machine d�eterministe M 0 acceptant lemême langage.�Ebauche de preuveL'id�ee intuitive est que l'ensemble des con�gurations de M pour une donn�eew peut être structur�e comme un arbre dont la racine est la con�gurationinitiale et les �ls d'un noeud correspondant �a une con�guration d sont toutesles con�gurations qui d�ecoulent de d; chaque branche correspond alors �aun calcul possible de M pour la donn�ee w et chaque branche se terminantavec une con�guration acceptante repr�esente une suite de choix qui m�eneM�a accepter w. On peut alors construire une machine d�eterministe M 0 quiexplore cet arbre en largeur en cherchant une branche acceptante.Un peu plus pr�ecis�ement, on utilise une machine �a 3 bandes: sur l'uned'elles on reproduit la table de transition de la machine non d�eterministe (M).Sur une deuxi�eme bande on trouvera la s�equence (�nie) des con�gurationsde M accessibles en n mouvements. Initialement cette bande contient lacon�guration initiale deM . La troisi�eme bande sert �a simuler les transitionspossibles de M �a partir d'une des con�gurations d�ecrites sur la deuxi�eme



version 93-94 27bande. Une fois cette simulation termin�ee, on recopie sur la deuxi�eme bandele contenu de la troisi�eme qui contient les con�gurations deM accessibles enn + 1 mouvements. On it�ere cette op�eration jusqu'�a ce qu'on obtienne unecon�guration acceptante de M parmi celles qui sont calcul�ees.Nombre limit�e de symboles ou d'�etatsTh�eor�eme 3.9 (3 �etats)Pour toute machine de TuringM = (Q;�;�; q0; F;B; �) il existe une machineM 0 = (fq0; q1; q2g;�;�0; q0; F 0; B; �0) telle que L(M) = L(M 0).Th�eor�eme 3.10 (3 symboles)Pour toute machine de Turing M = (Q; f0; 1g;�; q0; F;B; �) il existe unemachine M 0 = (Q0; f0; 1g; f0; 1; Bg; q0; F 0; B; �0) telle que L(M) = L(M 0).3.4 Exercices3.4.1Donner une M.T. M, telle queL(M) = f1a01b01cg avec a+ b = c.3.4.2Donner une M.T. M, telle queL(M) = fww j w 2 f0; 1g�g3.4.3Donner une M.T. M qui calcule la fonction f qui �a un mot w 2 �� associe lemot ww.3.4.41. Construire une machine de Turing d�eterministeM qui s'arrête toujourset telle queL(M) = fw#w0 j w 2 fa; bg�; w0 2 fa; b; cg�et w est identique �a w0si on oublie les c de w0g



version 93-94 28Exemples : aba#accbac 2 L(M) et ab#aacb =2 L(M).2. Construire une machine de Turing non d�eterministe M 0 qui s'arrêtetoujours et telle queL(M 0) = fw#w0 j w;w0 2 fa; bg�et w divise w0 go�u, par d�e�nition, un mot w divise un mot w0 si on peut obtenir w �apartir de w0 en e�a�cant un nombre quelconque de symboles de w0.Exemples : aaa divise babbaab et ne divise pas abbbab.3.4.5Donner une M.T. M, telle queL(M) = f ( #1a10 : : : 01ak01c : k � 0 et 9IPi2I ai = c g3.4.6Soit � un alphabet �ni. Montrer qu'il existe une machine de Turing M qui�enum�ere tous le mots de ��, en commencant par les mots les plus courts.3.4.7Montrer que n'importe quelle machine de Turing dont l'alphabet d'entr�ee estf1g peut être simul�ee par une machine de Turing dont l'alphabet d'entr�eeest f1g et l'alphabet de travail est f1; Bg.3.4.8On appelle Score la fonction des entiers naturels dans eux-memes qui �a unentier n associe le \score" maximal d'une machine de Turing sur l'alphabetf1g, �a ruban bi-in�ni initialement vide et comportant au plus n �etats detravail + l'�etat �nal. Le \score" d'une telle machine est le nombre de 1inscrits sur le ruban quand la machine s'arrête. Si la machine ne s'arrêtepas, son score est 0 par convention.1. Montrer que Score est totale et n'est pas Turing-calculable2. Calculer Score(2).



version 93-94 293. Montrer que Score(3) � 6. En fait, on sait que Score(3) = 6, Score(4)=13 (mais il n'est pas demand�e de le prouver). La valeur exacte deScore(5) est actuellement inconnue.3.4.9Quelles restrictions faut-il ajouter �a la d�e�nition des machines de Turing pourretrouver les automates (de mot) d'�etats �nis ?3.4.10Une Pile est un ruban semi-in�ni muni d'une tête de lecture, avec la pro-pri�et�e particuli�ere que, lorsque la tête se d�eplace vers l'origine (�agauche), le contenu du ruban �a droite de la tête est e�ac�e. De plus, onsuppose qu'il est possible de tester si la pile est vide (par exemple, enutilisant un symbole sp�ecial de fond de pile).1. Comment simuler le fonctionnement des automates �a pile (de mots) �al'aide d'une machine de Turing ?2. Montrer qu'on peut simuler n'importe quelle machine de Turing �a l'aided'une machine �a deux piles. (i.e. une Machine de Turing �a exactementdeux rubans qui sont des piles).3.4.11Une machine de Minski peut être vue comme un automate �a n piles surun alphabet �a une lettre (plus le fond de pile plus le blanc) . On peut alorsvoir les piles comme des entiers naturels (en base 1). Les machines de Minskisont donc constitu�ees de registres r1; : : : ; rn contenant des entiers naturelsarbitraires.Plus formellement, les machines de Minski sont des quadruplets(q0; Q; �;Qf) o�u Q est un ensemble d'�etats, Qf � Q est l'ensemble des �etats�naux, q0 2 Q est l'�etat initial et � est une fonction (de transition) de Q dans(Q [Q� f1; : : : ; ng) [ (Q�Q� f1; : : : ; ng)Une con�guration de la machine est la donn�ee d'un �etat et de n entiersnaturels r1; : : : ; rn. Par convention, initialement, r1 contient la donn�ee dela fonction et r1 contient le r�esultat obtenu quand la machine s'arrête. Lestransition s'e�ectuent comme suit: si la machine est dans l'�etat q alors



version 93-94 30� ou bien �(q) = q0 et la machine passe dans l'�etat q0 sans changer lecontenu des registres,� ou bien �(q) = (q0; i) et la machine passe dans l'�etat q0 sans changerr1; : : : ; rn, except�e ri qui est remplac�e par 1 + ri� ou bien �(q) = (q1; q2; i) et{ ou bien ri = 0 et la machine passe dans l'�etat q1, sans changer lecontenu des registres{ ou bien ri > 0 et la machine passe dans l'�etat q2 sans changer lecontenu des registres, except�e ri qui est remplac�e par ri � 1.La machine calcule f(n) si, �a partir d'un entier n quelconque, la machines'arrête dans un �etat �nal avec f(n) dans le registre r1.1. Donner une machine de Minski Mk qui calcule le quotient et le restede la division par k (non nul) d'un entier n. (Ici, comme le r�esultat estune paire d'entiers, on supposera le quotient dans r1 et le reste dansr2.)2. Donner pour tous entiers b; c � 2 une machine de Minski Mb;c qui,�a l'entier N = Pni=0 aibi associe M = Pni=0 aici, a1; : : : ; an �etant desentiers Strictement inf�erieurs �a b et �a c.3. Montrer que tout automate �a (une) pile peut être simul�e par une ma-chine de Minski. On en d�eduit que les machines de Turing peuventêtre simul�ees par une machine de Minski. (En fait, 2 registres su�sent,mais la preuve n'est pas demand�ee).3.4.12 *Montrer qu'avec une machine d�eterministe �a 3 �etats on peut simulern'importe quelle MT. (On pourra tout d'abord montrer ce r�esultat avec k�etats, k �x�e au lieu de 3. Les interm�ediaires k = 4; 5 peuvent être utiles.)



version 93-94 314 Le lambda-calcul purLe �-calcul a �et�e invent�e en 1930 par A. Church, autour d'une notation sp�eci-�que permettant de bien exprimer des fonctions math�ematiques. Consid�eronspar exemple l'expression math�ematique x + y; elle peut être interpr�et�ee deplusieurs fa�cons :� comme le nombre x+ y� comme une fonction f de l'argument x, c'est �a dire f : x 7! x+ y� comme une fonction g de l'argument y, c'est �a dire g : y 7! x+ y� comme une fonction h de 2 arguments, x et y.La �-notation permet d'exprimer syntaxiquement la di��erence entre ces qua-tre lectures di�erentes : 1� le nombre x+ y s'�ecrit toujours x+ y� la fonction f s'�ecrit �x:x+ y� la fonction g s'�ecrit �y:x+ y� la fonction h s'�ecrit �x:�y:x+ yLe �-calcul �etant un outil qui permet d'exprimer des fonctions math�e-matiques, les objets sur lesquels s'appliquent ces fonctions sont aussi desfonctions.Elles peuvent être soit des fonctions \quelconques" (on parlera alors de�-calcul non-typ�e) ou bien des fonctions de type donn�e (on parlera alors de�-calcul typ�e). Le �-calcul a de nombreuses applications au niveau informa-tique :� le langage de programmation LISP est fond�e sur le �-calcul non-typ�e� le langage de programmation ML est fond�e sur le �-calcul typ�e� le �-calcul est utilis�e, entre autres, pour exprimer la s�emantique op�era-tionnelle de langages de programmation et pour la conception depreuves de correction de programmes, etc.1En realit�e, on n'a même pas besoin du symbole + dans la syntaxe; comme on va le voir,les symboles �; :; (; ) su�sent �a exprimer les fonctions calculables des entiers non-n�egatifs.



version 93-94 324.1 Substitution et ConversionLes expressions du �-calcul sont des suites �nies form�ees des symboles( ) � :et de variables a; b; c; :::; a0; b0; c0; ::; a00; :::. On compose une expression du �-calcul (on dit une �-expression) en utilisant un certain nombre de fois lesr�egles suivantes:1. une variable x est une �-expression.2. si E1 et E2 sont des �-expressions alors (E1)E2 l'est aussi. (Applica-tion).3. si x est une variable et E une �-expression alors �x:E est une �-expression. (Abstraction).La �-expression (E1)E2 exprime l'application de la fonction E1 �a E2.La �-expression �x:E exprime l'op�eration de construction d'une nouvellefonction �a partire de la fonction represent�ee par E en \faisant abstraction"de x, qui devient un argument de la nouvelle fonction; si on consid�ere �anouveau notre exemple de d�epart, la fonction h peut être vue comme obtenuepar abstraction �a partir de la fonction g.D�e�nition 4.1 On d�e�nit les occurrences libres d'une variable x dansune �-expression E par:� si E est la variable x, alors l'occurrence de x dans E est libre.� si E = (E1)E2, les occurrences libres de x dans E sont les occurrenceslibres de x dans E1 et E2.� si E = �y:E0, les occurrences libres de x dans E sont celles de x dansE 0 si x 6= y, sinon x n'a pas d'occurrence libre dans E.Une variable libre de E est une variable ayant au moins une occurrencelibre dans E. Une �-expression sans variable libre est dite close. Une vari-able li�ee de E est une variable apparai ssant imm�ediatement �a droite dusymbole \�" dans E. Les �-expressions closes n'ont donc que des variablesli�ees. Intuitivement, on peut identi�er une �-expression E �a un programme;les variables libres de E correspondent alors aux variables globales et lesvariables li�ees aux variables locales.



version 93-94 33Exemple 4.1 Dans les �-expression suivantes, x est libre:1. �f:(f)x2. (x)�x:(f)x3. (�x:x)�f:(f)xD'autre part, x est li�ee dans les expressions 2 et 3, tandis qu'elle ne l'est pasdans 1.On voit donc dans cet exemple qu'une variable peut être en même tempslibre et li�ee dans la même expression.SubstitutionSoit x une variable et E, X des �-expressions. L'id�ee intuitive de la substi-tution est de former E0 en rempla�cant chaque occurrence libre de x dans Epar la �-expression X. On d�e�nit E 0 = [X=x]E, la substitution de x par Xdans E par:1. si E est une variable alors E0 = ( X si E = xE si E 6= x .2. si E est de la forme (E1)E2 alors E 0 = ([X=x]E1)[X=x]E2.3. si E est de la forme �y:Y alorsE 0 = 8><>: E si x n'est pas libre dans E�y:[X=x]Y si x est libre dans E mais y pas libre dans X�z:[X=x][z=y]Y si x est libre dans E et y libre dans Xo�u z est une variable n'ayant pas d'occurrence dans (X)Y .La troisi�eme clause de cette d�e�nition n�ecessite quelque commentaire;plus pr�ecisement, on va expliquer pourquoi dans le cas o�u x est libre dans Eet y libre dans X, il faut renommer y en z. Consid�erons par exemple les deux�-expressions �y:x et �w:x; intuitivement, elles expriment la même fonction(et, en e�et, elles sont formellement \identi��ees" en �-calcul : voir apr�es leparagraphe sur la �-�equivalence). La fonction qui est r�epresent�ee, dans les



version 93-94 34deux cas, est la fonction constante qui associe �a n'importe quel argument unemême valeur x. Donc, normalement, si on remplace dans les deux expressionsla variable libre x par une même expressionX, on doit obtenir deux nouvellesexpressions qui, �a nouveau, ont la même signi�cation. Toutefois, soit X = y;si on n'avait pas le renommage correspondant au dernier cas de la d�e�nitionde substitution, on aurait :� [y=x]�y:x = �y:y, la fonction d'identit�e qui associe �a n'importe quelargument soi même� [y=x]�w:x = �w:y, la fonction constante qui associe �a n'importe quelargument une même valeur y.Par contre, si on fait la substitution comme indiqu�e par la d�e�nition onobtient :� [y=x]�y:x = �z:[y=x][z=y]x= �z:[y=x]x = �z:y� [y=x]�w:x = �w:[y=x]x = �w:yavec �z:y et �w:y qui r�epresentent la même fonction.Voyons d'autre exemples de substitution :Exemple 4.2 que vaut [�f:�x:(f)x=x]�f:�y:(f)(x)y?[�f:�x:(f)x=x]�f:�y:(f)(x)y = �f:[�f:�x:(f)x=x]�y:(f)(x)y= �f:�y:[�f:�x:(f)x=x](f)(x)y= �f:�y:([�f:�x:(f)x=x]f)[�f:�x:(f)x=x](x)y= �f:�y:(f)([�f:�x:(f)x=x]x)[�f:�x:(f)x=x]y= �f:�y:(f)(�f:�x:(f)x)yExemple 4.3 que vaut [�x:(f)x=x]�f:�y:(f)(x)y?[�x:(f)x=x]�f:�y:(f)(x)y = �a:[�x:(f)x=x][f=a]�y:(f)(x)y= �a:[�x:(f)x=x]�y:[f=a](f)(x)y= �a:[�x:(f)x=x]�y:([f=a]f)[a=f ](x)y



version 93-94 35= �a:[�x:(f)x=x]�y:(a)([a=f ]x)[a=f ]y= �a:[�x:(f)x=x]�y:(a)(x)y= �a:�y:[�x:(f)x=x](a)(x)y= �a:�y:([�x:(f)x=x]a)[�x:(f)x=x](x)y= �a:�y:(a)([�x:(f)x=x]x)[�x:(f)x=x]y= �a:�y:(a)(�x:(f)x)y�-conversionOn a d�ej�a observ�e que �y:x et �w:x d�enotent la même fonction. En g�en�eral,deux �-expressions qui ne di��erent que par les noms de leurs variables li�eespeuvent être identi��ees, de la même fa�con que, dans le calcul des pr�edicats,on identi�e (s�emantiquement), par exemple, 8x p(x; y) et 8z p(z; y). Bienentendu, pour avoir une identi�cation il faut que le renommage pr�eservele caract�ere libre/li�ee de chaque variable. Par exemple, les �-expressions�x:�y:(x)y et �a:�b:(a)b expriment la même fonction, tandis que �x:�y:(x)yet �a:�a:(a)a expriment deux fonctions di��erentes. Ces consid�erations nousm�enent �a la d�e�nition suivante.D�e�nition 4.2 (�-conversion et �-congruence) (i) Si y n'est pas li-bre dans �x:X, alors on peut r�e�ecrire �x:X en �y:[y=x]X, ce que l'onnote par �x:X 7!��y:[y=x]XOn dit alors que �y:[y=x]X est obtenu �a partir de �x:X par �-conversion.(ii) pour toute �-expressions E et E0, si E 0 est obtenu �a partir de E parune suite (�eventuellement vide) de �-conversions alors on dit que E etE 0 sont �-congruentes et l'on �ecrit :E �� E0:L'appellation congruence vient du fait que �� constitue une relationd'�equivalence sur les �-expressions et que :E �� E 0; M �� N ) [M=x]E �� [N=x]E0:



version 93-94 36Dans la suite, on se donnera le droit de r�e�ecrire une �-expression en une�-expression �equivalente sans même indiquer explicitement les �etapes de �-conversion.�-r�eductionLa relation de �-contraction, d�e�nie ci-dessous, permet d'�evaluer une �-expression de la forme E = (�x:X)Y , c'est-�a dire e�ectuer une �etape ducalcul de la fonction E = (�x:X)Y pour l'argument Y .D�e�nition 4.3 (�-contraction, �-r�eduction, �-�equivalence)(i) Une sous-expression d'une �-expression E est un sous-mot F de E quiest lui-même une �-expression.(ii) Un redex d'une �-expression E est une sous-expression F de la forme(�x:X)Y .(iii) Le contract�e d'un redex (�x:X)Y est la �-expression [Y=x]X.(iv) La relation de �-contraction 7!� associe �a une �-expression E une �-expression E 0 obtenue en rempla�cant un redex de E par son contract�e.(v) pour toutes �-expressions E;E0, si E 0 est obtenue �a partir de E par unesuite (�eventuellement vide) de �-contractions et/ou �-conversions, ondit que E se r�eduit �a E 0 et on note :E 7!�� E0(vi) La relation de � �equivalence est la plus petite relation d'�equivalencesur les �-expressions qui contienne la �-contraction et la �-conversion.Elle est not�ee ��.On a d�ej�a vu que l'on peut voir une �-expression E comme un programme;en poursuivant cette analogie, on peut voir (�x:X)Y comme l'appel du pro-gramme �x:X sur la donn�ee Y . Une application de la r�egle �-contractioncorrespond alors �a une �etape du calcul du programme sur la donn�ee Y . Uner�eduction de E �a E 0 correspond �a plusieurs �etapes de calcul.



version 93-94 37La �-contraction permet de r�eduire une �-expression E pour en obtenirune forme \plus simple". Le but du jeu est d'essayer de r�eduire E jusqu'�aobtenir la forme la plus simple possible de E, ou, comme l'on dit la formenormale de E. Ceci est precis�e par la d�e�nition suivante.D�e�nition 4.4 (forme normale)Une �-expression ne contenant aucun redex est dite en forme normale. Ondit que E a une forme normale ou bien que E est normalisable s'il existe une�-expression E 0 en forme normale telle que E 7!�� E0.Remarque Faire attention �a la di��erence entre être en forme normale et avoirune forme normale..Exemple 4.4 R�eduisons ((�x:�y:(x)y)b)c:((�x:�y:(x)y)b)c 7!� ([b=x]�y:(x)y)c= (�y:(b)y)c7!� [y=c](b)y= (b)claquelle est en forme normale.Exemple 4.5 R�eduisons ((�x:(a)�y:(x)y)b)c:((�x:(a)�y:(x)y)b)c 7!� ([b=x](a)�y:(x)y)c= ((a)�y:(b)y)claquelle est en forme normale.Il n'est pas vrai que toute �-expression est normalisable... Consid�erez lesdeux exemples suivants.Exemple 4.6 R�eduisons (�x:(x)x)�x:(x)x:(�x:(x)x)�x:(x)x 7!� (�x:(x)x)�x:(x)xPuisqu'il existe une seule fa�con d'appliquer la r�egle de �-contraction �a cette�-expression, on en conclut que (�x:(x)x)�x:(x)x n'a pas de forme normale.



version 93-94 38Exemple 4.7 Soit E = �x:((x)x)x, r�eduisons (E)E:(E)E 7!� ((E)E)E7!� (((E)E)E)E7!� :::(E)E n'a pas de forme normale pour la même raison que dans l'exemplepr�ec�edent.Unicit�e de la forme normaleOn voudrait maintenant �etablir que la forme normale d'une �-expression Eest unique.Th�eor�eme 4.5 (Church-Rosser) Pour toutes �-expressions E;E1; E2, siE 7!��E1 et E 7!��E2, alors il existe une �-expression E3 telle que E1 7!��E3 etE2 7!��E3.On peut en d�eduire tout d'abord une version plus constructive de la �-�equivalence (la preuve sera vue en TD):Corollaire 4.6 E �� E0 si et seulement si il existe E1; E01 tels que E 7!��E1,E0 7!��E 01 et E1 �� E01.On peut aussi d�eduire du th�eor�eme de Church-Rosser l'important corol-laire suivant:Corollaire 4.7 (Unicit�e de la forme normale) Soit E une �-expressionet soit N une �-expression normale telle que E 7!��N . Pour toute N 0 normaletelle que E 7!��N 0on a que N 0 �� N .Preuve du corollaireSoit E 7!��N et E 7!��N 0. Par le th�eor�eme de Church-Rosser on a :9M(N 7!��M ^ N 0 7!��M):Or, si N et N 0 sont normales, ceci veut dire qu'ils sont �-congruents �a M .C'est-�a-dire que N , la forme normale de E, est unique (modulo renommagesde variables li�ees).On va pousser l'analogie �-expressions/programmes encore plus loin :



version 93-94 39� �-expression E = programme E� une r�eduction de (�x:X)Y �a E0 = un morceau du calcul du programme�x:X sur la donn�ee Y qui m�ene au r�esultat (intermediaire) E 0� une r�eduction de (�x:X)Y �a E0 o�u E 0 est normale = un calcul duprogramme �x:X sur la donn�ee Y ayant comme r�esultat �nal E 0� une r�eduction de (�x:X)Y qui se poursuit ind�e�niment (voir les deuxderniers exemples) = un calcul du programme �x:X sur la donn�ee Yqui ne se termine pas� une �-expression (�x:X)Y qui n'est pas normalisable = un programme�x:X dont aucun calcul pour la donn�ee Y ne termine.Strat�egies de r�eductionIl faut faire attention : le th�eor�eme de Church-Rosser avec son corollaire nedit pas que si E a une forme normale N alors toute r�eduction de Eva �nir par N , car il est possible que certaines suites de �-contractions nem�enent jamais �a une �-expression normale.Exemple 4.8 Reprenons l'expression E de l'exemple 4.7. On sait que (E)En'a pas de forme normale. Alors consid�erons la �-expression(�x:�y:y)(E)Elaquelle poss�ede une forme normale car (�x:�y:y)(E)E 7!���y:y. N�eanmoins(�x:�y:y)(E)E 7!� (�x:�y:y)((E)E)E7!� (�x:�y:y)(((E)E)E)E7!� :::est une suite de �-contractions ne menant jamais �a une forme normale.Le th�eor�eme a�rme seulement que toute suite de contractions qui se ter-mine m�enera �a N (�a une �-conversion pr�es). Par bonheur, nous pouvonssp�eci�er une suite d'applications de 7!� qui terminera d�es qu'une forme nor-male existe. On d�e�nit la r�eduction normale d'une �-expression commecelle qui applique toujours la �-contraction au r�edex le plus �a gauche.



version 93-94 40Th�eor�eme 4.8 (Curry) Soit E une �-expression. S'il existe N en formenormale telle que E 7!��N alors la r�eduction normale de E m�ene aussi �a N .Intuitivement, ceci veut dire que la forme normale de E existe (E est nor-malisable) si et seulement si la r�eduction normale de E se termine.4.2 Repr�esentation des fonctions enti�eresNous allons maintenant nous consacrer �a la description des fonctions enti�eresen termes de �-calcul. Tout d'abord, rappelons nous que le �-calcul ne trâ�teque des fonctions. Il nous faut donc d�e�nir les entiers dans le �-calcul sousforme de fonctions.Entiers et fonctions enti�eresD�e�nition 4.9 On d�e�nit les entiers non-n�egatifs comme suit:0 = �x:�y:y1 = �x:�y:(x)y2 = �x:�y:(x)(x)y3 = �x:�y:(x)(x)(x)y:::n = �x:�y: (x)(x)(x):::(x)(x)(x)| {z }n y:::On appelle ces fonctions les entiers de Church. Intuitivement, l'entier nest r�epresent�e comme un \iterateur", plus exactement comme une fonction �adeux arguments x et y qui applique la fonction x �a la donn�ee y, puis appliquex une deuxi�eme fois au r�esultat obtenu,...puis applique x une n-�eme fois audernier r�esultat obtenu.On peut maintenant d�e�nir des fonctions sur N . L'�evaluation de cesfonctions va se faire au moyen de la �-contraction. Remarquez que tousles entiers de Church sont des �-expressions en forme normales. Donc pour�evaluer une fonction F sur la donn�ee n, on va proc�eder �a la r�eduction normalede l'expression (F )n.



version 93-94 41Exemple 4.9 On d�e�nit la �-expression SUC = �x:�y:�z:(y)((x)y)z qui ala propri�et�e de transformer l'entier de Church n en n + 1. Voici comment:(SUC)n = (�x:�y:�z:(y)((x)y)z)�x:�y: (x)(x)(x):::(x)(x)(x)| {z }n y7!� �y:�z:(y)((�x:�y: (x)(x)(x):::(x)(x)(x)| {z }n y)y)z7!� �y:�z:(y)(�a: (y)(y)(y):::(y)(y)(y)| {z }n a)z7!� �y:�z:(y) (y)(y)(y):::(y)(y)(y)| {z }n z7!� �y:�z: (y)(y)(y):::(y)(y)(y)| {z }n+1 z7!� n+ 1Il est �egalement possible de d�e�nir de nombreuse fonctions �a valeurs enti�eresde [k2Nff : Nk ! Ng �a l'aide du �-calcul. Une fonction de Nk ! N serarepr�esent�ee par une expression de la forme �a:�a0::::�a(k�1):| {z }k E et �evalu�ee surles k arguments n1; n2; :::; nk en faisant la r�eduction normale de l'expression:(:::(((�a:�a0::::�a(k�1):| {z }k E)n1)n2):::)nkExemple 4.10 Ond�e�nit la �-expression ADD = �x:�y:�a:�b:((x)a)((y)a)b qui a la propri�et�ede transformer les entiers de Church n et m en n+m. Voici comment:((ADD)n)m = ((�x:�y:�a:�b:((x)a)((y)a)b)n)m7!� (�y:�a:�b:((n)a)((y)a)b)m7!� �a:�b:((n)a)((m)a)b= �a:�b:((�x:�y: (x)(x)(x):::(x)(x)(x)| {z }n y)a)((m)a)b7!� �a:�b:(�y: (a)(a)(a):::(a)(a)(a)| {z }n y)((m)a)b



version 93-94 427!� �a:�b: (a)(a)(a):::(a)(a)(a)| {z }n ((m)a)b= �a:�b: (a)(a)(a):::(a)(a)(a)| {z }n ((�x:�y: (x)(x)(x):::(x)(x)(x)| {z }m y)a)b7!� �a:�b: (a)(a)(a):::(a)(a)(a)| {z }n (�y: (a)(a)(a):::(a)(a)(a)| {z }m y)b7!� �a:�b: (a)(a)(a):::(a)(a)(a)| {z }n (a)(a)(a):::(a)(a)(a)| {z }m b= �a:�b: (a)(a)(a):::(a)(a)(a)| {z }n+m b7!� n +mBool�eens et fonctions bool�eennesA�n de nous faciliter la tâche de \programmer" les fonctions r�ecursives en�-calcul, on se d�e�nit aussi les bool�eens (V RAI; FAUX) et des op�erationsbool�eennes en �-calcul.D�e�nition 4.10 On pose FAUX = �x:�y:y et V RAI = �x:�y:x.On remarque que l'on a FAUX = 0, mais V RAI 6= 1. On d�e�nit tr�esfacilement les fonctions bool�eennes �el�ementaires: NON ,ET et OU parNON = �x:((x)FAUX)V RAIET = �x:�y:((x)y)xOU = �x:�y:((x)x)y:On peut aussi d�e�nir des fonctions ayant un sens un peu plus complexe quedes simples op�erations bool�eennes. Par exemple, posonsIF = �x:�y:�z:((x)y)zqui est une fonction qui re�coit une premier param�etre bool�een B et ensuitedeux �-expressions E1 et E2, telle que la �-contraction de (((IF )B)E1)E2 vamener �a E1 si B = V RAI et �a E2 si B = FAUX. Par la suite, pour desraisons de lisibilit�e, nous nous permettrons d'�ecrireIF B THEN E1ELSE E2



version 93-94 43au lieu de (((IF )B)E1)E2.On va �egalement pouvoir utiliser les bool�eens et les fonctions bool�eennesdans la construction de fonctions enti�eres.Exemple 4.11 Ond�e�nit l'expression ZERO? = �n:((n)(V RAI)FAUX)V RAI qui se r�eduit�a V RAI lorsqu'�evalu�e avec 0 et qui se r�eduit �a FAUX lorqu'�evalu�e avec npour n > 0. On peut d�e�nir la fonction enti�ere SIG qui vaut 0 en 0 et 1 enn pour n > 0 ainsi SIG = �n: IF n = 0 THEN 0ELSE 1si l'on prend la convention d'�ecrire n = 0 �a la place de (ZERO?)nR�ecursivit�e en �-calculLe probl�eme de la d�e�nition des fonctions par r�ecurrenceSupposons que soient d�e�nies les �-expressions PRED, qui repr�esente lafonction de pr�ed�ecesseur d'un entier de Church et MULT qui repr�esente lafonction de multiplication de deux entiers de Church. Supposons maintenantque l'on veuille de�nir une �-expression pour la factorielle FACT . Consid-�erons l'�equationX = �n: IF n = 0 THEN 1ELSE ((MULT )n)(X)(PRED)nOn souhaite �evidemment que FACT soit une �-expression qui satisfaitcette �equation, c'est-�a-dire telle queFACT �� �n: IF n = 0 THEN 1ELSE ((MULT )n)(FACT )(PRED)nPour ce faire, posons d'abordH = �f:�n: IF n = 0 THEN 1ELSE ((MULT )n)(f)(PRED)nIntuitivement, ce que l'on voudrait obtenir est un \point �xe" de la fonctionH, c'est �a dire une expression FACT telle que FACT soit �-�equivalente �a(H)FACT .



version 93-94 44Le point �xeTh�eor�eme 4.11 (Th�eor�eme du pont �xe) Il existe une �- expression Ytelle que, pour toute �-expression T(Y )T �� (T )(Y )T:Preuve. Il su�t de prendre (mais ce n'est pas le seul choix possible)Y = �h:(�x:(h)(x)x)�x:(h)(x)x(op�erateur de Curry). En fait, soit G = (�x:(T )(x)x)�x:(T )(x)x. On a :(Y )T = ( �h: ( �x:(h)(x)x ) �x:(h)(x)x ) T7!� ( �x:(T )(x)x ) �x:(T )(x)x7!� (T ) ( �x:(T )(x)x ) �x:(T )(x)x= (T )G:D'autre part :(T )(Y )T = (T ) ( �h: ( �x:(h)(x)x ) �x:(h)(x)x ) T7!� (T ) ( �x:(T )(x)x ( �x:(T )(x)x= (T )G:Donc : (Y )T �� (T )G �� (Y )(T )(Y ):L'op�erateur de point �xe sert �a assurer, �etant donn�ee n'importe quellefonction F en �-calcul, l'existence d'une �-expression E dont F est un point�xe. Il nous sera tr�es utile pour d�e�nir en �-calcul des fonctions par r�ecur-rence. Par exemple, reprennons notre essai d'�ecrire la fonction FACT. Oncherchait un point �xe de H. Il su�t de lui appliquer l'op�erateur Y de Currydu th�eor�eme pr�ecedant pour obtenir ce point �xe; on pose donc �nalement :FACT = (Y )H:Cet exemple nous montre une technique g�en�erale permettant de d�e�nirr�ecursivement des fonctions en �-calcul. En e�et, le th�eor�eme de point �xe



version 93-94 45a plusieurs applications. Par exemple, supposons qu'on ait besoin d'une �-expression \AVALER" qui se limite �a \avaler" son argument sans le toucherpour ensuite renvoyer \AVALER" lui-même. Informellement, on veut doncAV AL = �x:AV AL: On pose alorsH = �f:�x:fet l'expression cherch�ee est (Y )H, o�u Y est l'op�erateur de point �xe.4.3 Exercices4.3.1Que vaut [(y)z=x]�y:(x))(�x:x)y?4.3.2D�eterminer si les �-expressions suivantes ont une forme normale:E1 = (�x:(�y:(y)x)z)vE2 = (�x:((x)x)y)�x:((x)x)y.4.3.3Prouver ou r�efuter les enonc�es suivants:i) 8�-expression E et E0, si [E=x]E0 est en forme normale, alors E 0 est enforme normale.ii) 8�-expression E et E0, si [E=x]E0 a une forme normale, alors E0 a uneforme normale.4.3.4Montrer que la �-expressionMULT = �x:�y:�z:(x)(y)z fait la multiplicationde deux entiers de Church.



version 93-94 464.3.5Soit la �-expressionPRED = �n:( ( (n)�p:�u:( (u)(SUC)(p)V RAI)(p)V RAI)�u:( (u)0)0)FAUXProuver que PRED calcule le pr�ed�ecesseur d'un entier de Church, c'est-�a-dire que, pour tout n, (PRED)(SUCC)n 7!�� n. Combien y a-t-il d'�etapesde �-r�eduction pour ce calcul?4.3.6Une �-expression E est dite minimale par rapport �a la �-r�eduction ssi8M;E 7!�� M ) M �� EProuver que toute expression normale est minimale, mais que la r�eciproqueest fausse.4.3.7D�eduire du th�eor�eme 4.5 vu en cours (conuence de la �-r�eduction) queE �� E 0 () 9E1; E 7!�� E1 ^ E 0 7!�� E1



version 93-94 474.3.8Trouver une �-expression repr�esentant la fonction exponentielle, c'est �a direune expression EXP telle que ((EXP )n)m) se r�eduit en nm.4.3.9Donner une �-expression YT (combinateur de point �xe de Turing) telle que(YT )F 7!�� (F )(YT )F4.3.10Soient les �-expressions:A = �x:�y:(y)xM = �x:�y(((x)A)�z:1)((y)A)�z:0D = �x:�y:�a:(((M)x)y)(((M)y)x)aTrouver les fonctions sur les entiers repr�esent�es par M et D.4.3.11Soit �f:((: : : ((f)n1) : : :)nk)V RAI la repr�esentation de la liste < n1; : : : ; nk >d'entiers.1. Trouver une �-expression V RAI? telle que(V RAI?)V RAI 7!�� V RAI(V RAI?)n 7!�� FAUX pour n 2 N2. Trouver une �-expression NIL? telle que(NIL?)L 7!�� FAUX Si L repr�esente une liste non vide(NIL?)L 7!�� V RAI Si L repr�esente une liste vide3. Trouver une �-expression SUM telle que(SUM)�f:((: : : ((f)n1) : : :)nk)V RAI 7!�� n1 + : : :+ nk4. Trouver des �-expressions CONS;CAR;CDR5. Trouver une �-expression CONCAT qui fait la concat�enation de deuxlistes d'entiers.



version 93-94 484.3.12Montrer que toute expression du �-calcul en forme normale est ou bien unevariable, ou bien s'�ecrit�x1: : : : �xn:((: : : (x)E1)E2 : : :)Eno�u x est une variable et E1; : : : ; En sont en forme normale.4.3.13On note I, K, S les termes suivants:I = �x:xK = �x:�y:xS = �x:�y:�z:((x)z)(y)zOn appelle terme sur X toute expression du �-calcul construite uniquementavec S, K, des variables x 2 X et l'application.1. Montrer que I est �-�equivalent �a un terme2. Montrer que si t est un terme sur X et x 62 X alors �x:t est �-�equivalent�a un terme sur X3. montrer que si t1, t2 sont des termes sur X avec x 2 X, alors �x:(t1)t2est �-�equivalent �a un terme sur X.4. Est-ce que chaque expression sans variable libre du �-calcul est �-�equivalente �a un terme sur l'ensemble vide? Justi�er sa r�eponse.4.3.14La �-r�eduction faible est d�e�nie par:� (�x:E)F 7! [F=x]E� Si M 7!M 0 alors (M)N 7! (M 0)N� Si N 7! N 0 alors (M)N 7! (M)N 0Donner une expression irr�eductible pour la �-r�eduction faible, mais qui con-tient un redex. Montrer que la �-r�eduction faible n'est pas conuente.



version 93-94 495 Th�eor�emes d'�equivalenceNous allons �etudier l'�equivalence de trois mod�eles de calcul. Les deux pre-miers ont d�ej�a �et�e vus: les fonctions partielles r�ecursives et les fonctionsTuring-semi-calculables. Le troisi�eme mod�ele est issu du �-calcul. Com-men�cons par le pr�eciser.Fonctions �-repr�esentablesOn d�e�nit maintenant les fonctions du �-calcul qui sont �-repr�esentables.Quand le contexte est clair on �ecrira Fn1n2:::nk ou F (n1; : : : ; nk) au lieu de(:::(((F )n1)n2):::)nk.D�e�nition 5.1 Soit f une fonction partielle de Nk ! N . On dit qu'une�-expression F �-repr�esente f si8n; n1; :::; nk " Fn1n2:::nk �� n si f(n1; n2; :::; nk) = nFn1n2:::nk n'est pas normalisable si f(n1; n2; :::; nk) " #Nous avons �a pr�esent �a notre disposition 3 mod�eles de calcul: les fonctionspartielles r�ecursives, Turing semi-calculables et �-repr�esentables. Nous allonsvoir en fait ici que ces trois mod�eles sont \�equivalents", en ce sens qu'ils ontle même pouvoir d'expression, ce qui vient �a l'appui de la th�ese de Churchd�ej�a �enonc�ee. Ces r�esultats d'�equivalence ne signi�e pas pourtant que lesmod�eles sont interchangeables. On peut en e�et dire aussi que la plupart deslangages de programmation ont le même pouvoir d'expression, et pourtantchaque langage a ses int�erêts propres: chaque langage apporte des notationsqui sont ad�equates pour exprimer certains probl�emes et pas d'autres. Il en vade même des mod�eles de calcul. Il n'existe (jusqu'�a pr�esent) pas de mod�ele decalcul qui permette d'exprimer mieux que tous les autres tous les probl�emes.De plus, comme mous le verrons dans le chapitre 7, la notion de complexit�e,a priori, d�epend du mod�ele choisi.Pour prouver l �equivalence des mod�eles, nous allons proc�eder de la fa�consuivante :1. D'abord on montre que toute fonction r�ecursive partielle est �-repr�esentable;



version 93-94 502. puis on montre que toute fonction �-repr�esentable est Turing-semi-calculable;3. en�n on montre que toute fonction Turing-semi-calculable est r�ecursivepartielle.La preuve du premier de ces points est plus ais�ee si on utilise une caracter-isation de l'ensemble des fonction r�ecursives partielles due �a Kleene. D'abord,on d�e�nit l'ensemble des fonctions r�ecursives primitives comme l'ensemble detoutes le fonctions r�ecursives (totales) qui peuvent être d�e�nies sans jamaisutiliser la minimisation.Th�eor�eme 5.2 (Kleene) Etant donn�ee une fonction r�ecursive partiellequelconque ', il existe des fonctions r�ecursives primitives  et  telles que'(n1; � � � ; nk) = (minm [ (n1; � � � ; nk;m) = 0]):Lemme 5.3 Les fonctions Z(n), S(n) et Piki sont �-repr�esentables par les�-expressions suivantes : Z = �x:0S = SUCPiki = �x:�x0::::�x(k�1):x(i�1)Lemme 5.4 Si  (totale): Nk+2 ! N et � (totale): Nk ! N sont �-repr�esentables par des �-expressions 	 et X alors la fonction ' d�e�nie parr�ecursion primitive �a partir de � et  est aussi �-repr�esentable.Preuve du lemme 5.4: Cherchons une �-expression � pour �-repr�esenter'. Consid�erons� = �m:�n1::::�nk: IF m = 0 THEN X(n1; : : : ; nk)ELSE E�avec E� = 	(�((PRED)m;n1; � � � ; nk); (PREDm); n1; : : : ; nk)On sait comment r�esoudre cette �equation �a l'aide de l'op�erateur de point�xe Y ; il su�t de poserH = �f:�m:�n1::::�nk: IF m = 0 THEN X(n1; : : : ; nk)ELSE Ef



version 93-94 51et (Y )H = � pour obtenir un � satisfaisant. On v�eri�e ais�ement que�(m;n1; : : : ; nk) a comme forme normale n o�u n = '(m;n1; : : : ; nk).Lemme 5.5 Si  1,  2,..., m dans Nk ! N et � dans Nm ! N sont to-tales et �-repr�esentables par des �-expressions 	1, 	2,..., 	m et X alors lacomposition �( 1;  2; :::;  m)l'est aussi.Preuve du lemme 5.5: Il su�t de prendre l'expression�n1:�n2::::�nk:(:::(((X)	1n1:::nk)	2n1:::nk):::)	mn1:::nkpour �-repr�esenter �( 1;  2; :::;  m):On a donc montr�e le r�esultat suivant :Th�eor�eme 5.6 Les fonctions r�ecursives primitives sont �-repr�esentables.Observons que l'expression ci-dessus ne peut pas être utilis�ee pourrepr�esenter la composition quand l'une ou l'autre des fonctions composantesn'est pas totale. La raison justi�ant ce fait est qu'il est possible quenotre �-expression se r�eduise �a un entier de Church alors que la fonction�( 1;  2; :::;  m) n'est pas d�e�nie.Exemple 5.1 Soit  ind�e�nie partout, zero la fonction �a valeur constante0. La fonction compos�ee zero( ) est ind�e�nie partout. Mais, si Z = �x:0,(�n:(Z)(	)n)ma a pour forme normale 0.Lemme 5.7 Soit � une fonction totale �a k + 1 arguments �-repr�esentablepar une �-expression X. Soit ' d�e�nie par minimisation de � par rapport �ason dernier argument. Il existe une �-expression � qui �-repr�esente '.



version 93-94 52Preuve du lemme 5.7 : Intuitivement, il s'agit de d�e�nir en �-calcul unprogramme AUX(n1; : : : ; nk;m) qui renvoie m si �(n1; � � � ; nk;m) = 0 et quirenvoit AUX(n1; : : : ; nk;m + 1) sinon; si on ex�ecute AUX(n1; : : : ; nk; 0), leprogramme produira le premier m tel que �(n1; � � � ; nk;m) = 0.� Soient :T = �x:�y: IF y = 0 THEN 0ELSE �u:�v:(((u)(x)(SUC)v)u)(SUC)vM = (( ((T )a)(a)b )(T )a)bOn a les deux propriet�es suivantes (preuve en exercice) :[E1=a;E2=b] M 7!�� E2 si (E1)E2 �� 0[E1=a;E2=b] M 7!�� [E1=a; (SUC)E2=b] M si (E1)E2 �� n+ 1� Soit AUX = �ak+1:((�a:�b:M)(� � � ((X)a1) � � �)ak)ak+1 et� = �a1: � � ��ak:(AUX)0:On a : (�)n1 : : : nk 7!�� [n1=a1; � � � ; nk=ak] (AUX)07!�� ((�a:�b:M)(� � � (X)n1) � � � nk)07!�� [(� � � (X)n1 � � �)nk=a; 0=b]Met, par r�ecurrence sur m,{ si �(n1; : : : ; nk;m) = 0 et m est minimal ayant cette propri�et�e,[(� � � (Xn1) � � �)nk=a; 0=b]M 7!�� [(� � � ((X)n1) � � �)nk=a;m=b]M7!�� m{ et, si �(n1; : : : ; nk; n) > 0 pour tout n � m, alors[(� � � ((X)n1) � � �)nk=a; 0=b]M 7!�� [(� � � ((X)n1) � � �)nk=a;m=b]M7!�� [(� � � ((X)n1) � � �)nk=a;m+ 1=b]MCeci, grâce aux propri�et�es vues plus haut.



version 93-94 53Donc �n1 � � �nk 7!�� m lorsque m est le plus petit entier tel que�(n1; : : : ; nk;m) = 0. D'autre part, lorsqu'un tel entier n'existe pas, la r�e-duction la plus �a gauche de �n1 � � � nk ne termine pas, comme le montre laderni�ere r�eduction ci-dessus.En utilisant le lemme ci-dessus, on peut �etablir le th�eoreme que nousinteresse.Th�eor�eme 5.8 Les fonctions r�ecursives partielles sont �-repr�esentablesPreuve. Par le r�esultat de Kleene, toute fonction r�ecursive partielle  peuts'�ecrire :  (n1; � � � ; nk) = (minm [�(n1; � � � ; nk;m) = 0]):o�u  et � sont r�ecursives primitives, donc �-repr�esentables par des expressionsX et �. Par le lemme 5.7, la fonction'(n1; : : : ; nk) = minm [�(n1; � � � ; nk;m) = 0]est �-repr�esentable par une �-expression �.Soit 	� = �a1: � � ��ak:(�)�a1 � � � ak. Il est clair que si  (n1; � � �nk) estd�e�nie et �egale �a m, alors 	�n1 � � � nk 7!��m. Toutefois, on ne peut pas con-clure que 	�n1 � � �nk n'est pas normalisable quand  (n1; � � �nk) n'est pasd�e�nie, pour des raisons semblables �a celles qui sont expos�ees dans l'exemple5.1. L'id�ee est alors de forcer d'abord l'�evaluation de �a1 � � � ak, et, en casde succ�es (i.e. de terminaison de la �-r�eduction), on r�eduit 	�. Si �a1 � � � akn'est pas normalisable, alors l'expression 	 calcul�ee ne sera pas normalisablenon plus. Donc on d�e�nit plutôt 	 par :	 = �a1: � � ��ak:((�)a1 � � � ak)(�b:b)	�a1 � � � ak:Par le lemme pr�ec�edent,� (� � � ((	)n1) � � �)nk 7!�� (j)(�b:b)	 � n1 � � �nk 7!��  (n1 � � � nk)si j est la plus petite valeur de m telle que �(n1 � � � nk;m) = 0� la �-r�eduction normale de(� � � ((	)n1) � � �)nkne termine pas s'il n'existe pas de m tel que �(n1 � � �nk;m) = 0. Ceci�a cause du fait que la r�eduction de la sous-�-expression (�)a1 � � � ak netermine pas.



version 93-94 54On passe maintenant �a la deuxi�eme �etape de notre preuve d'�equivalence.Th�eor�eme 5.9 Les fonctions �-repr�esentables sont Turing-semi-calculables.Id�ee de preuve: Essentiellement, il faut se convaincre que l'on peut �ecrireun programme de machine de Turing pour faire l'�evaluation �a gauche d'une�-expression. Soit F une �-expression repr�esentant une fonction partielle f .Consid�erons une machine M qui sur donn�ee 0n110n21:::10nk commence parremplacer la donn�ee sur son ruban par (:::((F )n1):::)nk. L'alphabet de travailde M contiendra donc �; a; b; c; :::; x; y; z;0 ; :; (; ). Pour faire la contraction,M n'a besoin que de la connaissance de F dans sa table de transition et dela possibilit�e de convertir 0n en �x:�y: (x)(x):::(x)| {z }n y ce qui est vraiment tr�essimple. Ensuite, M doit faire la r�eduction normale de l'expression.Pour faire cela, on va donner �a M un certain nombre de rubans a�n dese rendre la vie plus facile. M doit d'abord trouver le r�edex le plus �a gauche.Ceci est tr�es simple, car M n'a qu'�a trouver le (�:E le plus �a gauche, puis decompter les ( et ) �a l'aide d'un autre ruban lui servant de pile. M �ecrit sur unruban le nom de la variable �a substituer (disons x) et sur un autre ruban cepar quoi il faut substituer (disons E 0). M trouve toute les occurrences libresde x dans E et les remplace explicitement par E0. Pour �eviter tout conitpossible avec des variables existantes il est plus sage de renommer toutes lesvariables de E0 par des variables nouvelles.Si �a un moment, M ne peut plus faire de �-contraction de l'expressionelle convertit le r�esultat (un entier de Church �t:�w: (t)(t):::(t)| {z }m w, avec t etw deux noms quelconques de variables) en la valeur 0m, puis s'arrête.Th�eor�eme 5.10 Les fonctions Turing-semi-calculables sont partielles r�ecur-sives.Id�ee de preuve: Soit M une machine de Turing calculant une certainefonction partielle f . Maintenant, on voudrait une fonction partielle r�ecursivequi d�e�nit f . Supposons que M compte e �etats et t symboles de travail.Aux symboles de travail s1; : : : ; st on associe les nombres 1; : : : ; t et aux �etatsq0; : : : ; qe�1 on associe les nombres t+1; : : : ; t+e. Si bien qu'une con�guration



version 93-94 55�qi� deM est repr�esent�ee par un nombre �(t+ i+1)� �ecrit en base t+e+1,si1 : : : sik �etant le nombre i1 : : : ik.Sur donn�ee n1; n2; :::; nk, une fonction r�ecursive va d'abord trans-former n1; n2; :::; nk en un entier repr�esentant la con�guration initialeq02n112n21:::12nk : (t+ 1) 222:::2| {z }n1 1 222:::2| {z }n2 1:::1 222:::2| {z }nk :On appelle cette transformation �(~n). Ensuite une fonction va transformerce nombre en fonction des transitions deM (pour faire ceci il su�t de trouverla position de l'�etat puis de d�ecider ce que ferait M dans la même situation,puis d'ajuster le nombre en cons�equence).La fonction '(m;~n) aura pour r�esultat le codage de la con�gurationobtenue apr�es m transitions �a partir de la con�guration initiale contenant~n. On aura une d�e�nition r�ecursive de la forme suivante:'(m;~n) = ( �(~n) si m = 0 ('(m� 1; ~n);m� 1; ~n) si m > 0o�u  (a; b; c) va convertir le nombre a repr�esentant une certaine con�gurationen la con�guration suivante selon les actions de M . Lorsque M s'arrête oulorsque a = 0 (ce qui signi�e que M s'est d�ej�a arrêt�ee), alors  (a; b; c) =0. Consid�erons maintenant la fonction suivante d�e�nie par minimisationpartielle: �(~n) = minm ['(m;~n) = 0]:SiM s'arrête sur donn�ee 2n112n21:::12nk alors '(pred(�(~n)); ~n) sera d�e�nie etaura pour valeur la derni�ere con�guration avant que M ne s'arrête. QuandM ne s'arrête pas �(~n) ". On prendra doncf = �('(pred(�(~n)); ~n))o�u � va faire la conversion inverse d'un nombre de la forme 22(t0)2:::2| {z }n en n(t0 > t code un �etat �nal de M). La fonction � n'est pas d�e�nie pour lescon�gurations du ruban qui ne codent pas un entier. La fonction f sera doncd�e�nie si et seulement si M s'arrête avec un r�esultat correct sur son ruban,et dans ce cas la valeur de f sera celle calcul�ee par M .



version 93-94 56Corollaire 5.11 Soit f une fonction partielle de Nk ! N . Les propri�et�essuivantes sont �equivalentes:� f est partielle r�ecursive� f est Turing-semi-calculable� f est �-repr�esentable.Corollaire 5.12 Soit f une fonction totale de Nk ! N . Les propri�et�essuivantes sont �equivalentes:� f est r�ecursive� f est Turing-calculable� f est �-repr�esentable (par une �-expression toujours normalisable).Corollaire 5.13 Soit E un ensemble d'entiers naturels et soit E0 un ensem-ble de codages pour ces entiers (par exemple, n est cod�e comme une suite den 0). Les deux propri�et�es suivantes sont �equivalentes:� E est r�ecursivement �enumerable� E' est Turing-semi-calculablePreuve du lemme 5.13. Si E est r�ecursivement �enumerable, sa fonction car-act�eristique est r�ecursive partielle et, par consequent, Turing-semi-calculablepar une machineM . Soit M 0 une machine qui, sur une donn�ee (qui code unentier) n, simule M et accepte si et seulement si le r�esultat calcul�e par Mest 1. Il est clair que L(M 0) = E 0, donc E0 est Turing-semi-calculable. R�e-ciproquement, si E0 est Turing-semi-calculable il existe une machineM 0 telleque L(M 0) = E0. Soit M une machine qui, sur une donn�ee n, simuleM 0 sur(le codage de) n et donne comme r�esultat 1 si et seulement si M 0 accepte n.La fonction calcul�ee parM 0, �etant Turing-semi-calculable, est aussi r�ecursivepartielle et est la fonction partielle caract�eristique de E; il en suit que E estr�ecursivement �enumerable.De même, on a :



version 93-94 57Corollaire 5.14 Soit E un ensemble d'entiers naturels et soit E0 un ensem-ble de codages pour ces entiers (par exemple, n est cod�e comme une suite den 0). Les deux propri�et�es suivantes sont �equivalentes:� E est r�ecursif� E' est Turing-calculableCe deux derniers corollaires montrent qu'en e�et l'expression \r�ecur-sivement �enumerable" est synonyme de \Turing-semi-calculable", pour cequi concerne les ensembles d'entiers. De même pour \r�ecursif" et \Turing-calculable". En e�et, dans la suite on g�en�eralisera cette synomimie �a toutlangage L et on dira souvent que L est r�ecursif plutôt que dire que L estTuring-calculable; de même pour \L est r�ecursivement �enumerable" et \Lest Turing-semi-calculable".



version 93-94 586 �-calcul typ�eUne premi�ere version du �-calcul typ�e a �et�e propos�ee d�es 1940 par A. Church.On peut envisager plusieurs raisons (qui ne sont pas n�ecessairement celles deChurch) �a l'introduction des types en �-calcul.Tout d'abord, le �-calcul est extr�emement riche puisqu'il permet, commenous l'avons vu, de coder toutes les structures de donn�ees et tous les cal-culs. En fait, il est trop riche, car on peut aussi bien appliquer, par exemple,l'expression NOT �a une expression qui n'est pas �-�equivalent �a un Bool�een.Or on veut, et c'est aussi un principe g�en�eral dans les langages de programma-tion, d�etecter les erreurs aussi tôt que possible. En particulier, on souhaite,par une interpr�etation abstraite des expressions d�etecter certaines erreurssans pour autant �evaluer les expressions. En �-calcul typ�e NOT ne pourraêtre appliqu�e qu'�a un Bool�een.Nous verrons aussi que la �-r�eduction (en fait, une notion de r�eductionplus g�en�erale que la �-r�eduction) termine toujours sur une �-expression typ�e.Ce qui n'est �evidemment pas le cas en �-calcul pur. En programmation,commedans les mod�eles de calcul correspondant, un programme est consid�er�ecomme correct si, entre autres, il termine toujours lorsque les donn�ees qui luisont fournies sont du type voulu. En ce sens, le �-calcul typ�e est un progr�esvers un mod�ele dans lequel on ne pourrait �ecrire que des programmes corrects.Cependant, ces avantages ont leur contrepartie: on ne pourra pas ex-primer en �-calcul typ�e les fonctions partielles, qui dans certains cas peuventêtre utiles, mêmepour exprimer des fonctions totales. Par exemple, on n'aurapas d'op�erateur de point �xe en �-calcul typ�e. De toutes fa�cons il est illu-soire de tenter de d�e�nir un langage d�ecidable correspondant exactement auxfonctions calculables. Insistons donc sur le fait que, contrairement aux autresmod�eles de calcul d�ej�a pr�esent�es, le �-calcul typ�e n'a pas le même pouvoird'expression que les machines de Turing.En�n, bien que nous n'insistions pas sur cet aspect ici, le �-calcul typ�eposs�ede des liens profonds avec les syt�emes de preuve (en d�eduction na-turelle). L'isomorphisme dit de \Curry-Howard" �etablit une correspondanceentre expressions et preuves d'une part et types et formules d'autre part.Dans ce contexte, une expression t a le type � ssi t repr�esente une preuvede la formule �. Par exemple, l'expression �x:x o�u x est de type � a pourtype � ! � (les fonctions de � dans �). �A cette expression correspond unepreuve de l'implication �) �.



version 93-94 59Nous allons consid�erer ici un �-calcul simplement typ�e qui est assez pauvredu point de vue de l'expressivit�e. Ce syst�eme a �et�e �etendu de bien des fa�conset nous �evoquerons bri�evement le syt�eme T de G�odel en �n de chapitre.Nous commencerons par donner la syntaxe des expressions du calcul, ainsiqu'un algorithme d'inf�erence de types. Nous verrons ensuite comment cal-culer: nous donnerons les r�egles de r�eduction de ce �-calcul typ�e. En�n,nous pr�esenterons le r�esultat de normalisation faible qui �enonce que touteexpression du �-calcul simplement typ�e admet une forme normale.6.1 Syntaxe des expressions du �-calcul simplementtyp�e6.1.1 TypesOn suppose donn�e un alphabet B de types atomiques (aussi appel�es types debase). Nous noterons ces types A;B; : : :.L'ensemble des types est alors d�e�ni par r�ecurrence:� tout type atomique est un type� si � et � sont des types, alors �! � et �� � sont des types.Etant donn�e un alphabet X;Y;Z; ::: de variables de type, l'ensemble dessch�emas de type est construit comme ci-dessus avec, de plus,� toute variable de type est un sch�ema de type6.1.2 ExpressionsLes expressions du �-calcul typ�e consid�er�e ici sont les mêmes que ceux du�-calcul pur, avec en, plus, les constructions suivantes:� si E est une expression, alors �1t et �2t sont des expressions� si E1; E2 sont des expressions, alors < E1; E2 > est une expression.Intuitivement,< E1; E2 > est un couple d'expressions et �1 et �2 sont lesprojections sur les premier et deuxi�eme �el�ements du couple respectivement.On aura alors les identit�es �1 < E1; E2 >= E1 et �2 < E1; E2 >= E2.



version 93-94 606.1.3 Expressions typ�eesLa correspondance entre expressions et les types est assez intuitive: quandon forme une abstraction �x:E(x), on construit une fonction qui �a t associeE(t). Le domaine de cette fonction correspond au type de x et son image autype de E. Ainsi, si x a pour type � et E a pour type � , le type de �x:E est�! � : fonctions de � vers � .De même, quand on forme un couple < u; v >, si � est le type de u et �est le type de v, alors � � � est le type de < u; v >.Ces r�egles de formation des expressions typ�es sont formalis�ees ci-dessous.Un contexte C est un ensemble de couples, not�es x : �, form�es d'unevariable et d'un type et tels que chaque variable apparait au plus une foisdans C. Le contexte permet de typer les variables libres.Les r�egles de typage sont donn�ees sous la forme de r�egles de d�eduction:les hypoth�eses (ou les propri�et�es d�ej�a d�eduites) sont au dessus de la barrede fraction et la propri�et�e qui s'en d�eduit se trouve au dessous de la barrede fraction. Les \propri�et�es" auxquelles nous nous interessons sont des juge-ments de la forme C ` t : � o�u C est un contexte, E est une expression et �est un type. De tels jugements se lisent \dans le contexte C, E a le type �.Axiome C [ fx : �g ` x : �A�aiblissement C ` E : �fx : �g [ C ` E : � Si x 62 CApplication C ` E1 : �! � C ` E2 : �C ` (E1)E2 : �Abstraction fx : �g [ C ` E : �C ` �x:E : �! �Accouplement C ` E1 : � C ` E2 : �C `< E1; E2 >: � � �Projection-g C ` E : � � �C ` �1E : �Projection-d C ` E : � � �C ` �2E : �



version 93-94 61Une expression E est typable si l'on peut d�eduire le jugement C ` E : �pour un certain � et un certain C. On dit alors que E est de type � et queE : � est une expression typ�ee.Exemple 6.1 V RAI = �x:�y:x et FAUX = �x:�y:y ont pour type(s) �!(� ! �) o�u � est un type quelconque. En e�et, montrons, par exemple pourV RAI, comment obtenir ce r�esultat:x : �; y : � ` x : � Axiomex : � ` �y:x : �! � Abstraction` �x:�y:x : � ! (� ! �) AbstractionExemple 6.2 L'expression (x)x n'est pas typable. En e�et, si elle est ty-pable, on doit pouvoir construire une preuve de la forme:C2 ` x : �1 ! �...C3 [ C2 ` x : �1 ! � A�. C4 ` x : �1...C5 [ C4 ` x : �1 A�.C1 ` (x)x : � Application...C [ C1 ` (x)x : � A�.avec C1 = C3 [ C2 = C5 [ C4.On doit alors avoir x : �1 ! � 2 C2 et x : �1 2 C4. Mais cela n'estpas possible car C2 � C1 et C4 � C1: C1 ne serait pas un contexte car ilcontiendrait deux occurrences de x.Comme on le voit dans l'exemple ci-dessus la pr�esence de la r�egle d'af-faiblissement complique consid�erablement les preuves. Cette r�egle n'a enfait qu'une seule raison d'être: elle permet de lier plusieurs fois successive-ment une même variable. Par exemple, elle permet de typer �x:�x:y qui nepeut pas l'être sans. Cependant, si l'on suppose que, chaque fois que c'estn�ecessaire, on utilise une �-conversion de sorte que chaque variable ne soitli�ee qu'une fois, alors la r�egle d'a�aiblissement est inutile. Dans l'exemple,�x:�x:y �� �z:�x:y qui, lui, est typable sans l'a�aiblissement. Nous feronsdonc d�esormais cette hypoth�ese simpli�catrice, �eliminant la r�egle ennuyeusede notre syst�eme.



version 93-94 626.1.4 Inf�erence de typesL'objectif est ici de pr�esenter de fa�con g�en�erale un m�ecanisme permettant ded�ecider si une expression est typable ou non. Ainsi, la preuve envisag�ee dansl'exemple 6.2 sera un cas particulier de l'algorithme que nous d�ecrivons.On dit que le sch�ema de type � est un type principal de l'expression E si� E a le type �� Pour tout (sch�ema de) type � tel que E a le type � , il existe unesubstitution S des variables de � tel que S(�) = � .Exemple 6.3 Dans l'exemple 6.1, X ! (Y ! X) est un type principal deV RAI et X ! (Y ! Y ) est un type principal de FAUX. En e�et, quelsque soient les types � et � , V RAI : � ! (� ! �) est prouvable et V RAI neposs�ede que les types de cette forme.Remarquons que, si l'on veut que V RAI et FAUX soient de même type(BOOL), il faut et il su�t de choisir un type de la forme � ! (� ! �):X ! (X ! X) est un type principal pour �a la fois V RAI et FAUX.Th�eor�eme 6.1 On peut d�ecider si un terme est typable. Tout terme typableposs�ede un type principal.Id�ee de la preuve. On suppose, par �-conversion, que chaque variablede l'expression E est li�ee au plus une fois et n'apparait pas �a la fois libre etli�ee.On associe �a chaque sous-expression E0 de E une variable de type XE0.On suppose bien entendu que ces variables sont distinctes pour des sous-expressions distinctes. L'expression E a le type � si et seulement si on peuttrouver une substitution S de ces variables telle que S(XE) = � et telle queS satisfait les �equations re�etant les constructions de E. Plus pr�ecis�ement,pour chaque sous-expression E 0 de E, on consid�ere les �equations suivantes:E0 = (U)V ; XU = XV ! XE0E0 = �y:U ; XE0 = Xy ! XUE0 = y ; XE0 = XyE0 =< U; V > ; XE0 = XU �XVE0 = �1U ; 9Y:XU = XE0 � YE0 = �2U ; 9Y:XU = Y �XE0



version 93-94 63Les �equations re�etent en fait exactement les r�egles de typage.Le syst�eme d'�equations est r�esolu en utilisant un algorithme d'uni�cation.Si le syst�eme n'a pas de solution, alors E n'est pas typable. Si, au contraire,le syst�eme d'�equations a une forme r�esolue (uni�cateur le plus g�en�eral) XE =T ^ : : :, alors T est un type principal de E.Exemple 6.4 (x)x n'est pas typable. En e�et, si Y est le type de x et Z estle type de l'expression, on doit r�esoudre l'�equationY = Y ! Zqui n'a pas de solution (�nie).Exemple 6.5 E = (�x:x)�x:x est typable. Pour montrer cela et calculerson type principal, commen�cons par appliquer une �-conversion: E ��(�y:y)�x:x. On doit maintenant r�esoudre le syst�eme d'�equations:X�y:y = X�x:x ! XE ^ X�y:y = Xy ! Xy^ X�x:x = Xx ! XxOn trouve comme forme r�esolueXE = Xx ! Xx ^Xy = Xx ! Xx ^X�y:y = (Xx ! Xx)! (Xx ! Xx)^ X�x:x = Xx ! XxLe type principal de E est donc X ! X. (Une fonction d'un domaine danslui-même).6.2 R�egles de r�eductionEn plus de la �-contraction ordinaire(�x:U)V ! [V=x]Uon dispose des r�egles de projection:�1 < U; V >! U�2 < U; V >! V



version 93-94 64Ces r�egles de contraction, comme pour la �-r�eduction peuvent être appliqu�ees�a des sous-expressions d'une expression E. On note 7!S la relation de con-traction par l'une des trois r�egles ci-dessus. Comme pour le �-calcul pur, larelation de r�eduction associ�ee est obtenue en e�ectuant une suite de contrac-tions et/ou d'�-conversions. On note alors E 7!�S E 0.Tout d'abord, la relation de contraction pr�eserve les types:Lemme 6.2 Si E !S E0 et E : �, alors E 0 : �.Preuve. En fait, c'est une cons�equence des r�egles de formation des types.Supposons que, par �-conversion (qui ne change pas le type d'une expression)toutes les variables de E sont li�ees au plus une fois et n'apparaissent pas �ala fois libres et li�ees dans E.On proc�ede alors par r�ecurrence sur la taille de l'expression E.� Si E est une variable, aucune contraction n'est possible et la propri�et�eest vraie.� si maintenant E n'est pas une variable et que le redex contract�e n'estpas E lui-même, il su�t d'appliquer l'hypth�ese de r�ecurrence au redex.� si E = (�x:U)V 7!S [V=x]U , alors soit x : � , U : � 0 et V : � 00, parles r�egles de formation des types on a �x:U : � ! � 0, donc � 00 = � et� 0 = �. U ayant même type que E et V même type que x, [V=x]U : �.(Ce qu'on peut �a nouveau prouver par r�ecurrence sur la taille de U ,mais ceci est laiss�e au lecteur).� si E = �1 < U; V > (ou �2 < U; V >: le cas est sym�etrique) et E 0 = U ,alors si < U; V >: � � � 0, par les r�egles de formation des types pourla projection, E : � et, par les r�egles de formations des types pour lapaire, U : � .Nous admettrons le r�esultat suivantTh�eor�eme 6.3 Pour toutes �-expressions bien typ�ees E;E1; E2, si E 7!�SE1 et E 7!�S E2, alors il existe une �-expression bien typ�ee E3 telle queE1 7!�S E3 et E2 7!�S E3.



version 93-94 65Ce r�esultat a un sens, grâce au lemme 6.2. Il exprime de plus que chaqueexpression typ�ee poss�ede au plus une forme normale (comme en �-calculpure). Mais ici, �a la di��erence du �-calcul pur, nous allons montrer quetoute expression poss�ede au moins une forme normale, qui est aussi uniquepar le r�esultat ci-dessus.6.3 Th�eor�eme de normalisation faibleNous allons montrer ici que tout terme a au moins une forme normale. C'est-�adire que, si l'on choisit bien dans quel ordre contracter les redex, la r�eductionse termine toujours.En fait, on peut prouver un r�esultat plus fort (dit de \normalisationforte"): toute s�equence de contractions se termine. Autrement dit, la\strat�egie bien choisie" utilis�ee ici est en fait inutile. Cependant, nous neprouvons pas ici le r�esultat de normalisation forte qui est beaucoup plusdi�cile.Pour prouver ce r�esultat, nous allons donner une mesure (un entier) dela complexit�e des types et des termes, qui d�ecroitra strictement chaque foisqu'un redex est contract�e. Le probl�eme en g�en�eral est que la contraction d'unredex peut faire apparâ�tre de nouveaux redex. �Etant donn�ee une contractionE 7!S E 0, par contraction du redex R de E, on classe donc les redex de E 0en plusieurs cat�egories:1. les redex inchang�es qui sont des redex pr�esents dans E et dans E0, maispas dans R2. les redex de E0 qui sont des redex modi��es de E: ce sont les redex R0de E tels que R est un redex de R0 distinct de R0 lui-même.3. les redex dupliqu�es: ce sont les redex de R pr�esents (�eventuellementdupliqu�es par substitution) dans E 0.4. les redex cr�e�es qu'on peut aussi classer suivant les cas:(a) projection cr�eee par une projection: R = �1 << U; V >;W > etE contient la sous-expression �iR. La contraction de R cr�ee leredex �i < U; V >. (On a aussi le cas sym�etrique en rempla�cant�1 par �2).



version 93-94 66(b) �-r�eduction cr�eee par une projection: R = �1 < �x:U; V > et Econtient la sous-expression (R)W . La contraction de R cr�ee alorsle redex (�x:U)W .(c) projection cr�eee par une �-r�eduction �a l'ext�erieur du redex: R =(�x: < U; V >)W ou bien R = (�x:x) < U; V >. et E contient lasous-expression �iR, on cre�e alors le redex �i[W=x] < U; V > (oubien �i < U; V >).(d) projection cr�eee par une �-r�eduction �a l'int�erieur du redex: R =(�x:U) < V;W > et R contient une sous-expression �ix alors leremplacement de x par < V;W > cr�ee le redex �i < V;W > �al'int�erieur de U .(e) �-r�eduction cr�eee par une �-r�eduction �a l'ext�erieur de R: R =(�x:�y:U)V (ou bien R = (�x:x)�y:U) et E contient une sous-expression (R)W . La contraction de R cr�ee alors le redex([V=x]�y:U)W (ou bien (�y:U)W ).(f) �-r�eduction cr�eee par une �-r�eduction �a l'int�erieur du redex:R = (�x:U)�y:V et U contient une sous-expression (x)W . Lasubstitution de x par �y:V cr�ee alors le redex (�y:V )W .Nous allons montrer que tous les redex cr�ees sont plus petits (pour lamesure que nous allons donner) que celui qui les a fait naitre. On d�e�nitalors la complexit�e d'un type de fa�con suivante:� C(�) = 1 si � est un type atomique� C(� � � ) = C(�! � ) = max(C(�); C(� )) + 1La complexit�e d'un redex est alors d�e�nie par:� C(�i < U; V >) = C(� � � ) si U : � et V : �� C((�x:U)V ) = C(�! � ) si V : � et U : � .Lemme 6.4 Si R est un redex cr�e�e dans E par contraction de R0, alorsC(R) < C(R0).Preuve. Il s'agit essentiellement d'une v�eri�cation des 6 cas de cr�eationde redex. Nous r�esumons dans le tableau ci-dessous les complexit�es de R et



version 93-94 67R0 suivant les cas. Par convention nous posons n = C(�) o�u � est le typede U , m = C(� ) o�u � est le type de V et p = C(�) o�u � est le type de W ,q = C(�) o�u � est le type de x, r = C(!) o�u ! est le type de y.cas R0 R C(R0) C(R)(a) �1 << U; V >;W > �i < U; V > max(max(n;m) + 1; p) + 1 max(n;m) + 1(b) �1 < �x:U; V > (�x:U )W max(max(q; n) + 1;m) + 1 max(q; n) + 1(c1) (�x: < U; V >)W �i[W=x] < U; V > max(q;max(n;m) + 1) + 1 max(n;m) + 1(c2) (�x:x) < U; V > �i < U; V > q + 1 max(n;m) + 1(d) (�x:U ) < V;W > �i < V;W > max(q; n) + 1 max(m; p) + 1(e1) (�x:�y:U )V ([V=x]�y:U )W max(q;max(r; n) + 1) + 1 max(r; n) + 1(e2) (�x:x)�y:U (�y:U )V q + 1 max(r; n) + 1(f) (�x:U )�y:V (�y:V )W max(q; n) + 1 max(r;m) + 1La d�ecroissance est imm�ediate d'apr�es le tableau, si l'on remarque que:� Dans le cas (c2), q = max(n;m)+1 car x a le même type que < U; V >.� Dans le cas (d), q = max(m; p)+1 car x a le même type que < V;W >.� Dans le cas (e2), q = max(r; n) + 1 car x a le même type que �y:U .� Dans le cas (f), q = max(r;m) + 1 car x a le même type que �y:V .Th�eor�eme 6.5 (normalisation faible) Tout terme du �-calcul typ�e admetune forme normale.Preuve. Tout d'abord, la complexit�e d'une expression quelconque serala complexit�e maximale des redex qu'elle contient.Il nous su�t de bien choisir la strat�egie de normalisation: nous r�eduironstoujours un redex de complexit�e maximale qui ne contient pas lui-même deredex de cette même complexit�e (c'est toujours possible de choisir un redexde cette fa�con).Pour une expression E soit N(E) le nombre de redex de E dont la com-plexit�e est C(E). Montrons maintenant que, si E 7!S E 0 selon cette strat�egie,alors,ou bien C(E) > C(E0),ou bien C(E) = C(E0) et N(E) > N(E0).



version 93-94 68L�a encore, envisageons les diverses possibilit�es de redex R0 de complexit�emaximale dans E0.� Si R0 est un redex dupliqu�e, alors, par choix de la strat�egie, il est decomplexit�e strictement inf�erieure �a celle de R. Donc C(E 0) < C(E)� Par le lemme 6.4, si R est un redex cr�e�e, alors C(R0) < C(R) � C(E).Par cons�equent, dans ce cas aussi C(E) > C(E0).Dans les autres cas, le redex R0 est un redex de complexit�e maximale de Eet de E0. Par cons�equent, si C(E) � C(E0), alors E et E0 ont les mêmesredex de complexit�e maximale, except�e R qui a �et�e contract�e. Il en r�esulteque C(E) = C(E0) et N(E) > N(E0)Maintenant, raisonnons par l'absurde et supposons qu'il y ait unes�equence de r�eduction in�nie �a partir de E: E 7!S E1 : : : 7!SEn : : : respectant la strat�egie de r�eduction impos�ee. La s�equenceC(E); C(E1); : : :C(En); : : : est une suite d'entiers natuels d�ecroissante. Elleest donc constante pour n � k: C(Ek) = C(Ek+1) = : : :. Dans ce cas,d'apr�es ce que nous venons de voir, N(Ek) > N(Ek+1) > : : : ce qui produitune suite in�nie d�ecroissante d'entiers positif. C'est absurde.6.4 Exercices6.4.1Supposant l'existence d'un unique type de base B, montrer que les entiersde Church sont typables et calculer leur(s) type(s). Même question pour lesbool�eens.6.4.2Montrer que �x(x)x n'est pas typable mais que �x:(�x:x)�x:x l'est.6.4.3Donner deux termes du �-calcul pur, qui sont �-�equivalents et tels que l'unest typable et l'autre non.



version 93-94 696.4.4Montrer que \typable" ) \normalisable" mais que la r�eciproque est fausse.6.4.5Donner des �-termes A1; A2 v�eri�ant les propri�et�es suivantes.1. 8x; y:((A1)x)y 7!�� (y)x2. 8x; y:((A2)x)y 7!�� (A2)xMontrer qu'on peut choisir A1 de fa�con �a ce qu'il soit typable et donner sontype principal. Montrer par contre que A2 ne peut pas être typable.6.4.6 Fonctions repr�esentables sur les entiersB d�esignera dans la suite un type de base.1. Soit E0B!B (resp. E0B) l'ensemble des expressions en forme normalede type B ! B (resp. B) construites sur XB = fz0; z1; z2; : : :g etXB!B = fyg. Montrer que E0B!B = fyg [ f�zi:(y)kzj j i; j; k � 0g etE0B = f(y)kzi j i; k � 0g2. Soient maintenant E1B!B (resp. E1B) l'ensemble des termes de typeB ! B (resp. B) construits sur XB = fz1; z2; : : :g, XB!B = fyg etX(B!B)!(B!B) = fxg. Montrer que pour tout e1 2 E1B!B,� ou bien e1 2 E0B!B,� ou bien e1 est de la forme (x)ke01 o�u e01 2 E1B!B et e01 est ou bieny ou bien de la forme �zi:e001� ou bien e1 est de la forme �zi:((x)ke01)e2 o�u e01 2 E1B!B est ou bieny ou bien de la forme �zi:e001 et e2 2 E1BDe même montrer que tout e2 2 E1B est ou bien dans E0B ou bien estde la forme (y)k1((x)k2e1)e02 o�u k1; k2 � 0 et e1 2 E1B!B et e02 2 E1B.3. Montrer que pour tout e1 2 E1B!B il existe un polynôme Pe1 tel que,pour tout entier n,[n=x]e1 7!�� �z:(y)kz ) k � Pe1(n)



version 93-94 70et que, de même, pour tout e2 2 E1B, il existe un polynôme Pe2 tel que,pour tout entier n, [n=x]e2 7!�� (y)kz) k � Pe2 (n)4. On suppose que le type des entiers de Church est (B ! B) ! (B !(B ! B) (cf. exercice 6.4.1). D�eduire des questions pr�ec�edentes queles seules fonctions sur les entiers de Church (i.e. expressions typablesE telles que, pour toute entier n, il existe un entier m, tel que (E)n ser�eduit en m) sont des polynômes.6.4.7 Syst�eme T de G�odelLe syst�eme T de G�odel est un �-calcul typ�e enrichi dans lequelLes types sont ceux du �-calcul typ�e avec en outre deux types de base: Intet Bool.Les expressions sont celles du �-calcul typ�e avec les constructions suppl�e-mentaires:� 0 est une expression de type Int� SE est une expression de type Int si E est un expression de typeInt� R(t; u; v) est une expression de type � si u est une expression detype �, t est une expression de type Int et v est une expression detype �! (Int! �). (R est l'op�erateur de r�ecursion primitive).� V; F sont des expressions de type Bool� IF (t; u; v) est une expression de type � si t est de type Bool, u estde type � et v est de type �.Les r�egles de calcul sont celles du �-calcul typ�e plus les r�egles suivantes:R(0; u; v) 7! uR(Sn; u; v) 7! ((v)R(n; u; v))nIF (V; u; v) 7! uIF (F; u; v) 7! v



version 93-94 711. D�e�nir une expression It du syst�eme T telle que(((It)f)n)k 7!� (f)nk2. Montrer comment d�e�nir la fonction d'Ackermann (cf. exercice 2.3.12)dans le syst�eme T.



version 93-94 727 D�ecidabilit�e et ind�ecidabilit�eDans cette partie du cours on va s'int�eresser �a des questions du type :\Le lan-gage L est-il d�ecidable?", c'est �a dire, existe-t-il un algorithme pour d�ecidersi un mot m appartient ou pas �a L?Comme on a d�eja vu, la notion de langage r�ecursif est une formalisationde la notion de langage d�ecidable. Donc, en e�et, on se posera plutôt desquestion du type : \le langage L est-il r�ecursif?", ce qui revient �a dire : \Lest-il Turing-calculable?"Il existe des langages qui ne sont pas d�ecidables mais qui sont \semi-d�ecidables", c'est �a dire tels qu'il existe un algorithme qui est capable de\reconnâ�tre" ou \prouver" le fait qu'un mot m appartient au langage, maisqui n'est pas n�ecessairement capable de d�etecter le fait que m n'appartientpas au langage. On se posera aussi des questions du type : \L est-il semi-d�ecidable ?". Puisque la notion de langage r�ecursivement �enumerable estune formalisation de celle de langage semi-d�ecidable, en realit�e on se poseraplutôt des question du type :\le langage L est-il r�ecursivement �enumerable?",ce qui revient �a dire : \L est-il Turing-semi-calculable?"En e�et, tout ceci revient �a se poser des questions de d�ecidabilit�e pourdes probl�emes. Par exemple, soit le probl�eme \Quelles sont les machines deTuring qui n'acceptent aucun mot?". Ce probl�eme peut être formul�ee entermes d'appartenance �a un langage sur f0; 1g en encodant les machines deTuring par des mots constitu�es de 0 et de 1. C'est �a dire que, �etant donn�eeune machine M , d�ecider si M n'accepte aucun mot revient �a d�ecider si lecodage < M > de M appartient ou pas au langage L; d�e�ni parL; = f< M >j L(M) = ;g:Comme on va le voir, ce langage n'est pas r�ecursif, donc le probl�eme de savoir,pour n'importe quelle machineM , si L(M) = ; est un probl�eme ind�ecidable.En g�en�eral, �etant donn�e n'importe quel probl�eme � dont les seulesr�eponses possibles sont soit OUI soit NON (un tel probl�eme est appell�eprobl�eme de d�ecision), on peut se donner un codage appropri�e qui permetd'identi�er les instances de � pour lesquelles la r�eponse est OUI comme unlangage L� et formuler les questions de d�ecidabilit�e par rapport �a � commedes questions sur L�.



version 93-94 737.1 propri�et�es des langages r�ecursifs et r.�e.Etant donn�ee n'importe quelle machine de Turing qui s'arrête sur tous lesmots, on peut toujours la r�e�ecrire avec deux �etats terminaux possibles nom-m�es oui et non, pour dire que la machine accepte ou rejette le mot en donn�ee(oui est d�e�ni même si la machine ne s'arrête pas toujours). On va construiredes preuves de certains th�eor�emes sur les propri�et�es des langages r�ecursifs etr.�e. en combinant des machines. �A l'aide des �etats oui et non on va pouvoircombiner s�equentiellement deux machines ou imbriquer une machine dansune autre.Th�eor�eme 7.1 Le compl�ement d'un langage r�ecursif est r�ecursif.Preuve: Soit L un langage r�ecursif etM une machine s'arrêtant sur tous lesmots de �� telle que L(M) = L. Construisont M 0 �a partir de M en faisantaccepterM 0 dans l'�etat non et rejeter dans l'�etat oui. ClairementM 0 s'arrêtesur tous les mots de �� (tout commeM) et L(M 0) = L(M). C'est-�a-dire queM 0 est une machine qui s'arrête toujours telle que L(M 0) = L. Donc L estr�ecursif.Th�eor�eme 7.2 L'union de deux langages r�ecursifs est r�ecursive. L'unionde deux langages r.�e. est r.�e..Preuve: Soient L1 et L2 deux langages r�ecursifs, accept�es respectivementpar les machines M1 et M2 (qui s'arrêtent toujours). Construisons M quis'arrête toujours et qui accepte L1[L2. Sur donn�ee !,M ex�ecuteM1 jusqu'ace qu'elle arrive �a l'�etat oui ou non. Si M1 dit oui alors M accepte !, sinonM ex�ecute M2. M accepte alors si et seulement si M2 accepte. Clairement,M s'arrête toujours (car M1 et M2 s'arrêtent toujours) et L(M) = L1 [ L2puisque ! 2 L1 )M1 accepte ! )M accepte ! et de même pour L2.Pour des langages r.�e. on ne peut pas combiner s�equentiellement commepr�ec�edemment, car M1 peut ne jamais s'arrêter. Il faut donc combiner \par-all�element"M1 et M2. On construit donc M en lui faisant ex�ecuter alterna-tivement une �etape deM1 et une �etape deM2 jusqu'�a ce que l'une ou l'autreatteigne l'�etat oui. Dans ce cas M accepte. Sinon elle rejette si M1 et M2atteignent l'�etat non.



version 93-94 74Th�eor�eme 7.3 Si un langage L et son compl�ement L sont tous les deux r.�e.alors L est r�ecursif.Preuve: Soient M1 une machine qui accepte L et M2 une machine quiaccepte L. Comme pour le th�eor�eme pr�ec�edent, on construitM en lui faisantex�ecuter alternativement une �etape deM1 et une �etape deM2 jusqu'�a ce quel'une ou l'autre atteigne l'�etat oui. Dans ce cas M accepte si c'est M1 quiaccepte, et rejette si c'est M2 qui accepte. M va n�ecessairement �nir pars'arrêter que sa donn�ee soit ou non dans L.Corollaire 7.4 Un langage L est r�ecursif si et seulement si L et son com-pl�ement L sont tous les deux r.�e..7.2 Codage des machines de TuringOn va maintenant se donner un codage des machines de Turing de fa�con �a lesd�ecrire sous forme de mots sur un alphabet donn�e. Ces machines pourrontêtre alors elles-mêmes des donn�ees pour d'autres machines. Par le th�eor�eme3.10 l'on sait que tout langage pouvant être reconnu par une machine deTuring, peut l'être par une machine n'ayant que f0; 1; Bg comme alphabetde travail. On consid�ere donc que les machinesM de la formeM = fQ; f0; 1g; f0; 1; Bg; �; q0; B; fq1ggavec Q = fq0; q1; :::; qng (n �etant un nombre �ecrit en base 2) un ensemble�ni d'�etats. Tous les langages r.�e sur f0; 1g peuvent être reconnus par unemachine de cette forme. L'avantage de choisir une description aussi restric-tive est que chacune de ces machines peut-être uniquement sp�eci��ee par safonction �.A�n de simpli�er la description de notre codage, nous choisissons dele construire sur l'alphabet fq; 0; 1; \;00 ; \(00; \)00; B; d; g; p; \�00; \ =00; \;00 g o�ud; g; p repr�esentent respectivement >;<;5. Remarquons que, �a nouveaugrâce au th�eor�eme 3.10, nous pourrons en fait supposer quand cela nousarrangera que l'alphabet est r�eduit �a f0; 1; Bg. Par exemple le mot�(q0; 0) = (q0; 0; d); �(q0; 1) = (q0; 0; d); �(q0; B) = (q1; B; g); �(q1; 0) = (q1; B; p)repr�esente la machine de la �gure 4.



version 93-94 75�Etant donn�ee une machineM , on note < M > son codage. Pour simulerle comportement de M sur une donn�ee !, on souhaite coder ! �a la suitede < M >. Pour ce faire, on enrichit l'alphabet du symbole S qui s�epare< M > de !. On obtient ainsi le codage < M;! >=< M > S!. �A nouveau,< M;! > pourra aussi être vu comme un mot de f0; 1g�.7.3 Un langage non r.�e.Supposons que l'on �enum�ere tous les mots sur f0; 1g dans l'ordre \canon-ique" (en commen�cant par les plus courts, puis en ordre lexicographique pourchaque longueur), et que l'on nomme !i le ii�eme mot dans l'�enum�eration.Supposons maintenant que l'on �enum�ere les machines, en nommant Mj lamachine d�ecrite par l'entier j interpr�et�e en binaire. Si j ne d�ecrit pas demachine on dit que Mj est la machine telle que L(Mj) = ;.Supposons maintenat que l'on construise une table bool�eenne in�nie o�u lacase (i; j) contiendra un 1 si et seulement si !i 2 L(Mj). On consid�ere main-tenant la diagonale de cette table. Les valeurs sur la diagonale correspondent�a l'appartenance du mot !i au langage L(Mi). On voit sur la �gure 12 uneportion de cette table hypoth�etique. On construit maintenant le langage Ld
1 2 3 4 5 6 ...

1 0 1 1 1 0 1
2 1 1 0 1 0 0
3 1 0 1 1 1 1
4 0 0 1 1 0 1
5 1 1 0 1 0 1

...
6 0 1 1 1 1 0

j

iFigure 12: table hypoth�etique de !i 2 L(Mj)�a partir de cette table. On prendLd = f!ij!i 62 L(Mi)g:



version 93-94 76On va maintenant montrer que Ld n'est pas r.�e..Th�eor�eme 7.5 Ld n'est pas r�ecursivement �enum�erable.Preuve: Supposons que Ld soit r.�e., c'est-�a-dire qu'il existe une machineMtelle que L(M) = Ld. Puisque M est une machine de Turing, il existe un(même plusieurs) j0 tel que M = Mj0 . Maintenant, la question que l'on sepose est: \est-ce que wj0 2 L(Mj0)?".!j0 2 L(Mj0) () !j0 2 Ld() !j0 62 L(Mj0)Cette contradiction nous fait conclure qu'il n'existe pas de machineM telleque L(M) = Ld.7.4 Machine de Turing universelleSoit Lu le langage universel, c'est-�a-dire Lu = f< M;! > j! 2 L(M)g. Onappel ce langage universel car la question ! ?2 L(M) est �equivalente �a< M;! > ?2 Lu.Th�eor�eme 7.6 Lu est r�ecursivement �enum�erable.Preuve: On va d'abord d�ecrire une machine de TuringM avec 3 rubans quiacc�epte Lu. Le premier ruban deM contient sa donn�ee < M;! >. La têtede lecture sur ce ruban sera utilis�ee pour trouver les transitions de la forme�(qi; xj) dans la description de M . Le second ruban deM correspondra auruban de M (on y copiera ! au d�ebut). En�n, le troisi�eme ruban sera utilis�epour m�emoriser les �etats de M . Le comportement deM sera:1. V�eri�er le format de la donn�ee sur le ruban 1 : si le ruban 1 ne contientpas la donn�ee d'une fonction de transition suivie d'un mot,M rejetteimm�ediatement.2. Copier ! sur le ruban 2. Initialiser le ruban 3 �a q0 puis placer toutesles têtes en d�ebut de ruban.



version 93-94 773. Si le ruban 3 contient q1, ce qui signi�e que M est dans l'�etat q1, alorsM s'arrête en acceptant.4. Supposons que le symbole lu parM sur le ruban 2 est xj et que qi estle mot courant sur le ruban 3. Une recherche sur le ruban 1 du sous-mot �(qi; xj) m�enera ou bien �a une transition de la forme �(qi; xj) =(qi0; xj0;m), ou bien �a aucune transition de ce type. Dans le premiercas, M va remplacer xj par xj0 sur le ruban 2, remplacera le mot qipar qi0 sur le ruban 3 et se d�eplacera sur le ruban 2 dans la directiondonn�ee par m. En�n, M retourne �a l'instruction 3. Dans le secondcas,M s'arrête en rejetant.Il est clair queM accepte < M;! > si et seulement si M accepte !. �Egale-ment,M va boucler �a l'in�ni exactement quand M boucle �a l'in�ni sur ladonn�ee !. En�n, si M rejette ! en s'arrêtant,M en fera autant.La machineM d�ecrite ci-dessus est su�sante pour obtenir la preuve duth�eor�eme mais on va se permettre de la ra�ner un peu. Puisque l'on saitque toute machine �a plusieurs rubans peut-être simul�ee par une machine �a unseul ruban et que par le th�eor�eme 3.10 il existe une machine faisant le mêmetravail avec seulement f0; 1; Bg comme alphabet de travail, alors il existe unemachine du format prescrit �a la section 7.2 faisant le même travail queM.Appelons cette machineMu. Mu est la machine de Turing universelle.7.5 R�eductions et probl�emes ind�ecidablesOn d�ecouvre maintenant la notion de r�eduction entre di��erents probl�emesind�ecidables. L'id�ee d'une r�eduction est de montrer qu'un langage L n'estpas r.�e. en utilisant le fait qu'un autre langage L0 ne l'est pas. Pour faire lapreuve, on montre que s'il existait une machineM telle que L = L(M) alorsil existerait une machine M 0 telle que L0 = L(M 0) (on r�eduit donc L0 �a L).En sachant que L0 n'est pas r.�e., on en d�eduit par contraposition que M nepeut exister.Le langage universelTh�eor�eme 7.7 Lu n'est pas r�ecursif.



version 93-94 78Preuve: On va montrer que Lu n'est pas r.�e. et on en conclura le th�eor�emepar le corollaire 7.4. Pour montrer que Lu n'est pas r.�e. on r�eduit Ld �a Lu,c'est �a dire que l'on montre :Lu est r.�e.) Ld est r.�e.:Supposons qu'il existe une machineM pouvant reconnâ�tre Lu. On construitune machineM 0 qui accepte Ld. Sur donn�ee !,M 0 trouve un i tel que ! = !i(c' est une op�eration qu'une machine de Turing peut faire : voir TD). Avecce i, M 0 construit la donn�ee < Mi; !i > et la donne �a M . Si M accepte< Mi; !i > (d'o�u < Mi; !i >2 Lu), alors M 0 accepte !i sinon elle rejette (ouboucle). Il s'en suit que M 0 accepte !i si et seulement si Mi n'accepte pas!i, donc que !i 2 Ld. Mais, !i = !, donc M 0 accepte exactement les motsde Ld. Puisque M 0 ne peut pas exister (par le th�eor�eme 7.5), M ne peut pasexister non-plus.Le probl�eme de l'arrêtOn va montrer que le problême de savoir si une machine de TuringM s'arrêteou pas sur un mot w est ind�ecidable.Th�eor�eme 7.8 Le langage :Larr = f< M;w >: M s0arrete sur l0entree wgn'est pas r�ecursif.Preuve : on r�eduit Lu �a Larr, c'est �a dire que l'on montre :Larr est r�ecursif ) Lu est r�ecursif.:Supposons qu'il existe une machine Marr qui reconnâ�t Larr et qui s'arrêtetoujours. On pourrait alors construire une machine M 0 qui reconnâ�t Lu etqui s'arrête toujours : sur la donn�ee < M;w >,M 0 passe le contrôle �a Marr :si cette derni�ere s'arrête sur < M;w > en \disant OUI", alors on simule Msur w et on accepte w si et seulement si M accepte w; si, par contre, Marrs'arrête sur < M;w > en \disant NON", alors on rejette. Puisque M 0 nepeut pas exister, M ne peut pas exister non-plus.



version 93-94 79Ind�ecidabilit�e de la logique du premier ordreTh�eor�eme 7.9 La satis�abilit�e d'une formule du calcul des pr�edicats du pre-mier ordre est ind�ecidable.�Ebauche de preuveOn r�eduit le probl�eme de l'arrêt �a celui de la satis�abilit�e en calcul des]pr�edicats. On utilise 3 symboles de pr�edicats I; F;� sur les con�gurations(i.e. mots �q� o�u �; � 2 f0; 1g�). Etant donn�es une machineM , de relationde transition �, et un mot !, I; F;� sont sp�eci��es par les formules:I(q0!)8x; y: F (xq1y)8x; y; z: �(x; y)  �(x; z) ^�(z; y)8x; y: �(xqay; xa0q0y) pour tous q; a tels que �(q; a) = (q0; a0; >)8x; y: �(xbqay; xq0ba0y) pour tous q; a tels que �(q; a) = (q0; a0; < )8x; y: �(xqay; xq0a0y) pour tous q; a tels que �(q; a) = (q0; a0;5)Soit � la conjonction des formules ci-dessus. La machine M ne s'arrête passur la donn�ee ! si et seulement si� ^ :9x; y:(F (y)^ I(x) ^�(x; y))est satis�able.De même,Th�eor�eme 7.10 La validit�e d'une formule du calcul des pr�edicats du pre-mier ordre est ind�ecidable.Le langage videOn utilise �a nouveau le th�eor�eme 7.7 pour prouver l'ind�ecidabilit�e de plusieursautres probl�emes similaires.Th�eor�eme 7.11 Soit L; = f< M > jL(M) = ;g. Le compl�ement de L;, L;est r�ecursivement �enum�erable mais L; ne l'est pas.Preuve: D'abord pour montrer que L; est r.�e. il su�t de d�ecrire une machineM 0 qui l'accepte. Consid�erons une machine non-d�eterministe M 0 qui sur



version 93-94 80donn�ee < M > va choisir de fa�con non-d�eterministe un mot !. Ensuite, M 0simule le travail de M sur donn�ee !. M 0 accepte < M > si et seulementsi M accepte !. Or, si < M >2 L;, il existe au moins un choix de ! telque < M > accepte !; par consequent, si < M >2 L;, M 0 accepte < M >.R�eciproquement, si < M >62 L;, il n'existe aucun mot ! accept�e par M ,donc la machine non deterministe M 0 n'accepte pas < M >. Par suite,L(M 0) = L;; par l'existance de M 0, L; est r.�e..On voudrait maintenant montrer que L; n'est pas r.�e., et, par cons�equent,pas r�ecursif.On commence par observer le fait suivant : il existe une machine de TuringA telle que, pour toute entr�ee < M;! >, A engendre le codage < TM;! >d'une machine TM;! telle que :L(TM;!) = ; si M n'accepte pas !L(TM;!) 6= ; si M accepte !.I su�t en e�et d'�ecrire tout d'abord < M;! > puis de simuler le comporte-ment deM , en compl�etant la table de transitions de fa�con �a ce que la machine\boucle" lorsqu'aucune transition de M n'�etait possible, sans être dans un�etat acceptant.Maintenant, supposons par l'absurde que L; soit r.�e.; il existe alors M 0qui accepte tous les < M > tels que L(M) = ;. On va utiliser ce fait pourobtenir une machineM 00 pour Lu.Sur la donn�ee < M;! >, M 00 simule la machine A et engendre le codage< TM;! >. PuisM 00 ex�ecuteM 0 sur la donn�ee < TM;! > et accepte < M;! >si et seulement siM 0 accepte< TM;! >. Puisque par constructionM 0 accepte< TM;! > si et seulement si L(TM;!) = ;, c'est �a dire si et seulement si Mn'accepte pas !, par cons�equent M 00 accepte < M;! > si et seulement si< M;! >2 Lu.Comme Lu n'est pas r.�e., L; non-plus.7.6 Probl�eme de correspondance de PostDe�nition 7.1 Soit � un alphabet �ni et A = (a1; : : : ; an), B = (b1; : : : ; bn)deux s�equences �nies de mots de ��. On dit qu'une suite d'entiers i1; : : : ; ik 2



version 93-94 81f1; : : : ; ng, k � 1, est une solution au probl�eme de correspondance de Postpour A;B si ai1 : : : aik = bi1 : : : bik :Th�eor�eme 7.12 Le langageLPost = f(A;B) j il existe une solution au probl�eme de Post pour A;Bgn'est pas r�ecursif.PreuveL'objectif est de coder le probl�eme de l'arrêt d'une machine de Turing en unprobl�eme de correspondance de Post. SoitM = (Q; f0; 1g; f0; 1; Bg; �; q0; B; fq1g)avec Q = fq0; : : : ; qng et ! 2 f0; 1g�. On suppose, sans perdre de g�en�eralit�equeM commence par marquer son origine (au prix �eventuel du d�eplacementde ! vers la droite). On construit d'abord une machine M 0 qui s'arrête surun mot ! si et seulement si M s'arrête sur ! et qui poss�ede la propri�et�esuppl�ementaire suivante: si M 0 s'arrête, alors le ruban est vide et M 0 ae�ectu�e un nombre impair de transitions. Pour construire M 0 on rajoute 2�etats q1f et q2f qui seront les nouveaux �etats �naux, un �etat qt et les transitionsqui� �a partir de q1 d�eplacent la tête de lecture �a l'extr�emit�e gauche du ruban,en restant dans l'�etat q1. Arriv�e �a cette extr�emit�e, on passe dans l'�etatqt� �a partir de qt et de l'extr�emit�e gauche du ruban, se d�eplacent jusqu'�al'extr�emit�e droite en e�a�cant tout le contenu du ruban, puis on passedans l'�etat q1f� de q1f on passe dans q2f sans aucune action.On consid�ere alors l'alphabet� = Q [ Q0 [ f0; 1; B; 00; 10; B 0; [; ]; �; �0g



version 93-94 82�a 2�jQj+10 �el�ements o�u Q0 = fq00; : : : ; q0n; q0t; q01f ; q02f g. � sera notre alphabetdu probl�eme de correspondance de Post. Il nous reste �a d�e�nir A et B.A B A B0 00 1 1000 0 10 1�0 � � �0gi d0i g0i di[q0w� [ ] �0q1f ]] �0q2f ]o�u � �a toute transition �(qk; a) = (qj; b;m) on associe les paires (gi; di)comme suit:{ si m = > et qk 62 fqt; q1fg, alors gi est le mot qka et di est le motbqj{ si m = < et qk 62 fqt; q1fg, alors on associe �a la r�egle de transitionles deux paires (gi; di) = (0qka; qj0b) et (1qka; qj1b){ si m = 5 et qk 62 fqt; q1fg, alors gi est le mot qka et di est le motqjb{ si qk = qt, alors b = B et m = >. Alors gi = qta, di = qj.{ si qk = q1f et qj = q2f , alors gi = q1f et di = q2f .� g0i; d0i sont les mots obtenus en primant chacune des lettres de gi et direspectivement.M accepte ! si et seulement siu1 = q0!Bk `M u2 : : : `M um = qfo�u qf 2 fq1f ; q2fg et m est impair.Montrons alors que le probl�eme de Post poss�ede une solution. Pour cela,il su�t de remarquer les deux d�ecompositions du mot w suivant:w = [u1� u02�0 u3� � � � ]= [ u1� u02�0 � � � �0um]



version 93-94 83Les mots en dessous les uns des autres �etant en correspondance. En e�et, uiet ui+1 s'�ecrivent respectivement ui = vigiwi et ui+1 = vidiwi. Par d�e�nitiondes suites A et B, ui et u0i+1 d'une part et u0i et ui+1 d'autre part sont doncbien en correspondance.R�eciproquement, supposons que le probl�eme de correspondance de Postait une solution w = ai1 : : : aik = bi1 : : : bik . Alors ai1 ne peut pas commencerpar un symbole distinct de [,], car son correspondant dans B commenceraitpar un symbole prim�e si ai1 commence par un symbole non prim�e et inverse-ment bi1 commencerait par un symbole non prim�e si ai1 commen�cait par unsymbole prim�e. De plus, ai1 ne peut être ], car bi1 ne pourrait alors être que�0qf ]. Par cons�equent, w ne peut commencer que par [!�. Cela prouve quebi1 = [. De même, aik = ] et bik = �0qf ] avec qf 2 fq1f ; q2fg. Par r�ecurrence surla longueur de w0, pr�e�xe de w, on obtient que w = [u1 � u02 �0 � � � �0 um] avec,pour tout i, ui = vigiwi et ui+1 = vidiwi pour un certain couple (gi; di).7.7 Th�eor�emes de RiceOn consid�ere maintenant des propri�et�es des langages r�ecursivement�enum�erables sur f0; 1g. Une propri�et�e L est un sous-ensemble de l'ensembledes langages r�ecursivement �enum�erables sur f0; 1g. Par exemple, l'ensembleL = fLjL est r�ecursifg est une propri�et�e des langages r�ecursivement�enum�erables. On dit d'un langage r.�e. L qu'il a la propri�et�e L si L 2 L.Une propri�et�e est banale si L = ; ou que L = flangages r.�e. sur f0; 1gg. Onassocie �a L le langage LL = f< M > jL(M) 2 Lg, le langage des machinesqui reconnaissent des langages dans L. Une propri�et�e est dite d�ecidable (resp.semi-d�ecidable) si LL est r�ecursif (resp. r.e.).Le th�eor�eme suivant nous donne un crit�ere tr�es g�en�eral mais tr�es simplepermettant de d�ecider si une propri�et�e des langages r�ecursivement �enumer-ables est d�ecidable.Th�eor�eme 7.13 (Rice 1) Toute propri�et�e non banale L des langages r.�e.sur f0; 1g est ind�ecidable.Preuve: Soit L une propri�et�e non banale des langages r.�e. sur f0; 1g. Sansperdre de g�en�eralit�e, on suppose que ; n'a pas la propri�et�e L, (sinon on peutrefaire le même raisonnement pour la propri�et�e L, qui est encore non banale).



version 93-94 84Puisque L n'est pas banale, il existe un langage L r.�e. avec la propri�et�eL. On observe le fait suivant. Il existe une machine de Turing B telle que,pour toute entr�ee < M;! >, B engendre le codage < T 0M;! > d'une machineT 0M;! telle que : L(T 0M;!) = ; si M n0accepte pas !L(T 0M;!) = L si M accepte !:On peut remarquer que L a la propri�et�e L (par construction) mais que ;n'a pas la propri�et�e L. Donc la machine T 0M;! reconnait un langage avec lapropriet�e L si et seulement si M accepte !.Supposons par l'absurde que L soit d�ecidable, donc qu'il existe une ma-chineML qui d�ecide si un mot< M > appartient ou pas �a L. On montre alorsque l'on peut construire une machine U qui d�ecide Lu (ce qui est absurde).La machine U que l'on va construire utilise ML et B.Sur la donn�ee < M;! >, U commence par simuler B et engendre lecodage < T 0M;! > de la machine T 0M;!. Puis elle appelle la machine ML surl'�entree T 0M;!. SiML r�eponde OUI, ceci veut dire que L(T 0M;!) = L, donc queM accepte !. Si ML r�eponde NON, ceci veut dire que L(T 0M;!) = ;, doncque M n'accepte pas !. En imposant que U accepte quand ML r�epond OUIet rejette quand ML r�epond NON, on obtient que U d�ecide Lu.Ce th�eor�eme tr�es puissant nous permet de dire imm�ediatement qu'ungrand nombre de propri�et�es sont ind�ecidables.Exemple 7.1 Les propri�et�es suivantes des langages r�ecursivement�enum�erables sont ind�ecidables:� L est vide.� L est �ni.� L est r�egulier.� L est alg�ebrique.Par contre, la condition sous laquelle un langage LL est r�ecursivement�enum�erable est beaucoup plus complexe. Nous donnons le th�or�eme suivantsans le prouver.



version 93-94 85Th�eor�eme 7.14 (Rice 2) Soit une propri�et�e non banale L des langages r.�e.sur f0; 1g. LL est r.�e. si et seulement si1. Si L est dans L et que L � L0 pour un certain L0 r.�e., alors L0 est aussidans L.2. Si L est un langage in�ni dans L, alors il existe un langage �ni L0 telque L0 � L et L0 2 L.3. L'ensemble des langages �nis de L est �enum�erable, c'est-�a-dire qu'ilexiste une machine de Turing qui engendre sur son ruban de travail lemot (�eventuellement in�ni)code1#code2#:::o�u chaque codei est un codage du ii�eme ensemble �ni de L.Corollaire 7.15 Les propri�et�es suivantes ne sont pas r.�e.:� L est vide.� L = ��.� L est r�ecursif.� L n'est pas r�ecursif.� L est un singleton.� L est r�egulier.� L� Lu n'est pas vide.Preuve: Dans tous les cas la condition 1) n'est pas respect�ee, sauf le secondo�u la condition 2) n'est pas respect�ee et le dernier o�u la condition 3) n'estpas respect�ee.Corollaire 7.16 Les propri�et�es suivantes sont r.�e.:� L n'est pas vide.



version 93-94 86� L contient au moins k �el�ements.� le mot ! est dans L.� L \ Lu n'est pas vide.(Preuve en TD).7.8 Langages alg�ebriques et ind�ecidabilit�eOn peut montrer un grand nombre de r�esultats sur les grammaires g�en�era-trices de langages alg�ebriques. Plusieurs des preuves de ces �enonc�es serontpr�esent�ees en TD.Th�eor�eme 7.17 Soient G1; G2 deux grammaires g�en�eratrices de langagesalg�ebriques L1; L2. Il est ind�ecidable de savoir si L1 \ L2 = ;.Th�eor�eme 7.18 Soit G la grammaire g�en�eratrice d'un langage alg�ebriqueL. Il est ind�ecidable de savoir si G est ambig�ue.Th�eor�eme 7.19 Soit G la grammaire g�en�eratrice d'un langage alg�ebriqueL. Il est ind�ecidable de savoir si L = ��.Th�eor�eme 7.20 Soient G1; G2 deux grammaires g�en�eratrices de langagesalg�ebriques L1; L2. Il est ind�ecidable de savoir si L1 = L2.7.9 Une hi�erarchie de probl�emes ind�ecidablesIl est naturel de se poser la question:\si l'on savait d�ecider quelles machinesaccepte le langage vide est-ce que l'on pourrait reconnâ�tre n'importe quellangage?". (Est-ce que tous les langages ind�ecidables deviendraient du mêmecoup d�ecidables?) A�n de poser cette question correctement, on va devoird�e�nir pr�ecis�ement ce que l'on entend par l�a.



version 93-94 87machines de Turing avec OracleOn consid�ere des machines de Turing avec oracles. Ce sont des machinesde Turing avec trois �etat sp�eciaux: q?; qoui; qnon. �A tout moment, une tellemachine a le droit de passer dans l'�etat q? ou elle \interroge un oracle" a�nde savoir si le mot situ�e �a droite de sa tête de lecture appartient ou pas�a un certain langage A. La machine se retrouve alors dans l'�etat qoui sielle a fourni un mot dans A et se retrouve dans l'�etat qnon autrement. Ellecontinue ensuite son calcul. On noteMA une machineM avec un oracle pourle langage A et L(MA) le langage accept�e par cette machine.Remarquons que si A est un langage r�ecursif, la machineM pourrait aussibien faire le travail sans utiliser un oracle pour A puisqu'il existe une machined�ecidant l'appartenance �a A. Par contre, si A n'est pas r�ecursif il se peutque le langage reconnu par MA ne soit pas un langage r.�e. (par exempleMApourrait reconnâ�tre A).Un langage L est r�ecursivement �enum�erable par rapport �a A s'il existe unemachine MA telle que L(MA) = L. Un langage L est r�ecursif par rapport�a A s'il existe une machine MA qui s'arrête toujours telle que L(MA) = L.Deux langages oracles sont �equivalents si ils sont mutuellement r�ecursifs l'unpar rapport �a l'autre.hi�erarchieOn peut maintenant reformuler notre question initiale en se demandant quelssont les langages r�ecursifs par rapport �a A = L;. De toute �evidence, tous leslangages ne peuvent être reconnus par rapport �a L; puisque qu'il existe unnombre non d�enombrable de langages et seulement un nombre d�enombrablede machines. Consid�erons donc le langageS1 = L; = f< M > jL(M) = ;gqui n'est pas un langage r.�e.. Consid�erons maintenant le probl�eme de savoirsi le langage engendr�e par une machine M par rapport �a S1 est vide. Ceprobl�eme n'est pas r.�e. par rapport �a S1, mais nous ne le prouvons pas ici.De la même fa�con on d�e�nit une hi�erarchie de langages \de plus en plus"ind�ecidables par Si = n< MSi�1 > jL(MSi�1 ) = ;o :



version 93-94 88On va pouvoir maintenant mesurer le degr�e d'ind�ecidabilit�e de certainsprobl�emes en montrant qu'ils sont �equivalents �a l'un ou l'autre des Si (mais,bien sur, puisqu'il n'y a qu'un nombre d�enombrable de Si, les langages �equiv-alents �a un des Si ne constituent qu'une in�me partie de tous les langagespossibles).Exemple 7.2 Lu est �equivalent �a S1.Exemple 7.3 L�� = f< M > jL(M) = ��g est �equivalent �a S2.Exemple 7.4 Lreg = f< M > jL(M) est r�egulier g est �equivalent �a S3.
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Figure 13: Hi�erarchie de langages ind�ecidable
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version 93-94 918 Mesures et classes de complexit�eDans la premi�ere partie de ce cours, on a consid�er�e plusieurs formalisationsde la notion de fonction calculable et on a �etudi�e des questions du type : leprobl�eme P est-il d�ecidable ou pas ? Mais on ne s'est pas interess�e �a desquestions de complexit�e de l'algorithme qui �eventuellement d�ecide le prob-l�eme; c'est bien ce type de questions qui fait l'objet de la deuxi�eme partie ducours.Il faut d'abord remarquer que des trois formalisations �equivalentes de lanotion de fonction calculable �etudi�es - fonction r�ecursive, �-calcul et machinede Turing - c'est la derni�ere qui se prête le mieux �a une �etude du point devue de la complexit�e, en temps ou en espace memoire, des algorithmes. C'estdonc exclusivement ce troisi�eme mod�ele de calcul que nous consid�ererons ici.Il faut aussi rappeler que, modulo un codage appropri�e, on peut identi�erles instances d'un probl�eme de d�ecision � pour lesquels la r�eponse est OUIcomme un langage L�. Donc, on peut parler de la complexit�e du probl�eme� en parlant de la complexit�e de la machine de Turing qui accepte L�. Sansperte de g�en�eralit�e, on se limitera aux langages sur f0; 1g�.On va consid�erer principalement deux mesures de complexit�e, l'une li�ee�a l'espace et l'autre li�ee au temps n�ecessaires �a toute proc�edure de d�ecisionpouvant identi�er les �el�ements d'un langage. Il existe de nombreuses autresmesures de complexit�e, comme par exemple le nombre de changement dedirection de la tête d'une machine de Turing pendant son calcul, mais nousnous contenterons des deux plus importantes.8.1 mesures de complexit�eConsid�erons la machine de TuringM de la �gure 14. M est une machine dite\o�-line". Elle est �equip�ee d'un ruban en lecture seulement avec sa donn�eed�elimit�ee par \&" et \$" et de k rubans de travail o�u M peut lire et �ecrire.complexit�e d'espaceSi pour tout mot en donn�ee de longueur n, la machine M regarde au maxi-mum f(n) cases sur chacun de ses rubans de travail on dira que M est unemachine de complexit�e d'espace f(n) (on dira aussi que M est born�ee en es-pace par f(n)). Notons que si, pour au moins un mot w, il n'y a pas de borne



version 93-94 92au nombre de cases utilis�ees pour le calcul deM sur w, alors la complexit�e enespace de M n'est pas d�e�nie. On dit �egalement d'un langage L qu'il est decomplexit�e d'espace f(n) s'il existe une machine M de complexit�e d'espacef(n) telle que L(M) = L. On remarquera que la complexit�e d'espace de Mest d�e�nie de fa�con telle qu'il s'agit de la complexit�e dans le pire des cas.
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BBB10B0BB Figure 14: machine de Turing \o�-line"La raison pour laquelle on consid�ere la complexit�e en espace sur unemachine \o�-line" est que sur une machine standard il serait impossible ded�e�nir des langages ayant une complexit�e inf�erieure �a lin�eaire. Sur une ma-chine du type que l'on a choisi, il nous sera possible de parler de langagesde complexit�e d'espace log(n) par exemple. On supposera que la complexit�een espace d'une machine est en tous cas � 1; donc si on dit que L a unecomplexit�e en espace f(n) ce que l'on comprend est que sa complexit�e enespace est �egale �a max(1; df(n)e). Pour des machines \o� line" (et pour unedonn�ee �x�ee), une con�guration sera d�ecrite par d'une part la position de latête de lecture sur la donn�ee, d'autre part le contenu des k rubans de travail(au moyen d'une con�guration habituelle).



version 93-94 93complexit�e en tempsConsid�erons la machine de Turing M de la �gure 15. M est une machinedite \bi-directionelle". Elle est �equip�ee de k rubans de travail bi-directionels,sa donn�ee �etant sur son premier ruban. Pour ce type de machine, la fonctionde transition � a pour domaine Q � �k (s'il y a k rubans) et donne commer�esultat un �el�ement de Q� �k � f>;<;5gk. Les mouvements des têtes delecture sont donc suppos�es \simultan�es".
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B 1Figure 15: Machine de Turing�a rubans in�nis bidirectionelsSi pour tout mot en donn�ee de longueur n, la machine M fait au maxi-mum f(n) transitions avant de s'arrêter on dira que M est une machine decomplexit�e en temps f(n). (On dit aussi que M est born�ee en temps parf(n)). Notons que si la machine ne s'arrête pas toujours, alors la complexit�een temps n'est pas d�e�nie. On dit �egalement d'un langage L qu'il est de com-plexit�e en temps f(n) s'il existe une machineM de complexit�e de temps f(n)telle que L(M) = L. Comme pour l'espace, on remarquera que la complexit�een temps de M est d�e�nie de fa�con telle qu'il s'agit de la complexit�e dans lepire des cas. On supposera que la complexit�e en temps d'une machine est entous cas � n+ 1, car cela est le temps n�ecessaire �a lire la donn�ee et r�epererle premier blanc; ceci revient �a dire que si l'on dit d'un langage L qu'il estest : complexit�e de temps = max(n+ 1; df(n)e).Le choix de deux di��erents mod�eles pour la complexit�e en espace et en



version 93-94 94temps permettra de faciliter l'expression de certaines preuves. Certaines vari-ations auraient �et�e possibles sur le mod�ele mais pas n�ecessairement toutes.non d�eterminismeUne machine non d�eterministe est de complexit�e en espace (ou en temps)f(n) si pour toutes les donn�ees de taille n et tous les choix non-d�eterministespossibles elle utilise au plus f(n) cases de ses rubans (prend au plus f(n)�etapes avant de s'arrêter). A nouveau, il s'agit d'une complexit�e dans le piredes cas, pour deux raisons :� on consid�ere tous les mots de taille n pour calculer la borne f(n) (doncles con�gurations les plus coûteuses sont prises en compte)� on consid�ere tous les suites de choix possibles (donc les suites les pluscoûteuses sont prises en compte)Une suite de choix pour une machine non d�eterministe M , �a partir d'uneentr�ee w, d�etermine une suite de descriptions instantan�ees, qui ne r�epresenterien d'autre qu'un calcul possible deM pour w. Toutes les suites possibles dedescriptions instantan�ees de M pour w constituent les branches d'un arbreT (M;w) o�u, pour tout sommet, le nombre des �ls est �ni. La d�e�nition ci-dessus nous dit queM est de complexit�e en espace f(n) si pour n'importe quelmot w de taille n, toute branche � de T (M;w) est telle que les descriptionsde la branche ne font pas intervenir plus que f(n) cases distinctes. De même,M est de complexit�e en temps f(n) si pour n'importe quel mot w de taillen, la profondeur de toute branche de T (M;w) est inferieure ou �egale �a f(n).8.2 classes de complexit�eOn d�enote la famille des langages accept�es par des machines de complexit�ed'espace f(n) par Despace (f(n)) et par Nespace (f(n)) si les machinessont non-d�eterministes. De même, on d�enote la famille des langages accept�espar des machines de complexit�e de temps f(n) par Dtemps (f(n)) et parNtemps (f(n)) si les machines sont non-d�eterministes.



version 93-94 95compression, acc�eleration, r�eductionQuand on dit qu'un langage L a une complexit�e en espace f(n) ce que l'onveut vraiment dire est qu'il existe une machineM qui accepte L en utilisantau maximum un nombre de cases li�e �a la taille de la donn�ee par une fonctiondont l'ordre de grandeur est celui de f(n); les facteurs constant sont ignor�es.Cette approche est justi��ee par le r�esultat suivant.Th�eor�eme 8.1 (compression de l'espace)i) Si L est accept�e par une machine d�eterministe born�ee en espace par f(n)avec k rubans de travail, alors pour tout r�eel c > 0, L est accept�e par unemachine d�eterministe born�ee en espace par cf(n).ii) Le même r�esultat est valable dans le cas non d�eterministe.iii) 8c > 0 [Despace (f(n)) = Despace (cf(n))] :8c > 0 [Nespace (f(n)) = Nespace (cf(n))] :Preuve Commen�cons par prouver (i). Si c � 1, le r�esultat est imm�ediat, caralors f(n) � cf(n). Le seul cas interessant est donc celui o�u 0 < c < 1 : parexemple, pour c = 12, on veut comprimer l'espace de la moiti�e...Soit donc M1 une machine d�eterministe born�ee en espace par f(n). Onmontre d'abord que 8 entier positif r, il existe une machine d�eterministeM2qui simuleM1 en codant dans chaque case d'un ruban de travail r symbolesconsecutifs du ruban de travail correspondant de M1.Par simplicit�e de notation, on va supposer que M1 a un seul ruban detravail, donc que k = 1, mais la construction se g�en�eralise de fa�con �evidenteau cas de plusieurs rubans. Soit �1 l'alphabet de M1; l'alphabet �2 de M2contient tous les mots sur �1 de longeur r. Les �etats de M2 sont des couples< q; i >, o�u q est un �etat deM1 et 1 � i � r; la composante i sert �a m�emoriserle symbole lu parM1 parmi les r symboles consecutifs correspondant �a la caselue parM2. Par example, si q1 est l'�etat initial deM1, la machineM2 d�emarredans l'�etat < q1; 1 >. Soit : �1(q; �) = (q0; ; >)



version 93-94 96une transition de M1. Plusieurs transitions de M2 lui sont associ�ees :Toutes les transitions de la forme :�2(< q; 1 >;m1) = (< q0; 2 >;w1;5)o�u m1 est n'importe quel mot de longeur r sur �1 dont le premier symboleest � et w1 est le mot obtenu �a partir de m1 en rempla�cant � par ....Toutes les transitions de la forme :�2(< q; r � 1 >;mr�1) = (< q0; r >;wr�1;5)o�u mr�1 est n'importe quel mot de longeur r sur �1 dont l'avant-derniersymbole est � et wr�1 est le mot obtenu �a partir de mr�1 en rempla�cant �par .Toutes les transitions de la forme :�2(< q; r >;mr) = (< q0; 1 >;wr; >)o�u mr est n'importe quel mot de longeur r sur �1 dont le dernier symboleest � et wr est le mot obtenu �a partir de mr en rempla�cant � par .Les transitions de M2 pour les cas des mouvements �a gauche et sur placesont construites de fa�con semblable. Il est clair queM2 simuleM1 en occupantau maximum df(n)r e cases. Or, si l'on choisit r tel que r � c � 2 on obtient ler�esultat volu.La preuve de la partie (ii) du th�eor�eme est identique �a celle de (i), car lamême construction est valable dans le cas non d�eterministe.En�n, les �egalit�es entres classes de complexit�e de la partie (iii) suivent defa�con �evidente de (i) et (ii).De la même fa�con, quand on dit qu'un langage a une complexit�e en tempsf(n), ce que l'on veut dire est qu'il est reconnu par une machine dont lenombre de transitions est born�e par une fonction de l'ordre de grandeur def(n). En fait, le r�esultat suivant nous dit que, sous certaines conditions, onpeut toujours acc�el�erer une machine d'un facteur constant.Th�eor�eme 8.2 (acc�el�eration lin�eaire).i) Si L est accept�e par une machine born�ee en temps par f(n) avec k > 1rubans de travail, alors pour tout r�eel c > 0, L est accept�e par une machineborn�ee en temps par cf(n), �a condition quelimn!1 f(n)n =1:



version 93-94 97ii) Le même r�esultat est valable dans le cas non d�eterministe.iii) On a donc :limn!1 f(n)n =1) 8c > 0 [Dtemps (f(n)) = Dtemps (cf(n))] :limn!1 f(n)n =1) 8c > 0 [Ntemps (f(n)) = Ntemps (cf(n))] :Preuve. On commence par d�emontrer un r�esultat interm�ediaire. Soit M1une machine d�eterministe born�ee en temps par f(n) avec k > 1 rubans detravail et soit r un entier positif quelconque. On peut alors construire unemachine d�eterministe M2 qui simule M1 (et accepte donc le même langage)born�ee en temps par n+ dnr e + 8df(n)r e. La preuve de ce r�esultat est �a fairecomme exercice en TD.Maintenant, prenons r tel que c � r � 16 et appelons A l'expression n +dnr e + 8df(n)r e. Puisque dxe < x+ 1 on obtient :A � n+ nr + 8f(n)r + 9 (1)Puisque on a suppos�e que lim infn!1 f(n)n =1 on a :8 constante d;9nd tel que 8n � nd; f(n)n � d, en autre mots, n � f(n)d :Donc, 8n tel que n � 9 (d'o�u n+ 9 � 2n) et n � nd, on a d'abord :A � 2n + nr + 8f(n)r (2)puis : A � 2f(n)d + f(n)dr + 8f(n)r (3)d'o�u : A � f(n)(2d + 1dr + 8r ) (4)Soit d = r4 + 18. Puisque on a choisi r tel que c � r � 16, si l'on remplace rpar 16c , on obtient que 9nd tel que 8n � max(9; nd) on a :A � cf(n) (5)



version 93-94 98En ce qui concerne les mots de longeur n inferieure �a max(9; nd), il n'y en aqu'un nombre �ni. Donc on peut modi�erM2 de fa�con �a les g�erer en utilisantexclusivement son controle �ni (des �etats ad hoc); on n'aura besoin que den+1 transitions pour lire la donn�ee et r�eperer le blanc �a la �n. Donc M2 esten tous cas born�ee en temps par max(n+ 1:cf(n)) (ce qui revient �a dire parcf(n) vu la covention adopt�ee).La construction pour le cas non-d�eterministe (ii) est la même. En�n, les�egalit�es de (iii) suivent de (i) et (ii).Il est aussi possible de r�eduire le nombre des rubans d'une machine touten gardant le contrôle sur le temps et l'espace utilis�es : ceci nous est dit parle r�esultat suivant, qui est valable pour le cas d�eterministe aussi bien quepour le cas non-d�eterministe.Th�eor�eme 8.3 (r�eduction du nombre de rubans).i) Si L est accept�e par une machine born�ee en espace par f(n) avec k rubansde travail, alors L est accept�e par une machine born�ee en espace par f(n)n'utilisant qu'un seul ruban de travail.ii) Si L est accept�e par une machine born�ee en temps par f(n) avec k rubansde travail, alors L est accept�e par une machine born�ee en temps par f2(n)n'utilisant qu'un seul ruban de travail.Id�ee de preuve: Il su�t de consid�erer la technique d�ecrite �a la section 3.3visant �a simuler une machine avec plusieurs rubans et têtes de lectures parune machine �a une seule. Cette technique nous donne directement ces deuxr�esultats.8.3 Hi�erarchies en espace et en tempsLes classes de complexit�e en espace et en temps, d�eterministe ou non d�eter-ministe, sont structur�ees en hi�erarchies. Par exemple, il est �evident que sif1; f2; � � � fn sont des fonctions d'ordre de grandeur croissant, on a les inclu-sions : Despace (f1(n)) � Despace (f2(n)) � � � � Despace (fn(n))De même pour le temps d�eterministe et pour les hi�erarchies non d�etermin-istes. On peut se poser la question s'il existe une classe de complexit�e en



version 93-94 99temps d�eterministe qui contient tous les langages d�ecidables. Le r�esultatsuivant nous dit que ceci est faux et qu'il existe une hi�erarchie in�nie declasses de complexit�e en temps d�eterministe; de même, il existe une hi�erar-chie in�nie de classes de complexit�es en espace d�eterministe. On a des r�e-sultats analogues pour la complexit�e en temps non d�eterministe et pour lacomplexit�e en espace non d�eterministe.Th�eor�eme 8.4 �Etant donn�ee une fonction r�ecursive f(n), il existe toujoursun langage r�ecursif L tel que L 62 Dtemps (f(n)). De même, il existe tou-jours un langage r�ecursif L0 tel que L 62 Despace (f(n))Preuve Dans le cas du temps aussi bien que dans le cas de l'�espace, ils'agit de faire une argumentation par diagonalisation; nous d�etaillons iciexclusivement le cas du temps.D'abord, rappellons que l'on peut �enumerer de fa�con e�ective tous lesmots sur l'alphabet f0; 1g; on peut donc parler de xi, le i-�eme mot danscette �enumeration. Puisque on peut coder par des mots sur f0; 1g toutes lesmachines de Turing d�eterministes (avec n'importe quel nombre de rubans)et �enumerer de fa�con e�ective tous ces codages, on peut aussi parler de Mi,la i-�eme machine selon cette �enumeration.Puisque f est r�ecursive (totale), il existe une machine Mf qui la calcule(en s'arrêtant toujours). Maintenant, soit le langage :L = fxijxi 2 f0; 1g� et Mi n'accepte pas xi en f(jxij) transitions g:Ce langage est r�ecursif : voici un algorithme qui peut être suivi par une ma-chine de Turing pour d�ecider si un mot w 2 L. Etant donn�ee une donn�eew de longeur n, d'abord on simule Mf pour calculer f(n). Puis on d�eter-mine l'entier i tel que w est xi. Ensuite, on rep�ere la machine Mi dansl'�enumeration des machines et on simuleMi sur w pour f(n) transitions : onrejette w si Mi s'arrête en acceptant w, sinon on accepte.Montrons par l'absurde que L 62 Dtemps (f(n)). Supposons le contraire :il existe alors une machine qui accepte L et qui est born�ee en temps parf(n); soit j l'index de cette machine. On va montrer qu'alors xj 2 L siet seulementi si xj 62 L, une contradiction. Si xj 2 L, alors, puisque Mjaccepte L en f(jxjj) transitions, il en suit que xj 62 L, par d�e�nition de L.R�eciproquement, si xj 62 L, Mj n'accepte pas xj, donc, par d�e�nition de L,il en suit que xj 2 L.



version 93-94 100On a donc montr�e l'existence d'un langage r�ecursif L qui n'est pas dansDtemps (f(n)).Le r�esultat precedant nous assure qu'il n'y a pas de classe maximale decomplexit�e d�eterministe en temps, et de même pour l'espace. Maintenant,on peut se poser la question de combien faut-il incrementer une fonctionf pour obtenir une fonction f 0 telle que Despace (f(n)) soit proprementincluse dans Despace (f 0(n)), c'est �a dire telle que l'on ait9L(L 2 Despace (f 0(n)) ^ L 62 Despace (f(n))):Or, si f respecte une certaine condition, un petit incr�ement de f est su�-isant pour obtenir une nouvelle classe. Nous allons d'abord pr�eciser cettecondition.D�e�nition 8.5 Une fonction f est dite compl�etement constructible en es-pace s'il existe une machine de Turing Mf telle que 8n;8 donn�ee w de taillen, Mf utilise (marque) exactement f(n) cases.L'interêt de la notion de fonction compl�etement constructible en espace estqu'elle permet de �xer une borne sur l'espace qui doit être utilis�e par unemachine. Autrement dit, si on sait qu'une fonction f est compl�etement con-structible en espace par une machineMf , et on veut qu'une machineM soitborn�ee en espace par f(n), on peut \initialiser" M en utilisant Mf pour\allouer" les f(n) cases m�emoire queM n'aura pas le droit de d�epasser dansle calcul ult�erieur. L'ensemble des fonctions compl�etement constructibles enespace est tr�es riche et comprend, par exemple, log n; 2n; nk; n!...RemarqueLa d�e�nition ci-dessus ne dit pas explicitement que la machine Mf qui con-struit f en espace s'arrête tout le temps. Toutefois, on peut supposer sansperte de g�en�eralit�e que ceci est le cas, car, �etant donn�ee une machineMf quiconstruit f en espace et qui peut ne pas s'arrêter, on peut en construire uneautre, disons Tf , qui fait la même chose mais qui s'arrête tojours.



version 93-94 101Th�eor�eme 8.6 Si f2 est totalement constructible par rapport �a l'espace, sif1(n); f2(n) � log2 n et si lim infn!1 f1(n)f2(n) = 0alors Despace (f2(n)) 6� Despace (f1(n)).On a un r�esultat analogue pour le temps d�eterministe. Avant de l'�enoncer,nous avons besoin d'une nouvelle d�e�nition.D�e�nition 8.7 Une fonction f est dite compl�etement constructible en tempss'il existe une machine de Turing Mf telle que 8n;8 donn�ee w de taille n,Mf fait exactement f(n) transitions.L'interêt de la notion de fonction compl�etement constructible en tempsest qu'elle permet de �xer une borne sur le temps utilis�e par une machine.En faisant marcher \en parall�ele" une machineMf qui construit f en tempset une machine M , on peut utiliser la premi�ere comme un \r�eveil" pourla deuxi�eme, de fa�con telle que M s'arrête quand \le r�eveil sonne"... Cecipermettra d'obtenir que M ne d�epasse pas f(n) transitions.Le r�esultat analogue au th�eor�eme 8.6 pour le temps est aussi �enonc�e sanspreuve.Th�eor�eme 8.8 Si f2 est compl�etement constructible par rapport au tempset si lim infn!1 f1(n) log f1(n)f2(n) = 0alors Dtemps (f2(n)) 6� Dtemps (f1(n)):8.4 Relations entre les mesures de complexit�eTh�eor�eme 8.9 1. Si L 2 Despace (f(n)) alors L 2 Nespace (f(n)) etsi L 2 Dtemps (f(n)) alors L 2 Ntemps (f(n)).2. Si L 2 Ntemps (f(n)) et f est compl�etement constructible en tempsalors L 2 Despace (f(n).



version 93-94 1023. Si L 2 Nespace (f(n)), f est compl�etement constructible en espace etsi f(n) � log2 n alors il existe un cL > 0 tel que L 2 Dtemps (cf(n)L ).4. Si L 2 Ntemps (f(n)) et si f est compl�etement constuctible en temps,alors il existe un cL > 0 tel que L 2 Dtemps (cf(n)L ).La preuve de ces r�esultats est laisse�e en exercice (TD). Le prochain r�esul-tat est beaucoup plus d�elicat; sa preuve sert aussi �a clari�er l'id�ee intuitivequi est derriere la notion de constructibilit�e en espace d'une fonction f .Th�eor�eme 8.10 (Savitch)Si L 2 Nespace (f(n)) alors L 2 Despace (f2(n)) �a condition que f(n)soit compl�etement constructible en espace et que f(n) � log2 n.Preuve. Soit M1 la machine non d�eterministe born�ee en espace par unefonction f(n) � log2 n. Il existe alors une constante c telle que le nombre decon�gurations distinctes de M1 est born�e par cf(n) (exercice en TD). DoncM1 accepte un mot w de longeur n si et seulement s'il existe une châ�ne decon�gurations : Ci1 ` Ci2 � � � ; Cik�1 ` Ciktelle que� Ci1 est la con�guration initiale correspondant �a l'entr�ee w,� Cik est une con�guration acceptante (elle contient un �etatd'acceptation),� k � cf(n).On va donc construire une machine d�eterministe M2 qui simule M1 entestant l'existence d'une telle châ�ne pour l'entr�ee w consider�ee. Le probl�emeva être comment faire ceci avec \peu d'espace".L' in�egalit�e f(n) � log2 n permet de repr�esenter les con�gurations pard'une part la position de la tête de lecture sur le mot d'entr�ee, et d'autrepart le contenu du ruban de travail, le tout sans d�epasser f(n).On va d'abord pr�esenter une argumentation informelle, sur un exemplesimple, pour donner une intuition sur le fonctionnement de M2 et sur laraison pour laquelle l'espace m�emoire utilis�e est de l'ordre de grandeur de



version 93-94 103f2(n). Ensuite, nous donnerons une description precise de l'algorithme suivipar M2 et du calcul qui montre que la borne en espace est e�ectivement cellevoulue.Soit par exemple M1 telle que c = 3 et f(x) = 2x et soit 1 la longeurde w. On a donc 9 con�gurations possibles et une châ�ne de con�gurationsne comportant pas de r�epetitions contient au maximum 8 transitions. Ilfaut donc examiner l'une apres l'autre toutes les con�guration acceptantes etv�eri�er s'il en existe au moins une qui est le point d'arriv�ee d'une telle châ�ne.Notons par C 0j��j���C 00 le fait que M1 permet de passer de C 0 �a C 00 avec jtransitions au maximum. Soit Ca une con�guration acceptante. Pour testersi Ci1j��8���Ca, la machine M2 teste s'il existe une con�guration \centrale",c'est �a dire une Ci5 telle que Ci1 j��4���Ci5 et Ci5j��4���Ca. Pour cela, il fautexaminer l'une apr�es l'autre les 9 con�gurations et veri�er s'il en a au moinsune qui convient. Or, pour tester si une con�guration particuli�ere candidate�a être Ci5 est \bonne", on teste s'il existe une Ci3 et une Ci7 telles que :� Ci1j��2���Ci3 et Ci3 j��2���Ci5� Ci5j��2���Ci7 et Ci7 j��2���Caetc. On proc�ede donc par dichotomie, jusqu'�a trouver, si elle existe, la châ�nevoulue.Ceci revient �a explorer, pour toute Ca, un arbre AND-OR; pour chercherla bonne châ�ne on fait un parcours en profondeur avec backtracking de cetarbre. Ce qu'il est important d'observer est qu'on n'aura jamais besoin degarder l'arbre entier en memoire : il su�t de garder, �a chaque coup, une seulebranche. Ceci revient �a dire que le ruban de travail va contenir au maximumautant de con�guration qu'il en a dans une branche. En particulier, quandl'on veut savoir si C 0j��2j���C 00 et on a d�ej�a veri��e que C 0j��j���C 000, on peut e�acerle contenu du ruban et r�eutiliser cet espace pour veri�er si C 000j��j���C 00.Or, combien de con�gurations apparaissent dans une branche? Dansnotre exemple, elles sont 3. Bien �evidemment, pour faire le test aux feuilleson peut avoir aussi besoin de la con�guration initiale ou de celle acceptante;cela fait 4 con�gurations �a m�emoriserpour �etudier une branche. On observeraque, pour les valeurs de c et f(n) de notre exemple, 4 est le r�esultat de la



version 93-94 104multiplication de f(n) par dlog2 ce. Or, cette relation est vraie en g�en�eral.Elle nous dit que le nombre de con�gurations qu'il faut m�emoriser sur leruban de travail n'excede jamais l'ordre de grandeur de f(n). La taille dechaque con�guration �etant de l'ordre de grandeur de f(n) (car M1 n'utilisejamais plus que f(n) cases), on voit bien que la borne en espace de M2 estde l'ordre de grandeur de f2(n).Donnons maintenant l'algorithme precis suivi par M2; l'essentiel du tra-vail est fait par la proc�edure TEST.Entr�ee : w.beginn:=jwj; m := dlog2 ce;Ci1:= Con�guration initiale de M1 pour l'entr�ee w;pour toute Ca acceptante de longeur maximale f(n) fairesi TEST(Ci1 , Ca, mf(n)) alors accepte;end;procedure TEST(C 0, C 00, j);si j = 0 et (C 0 = C 00 ou C 0 ` C 00 alors return VRAI;si j �= 1 alorspour toute C 000 de longeur maximale f(n) fairesi TEST(C 0, C 000, j-1) et TEST(C 000, C 00, j-1) alorsreturn VRAI;return FAUXend TESTLa proc�edure TEST a trois arguments : deux con�gurations et un entierj; elle v�eri�e si l'on peut passer de la premiere con�guration �a la deuxiemeavec 2j transitions au maximum. Pour ceci, elle cherche une con�gurationque l'on puisse placer \au milieu" et teste recursivement si elle \ marche".Ceci revient �a veri�er l'existence de deux châ�nes de transitions de longeurmaximale 2j2 . Ma, comme on a d�ej�a observ�e, le test pour l'existence d'une desdeux châ�nes, disons celle de droite, peut r�eutiliser l' espace d�ej�a utilis�e pourl'autre (celle de gauche). Ceci permet d'utiliser le ruban de travail comme unpile de \blocs" o�u on memorise les appels r�ecursifs de TEST et n'avoir jamaisplus quemf(n) appels �a memoriser dans cette pile (chaque appel d�ecrementej de 1). Le nombre de blocs de la pile est donc de l'ordre de f(n).



version 93-94 105Dans chaque bloc il faut m�emoriser :� les valeur courantes de C 0; C 00 et C 000. La taille en espace de chacuned'elles est de l'ordre de grandeur de f(n),� la valeur courante de j; puisque j va de mf(n) �a 1, o�u m est uneconstante, ceci se fait en notation binaire avec un espace dont l'ordrede grandeur est log2 f(n).Donc l'espace n�ecessaire pour g�erer la pile est bien f2(n).Observer que l'hypoth�ese f(n) � log2 n sert �a assurer la possibilit�e der�epresenter la position de la tête de lecture sur le ruban d'entr�ee sans d�epasserla borne d'espace volue.En�n, observer que l'hypoth�ese que f(n) est compl�etement constructibleen espace sert �a allouer l'espace m�emoire pour les f(n) blocs de la pile -chacun de taille f(n)- correspondant aux appels recursifs de TEST; elle sertaussi �a connâitre en avance la valeur de mf(n) qui permet de faire demar-rer le programme. Il ne s'agit pas d'une hypoth�ese vraiment contraignante,car, comme on l'a dit, pratiquement toutes le fonctions que l'on manipulecouramment sont constructibles en espace!Il interessant de remarquer que, en l'�etat actuel des connaissances, on nesait pas si la borne f2(n) donn�ee par ce r�esultat est optimale ou pas.8.5 Autres r�esultats sur les mesures de complexit�eIl existe des r�esultats de complexit�e qui sont assez \surprenants", dans lesens o�u ils semblent aller contre l'intuition. Ici nous en donnons deux, sansles prouver.Les th�eor�emes 8.6 et 8.8 que l'on a d�ej�a vu nous disent que les hi�erarchiesen espace et et en temps sont tr�es denses, car �etant donn�ee une classe decomplexit�e f1(n), il su�t qu'une autre fonction f2(n) soit \juste un peu"plus rapide que f1 pur avoir une nouvelle classe de complexit�e. Toutefois,observez que ces r�esultats ne sont valides que sous l'hypoth�ese que la fonctionf2 soit compl�etement constructible (respectivement, en espace et en temps).Si on supprime cette hypoth�ese, on obtient qu'on peut avoir une \br�eche"arbitrairement grande entre deux classes : on peut incrementer autant quel'on veut f1 sans sortir de la classe de complexit�e correspondant �a f1. Cecinous est dit par le th�eor�eme suivant.



version 93-94 106Th�eor�eme 8.11 (Br�eche de Borodin) i) �Etant donn�e n'importe quellefonction r�ecursive g(n) � n, il existe une fonction r�ecursive f(n) telle queDespace (f(n)) = Despace (g(f(n)))ii) même chose pour l'espace non d�eterministe, pour le temps d�eterministeet pour le temps non d�eterministe.Le th�eor�eme 8.2 d�ej�a vu nous dit que, �etant donn�e n'importe quel langageL, on peut toujours acc�elerer d'une constante le temps d'une machine accep-tant L. Or, le r�esultat suivant nous dit qu'il existe des langages tels que onpeut acc�elerer les machines les acceptant autant que l'on veut. Par exemple,il existe un langage L0 tel que, siM1 accepte L0 avec une complexit�e en tempsf(n), on peut modi�er M1 de fa�con �a avoir une complexit�e qf1(n), puis lamodi�er �a nouveau pour obtenir une complexit�e rqf1(n), etc. Ceci nousest assur�e par le th�eor�eme suivant, o�u l'expression presque partout signi�e \8valeur de n sauf que pour un nombre �ni".Th�eor�eme 8.12 (Acc�eleration de Blum) �Etant donn�e n'importe quellefonction r�ecursive g(n), il existe un langage r�ecursif L tel que pour toutemachine Mi acceptant L avec en espace fi(n) (ou en temps fi(n)) il existeune machine Mj acceptant L en temps fj(n) o�ug(fj(n)) � fi(n) presque partoutNous passons maintenant �a une branche de la th�eorie de la complexit�equi est centr�ee sur la notion de \faisabilit�e" de probl�emes.



version 93-94 1079 \Traitabilit�e" de probl�emes de d�ecision etNP-compl�etudeNous abordons maintenant l'�etude des classes de complexit�e jug�ees commeles plus importantes d'un point de vu th�eorique: P et NP.9.1 les classes P et NPD�e�nition 9.1 P = [i2N Dtemps (ni)NP = [i2N Ntemps (ni)Remarquez que ces deux classes sont stables par rapport aux changement demod�ele de machine de Turing (en excluant le non-d�eterminisme, bien sûr).Par exemple, par le th�eor�eme 8.3, le nombre de rubans de la machine utilis�eene peut faire qu'un changement quadratique dans le temps n�ecessaire pouraccepter un langage.Donnons deux exemples typiques de probl�emes tr�es c�el�ebres (intervenantdans de nombreuses applications) et qui sont dans les classes P et NP.Programmation Lin�eaire . C'est un probl�eme typique de la classe P.donn�ee: m vecteurs d'entiers Vi = (vi[1]; : : : ; vi[n]), 1 � i � m, deuxvecteurs d'entiers D = (d[1]; : : : ; d[m]), C = (c[1]; : : : ; c[n]) et unentier Bquestion: existe-t-il un vecteur X = (x[1]; : : : ; x[n]) de nombres ra-tionnels tels que C �X � B et Vi �X � d[i] pour tout i?Probl�eme du voyageur de commerce . C'est un probl�eme typique de laclasse NP.donn�ee: une liste v1; : : : ; vn de villes, une distance enti�ere d(vi; vj) pourtoutes les paires de villes distinctes et une borne B.



version 93-94 108question: existe-t-il un chemin passant par toutes les villes, revenantau d�epart et dont la longeur est born�ee par B ?Les deux probl�emes ci-dessus sont de nature fondamentalement di��erente.Pour bien le comprendre, nous allons montrer un probl�eme qui poss�ede lesdeux facettes, selon la question pos�ee. Consid�erons le probl�eme S de savoirsi un ensemble de clauses fC1 � � �Cng de la logique propositionnelle est vraipour une interpretation I donn�ee. Comme on sait, il s'agit d'un probl�emed�ecidable, donc l'ensembleE = f< fC1 � � �Cng; I > j 8i; 1 � i � n; I(Ci) = V raigest r�ecursif. Il est clair que, une fois choisi un codage appropri�e pour lesdonn�ees de la forme < fC1 � � �Cng; I >, il existe une machine de Turingd�eterministe qui d�ecide si une telle donn�ee appartient �a E avec une com-plexit�e de temps f(N), o�u N est le nombre total d'occurrences de litt�erauxdans C1; : : : ; Cn, et f est une fonction polynomiale (en fait lin�eaire) de N . Ilexiste donc un algorithme d�eterministe polynomial qui d�ecide le probl�eme S,ce que l'on exprime en disant que S 2 P.Maintenant, consid�erons le probl�eme de savoir, �etant donn�e un ensemblede clauses fC1 � � �Cng propositionnelles, s'ilexiste au moins une interpr�etationI pour laquelle toutes les clauses sont vraies. Ce probl�eme est connu sous lenom de SAT , ou probl�eme de la satisfaisabilit�e (propositionnelle). Il existeun algorithme d�eterministe �evident pour d�ecider ce probl�eme : on teste unepar une toutes les interpr�etations possibles. Malheuresement, il en existe 2k,o�u k est le nombre des variables propositionnelles de l'ensemble de clauses.Dans le pire des cas, k pourrait être �egal �a N (nombre total d'occurrencesde litt�eraux).2 Donc cet algorithme n'est pas polynomial. Mais il existe unalgorithme non d�eterministe qui \donne une r�eponse" au probl�eme SAT entemps polynomial :� choisir une interpr�etation I� v�eri�er que I rend vraies toutes les clauses (ce qui se fait en tempspolynomial).2Remarquer que, �a l'inverse, N peut être de l'ordre de 2k puisque chaque clause peutêtre vu comme un sous-ensemble arbitraire de l'ensemble des litt�eraux.



version 93-94 109En autres mots, une fois cod�e de fa�con appropri�ee, le langageLsat = ffC1 � � �Cngj 9I8i; 1� i � n; I(Ci) = V raigest accept�e par une machine de Turing non-d�eterministe avec une complexit�ede temps polynômial. Ceci s'exprime en disant que SAT 2 NP.Intuitivement, la classe P est la classe des probl�emes que l'on peut d�e-cider \e�cacement" (par exemple le probl�eme S). La classe NP est la classedes probl�emes dont on sait seulement v�eri�er e�cacement si une \solutioncandidate marche" (par exemple, le probl�eme SAT , o�u une \solution candi-date" est une interpr�etation I particuli�ere, que l'on a choisi de fa�con non-d�eterministe).Une question de toute premi�ere importance en informatique th�eoriqueest : P ?= NP:Il est clair que P � NP, mais que dire de l'inclusion r�eciproque ? L'intuitionsemble sugg�erer qu'elle est fausse, car il est plus di�cile de trouver la solutioncorrecte d'une question que de v�eri�er si une solution donn�ee est juste oupas. Toutefois, cette conjecture reste un probl�eme ouvert... Une preuve deP 6= NP aurait des implications pratiques importantes car des nombreuxprobl�emes naturels ne peuvent être r�esolus e�cacement (polynômialment)que si P = NP; en un certain sens, ces probl�emes ne sont pas \faisables" siP 6= NP.9.2 la classe PespaceOn peut d�e�nir de fa�con semblable de telles classes par rapport �a la com-plexit�e en espace:D�e�nition 9.2 Pespace = [i2N Despace (ni)NPespace = [i2N Nespace (ni)Mais cette fois, pas de grande question ouverte car par le th�eor�eme deSavitch (8.10), il d�ecoule quePespace = NPespace :



version 93-94 1109.3 Relations sur ces classesOn a les relations suivantes avec certitude sur ces classes:P � NP � Pespacemais on ne sais pas si ces inclusions sont strictes ou non. L' inclusion NP �Pespace est une consequence du th�eoreme 8.9 et du fait que Pespace =NPespace : En fait, on ne sait même pas si l'inclusion P � Pespace eststricte.9.4 R�eductions polynômialesOn introduit maintenant la notion de r�eduction polynômiale entre des lan-gages r�ecursifs. L'intuition qui est derriere cette notion est que si un probl�emede d�ecision �1 se r�eduit polynômialment �a un probl�eme �2 et l'on a un al-goritme polynômial qui d�ecide le deuxi�eme, alors on a aussi un algorithmepolynômial qui d�ecide le premier, car on peut toujours rammener �1 �a �2(sans sortir du temps polynômial).D�e�nition 9.3 On dit que L1 � ��1 se r�eduit polynômialement �a L2 � ��2(not�e L1 �P L2) s'il existe une fonction f : ��1 ! ��2 telle que1. f est calculable en temps polynômial par rapport �a la taille de sa donn�ee2. pour tout x 2 ��1 on a quex 2 L1 , f(x) 2 L2Th�eor�eme 9.4 Si L2 2 P et L1 �P L2 alors L1 2 P.Soit p2 un polynôme bornant le temps n�ecessaire pour reconnâ�tre L2, soitf une fonction servant �a r�eduire L1 �a L2 et soit p un polynôme bornant sontemps d'ex�ecution. On pourra d�ecider pour chaque mot x s'il appartient ounon �a L1 en temps p(jxj)+p2(p(jxj)) (on prend un temps p(jxj) pour calculerf(x) et un temps p2(jf(x)j) pour d�ecider si f(x) 2 L2, o�u jf(x)j � p(jxj)).



version 93-94 111Utilisation d'OraclesRemarquons que si L1 �P L2, alors L1 est d�ecid�e en temps polynômial parune machine de Turing ML2 , avec un oracle d�ecidant l'appartenance �a L2.Mais la r�eciproque n'est pas correcte car:1. en g�en�eral, ML2 pourrait interroger plusieurs fois l'oracle2. ML2 pourrait e�ectuer des transitions apr�es avoir consult�e l'oracle.En fait, il y a bien �equivalence entre ces deux d�e�nitions, pourvu queML2 n'ait le droit de consulter qu'une fois l'oracle, et uniquement lors de laderni�ere transition.Autres r�eductionsNous avons vu ci-dessus les r�eductions polynômiales, mais la d�e�nition 9.3s'�etend �a n'importe quelle classe de complexit�e. Par exemple, on peut con-sid�erer les r�eductions qui se font en espace logarithmique (et, partant, larelation �logspace ).9.5 NP-compl�etudeOn a d�ej�a dit que nombreux probl�emes ne sont pas \faisables" si P 6= NP;il s'agit des probl�emes que l'on appelle NP-complets.D�e�nition 9.5 Un langage L est dit NP-complet si ces deux conditionssont satisfaites :1. L 2 NP2. pour tout langage L0 2 NP, L0 �P L (L est NP-di�cile)Beaucoup de probl�emes pratiques, par exemple un grand nombre de prob-l�emes de graphes, sont connus comme �etant NP-complets.Si un probl�eme � (un langage L�) est NP-complet et P 6= NP, alors� 2 NP mais � 62 P, car autrement, puisque tout �element de NP se r�eduit�a �, on aurait que P = NP.



version 93-94 112Observez qu'un probl�eme peut être dans NP sans être NP-di�cile oubien être NP-di�cile sans être dans NP; dans aucun de ces deux cas leprobl�eme n'est NP -complet.Les probl�emesNP-complets sont historiquement consid�er�es comme �etantdes probl�emes qui n'ont pas de solution e�cace. La raison en est que, siP 6= NP, ces probl�emes ne peuvent être r�esolus en temps polynomial (dansle pire des cas). Cependant, il existe d'autres notions de complexit�e quimod�elisent d'autres aspects de l'e�cacit�e d'un algorithme. En particulier, lacomplexit�e en moyenne qui ne consid�ere pas seulement le pire des cas, maisl'ensemble des donn�ees et, le cas �ech�eant, une probabilit�e d'apparition pourchacune de ces donn�ees. Bien entendu, un probl�eme peut être NP-complettout en �etant polynomial du point de vue de la complexit�e en moyenne.La plus grande di�cult�e avec la NP-compl�etude fut de d�emontrerl'existence d'un premier langage NP-complet. Par contre, une fois ce premierlangage obtenu, il est beaucoup plus simple de d�emontrer la même propri�et�een utilisant le lemme suivant:Lemme 9.6 Un langage L est NP-complet si1. L 2 NP2. il existe un langage NP-complet L0 tel que L0 �P LL'exemple classique de probl�eme NP-complet est le probl�eme SAT d�ej�adiscut�e informellement. C'est le premier probl�eme dont on a d�emontr�e laNP-compl�etude.Dans la suite, on pr�esentera toujours un probl�eme de d�ecision (i.e. unprobl�eme de la forme \w est il dans le langage L"?) sous la forme: donn�ee,question.9.6 Probl�emes NP-completsLe probl�eme SATCommen�cons par rappeler des notions �el�ementaires de logique.� Soient u1; u2; � � � um des variables propositionnelles (booleennes). Unlitt�eral xi est soit une variable uj, soit une n�egation de variable uj.



version 93-94 113� Une clause ci est un ensemble de litt�eraux fx1; x2; :::; xkg (que l'on litcomme une disjonction).� Une clause C est satisfaite par une interpr�etation I (qui n'estrien d'autre qu' une assignation de valeurs de v�erit�e aux variablesu1; u2; :::; um) si au moins un des litt�eraux de C est vrai pour I.� Un ensemble de clauses C = fc1; c2; :::; cng est satisfaisable s'il existe aumoins une interpr�etation I qui satisfait chaque clause de C.Th�eor�eme 9.7 (Cook) Le probl�eme suivant, nomm�e SAT , est NP-complet:donn�ee: U = fu1; u2; :::; umgC = fc1; c2; :::; cngquestion: Est-ce que C est satisfaisable?Id�ee de la preuve:1. SAT 2 NP: on commence par parcourir la liste des variables en choi-sissant de fa�con non-d�eterministe, une valeur de v�erit�e. L'application(ensemble de paires (ui, valeur de v�erit�e de ui))ainsi calcul�ee est copi�eesur un deuxi�eme ruban. Ensuite, on parcourt C en rempla�cant les ui parleurs valeurs (ceci s'e�ectue en temps O(jCj � jUj)). En�n, on �evaluele r�esultat (ceci ce fait en temps O(jCj)).2. Pour tout L 2 NP, L �P SAT : Puisque L 2 NP, il existe une ma-chine non-d�eterministeM qui reconnâ�t les �el�ements de L en temps p(n)pour un certain polynôme p. Pour chaque donn�ee x, on construit unensemble de clauses CM;x d�ecrivant le comportement deM qui sera sat-isfaisable si et seulement si il existe des choix non-d�eterministes faisantaccepter x par M en temps p(jxj). On peut supposer tout d'abord quela machineM ne comporte qu'un seul ruban. On choisit pour variablespropositionnelles :� pour chaque �etat q de M et pour chaque i � p(jxj), une variableQi;q qui exprimera qu'�a l'instant i, la machineM est dans l'�etat q



version 93-94 114� pour chaque 1 � i � p(jxj), et chaque �p(jxj) � c � p(jxj) + 1une variable Hi;c qui exprime qu'�a l'instant i,M pointe sur la casec� pour chaque 1 � i � p(jxj) , pour chaque �p(jxj) � c � p(jxj)+1,pour chaque symbole s de l'alphabet de travail deM , une variableSi;c;s qui exprime que le contenu de la case c �a l'instant i est s.On forme ensuite des clauses (dont la description est donn�ee ci-dessouspar groupes) qui expriment d'une part que l'on mod�elise bien une ma-chine de Turing, d'autre part la relation de transition est celle de M .(a) Le premier groupe de clauses exprime qu'�a tout instant i, la ma-chine M est dans exactement un �etat(b) A chaque instant, la tête de lecture pointe sur exactement unecase(c) A chaque instant, chaque case contient exactement un symbole(d) A l'instant initial, la machine est dans la con�guration initiale(e) A l'instant p(jxj), la machineM est dans un �etat �nal(f) A chaque instant i, la con�guration de la machine �a l'instant i+1est obtenue par application d'une r�egle de transition de la machineM �a partir de la con�guration �a l'instant i.CM;x est la r�eunion des 6 ensembles ci-dessus. On v�eri�e qu'il peut êtrecalcul�e en temps polynômial par rapport �a jxj.Remarque: dans l'�enonc�e du th�eor�eme, la taille des donn�ees est jCj + jUj.On a en fait les in�egalit�es suivantes: jCj � 22jU j et jU j � jCj (car les variablesde U peuvent toujours être suppos�ees apparaitre dans C). Le th�eor�eme deCook pourrait donc s'�enoncer avec la seule donn�ee C (et pas U).On va maintenant d�emontrer qu'un certain nombre d'autres probl�emessont NP-complets en utilisant le fait que SAT l'est et le lemme 9.6.



version 93-94 115Le probl�eme 3SATLe probl�eme nomm�e 3SAT est identique �a SAT sauf que chaque clause con-tient exactement 3 litt�eraux. Il s'av�ere souvent utile de travailler avec 3SATplutôt que SAT car sa structure est plus simple.Th�eor�eme 9.8 Le probl�eme 3SAT est NP-complet.Preuve:1. 3SAT 2 NP car SAT 2 NP.2. SAT �P 3SAT :Soient U et C les composants d'une donn�ee du probl�eme SAT . Il s'agitde trouver une transformation f de U et C en une donn�ee U 0 et C 0 de3SAT telle que :(a) C est satisfaisable si et seulement si C0 est satisfaisable.(b) La transformation f est calculable en temps polynômial par rap-port �a la taille de la donn�ee U; C. Ici, la taille est constitu�ee parle nombre d'�elements de U plus celui de C.Posons U = fu1; u2; :::; umg et C = fc1; c2; :::; cng. Pour chaque clause cide C, on construit un ensemble de clauses C 0i correspondant qui utiliseles variables de ci et un ensembleU 0i de nouvelles variables. La structurede C 0i d�epend du nombre des litt�eraux de ci :� C 0i = ffxi; y1i ; y2i g; fxi; y1i ; y2i g; fxi; y1i ; y2i g; fxi; y1i ; y2i gg et U 0i =fy1i ; y2i g si ci = fxig� C 0i = ffx1i ; x2i ; yig; fx1i ; x2i ; yigg et U 0i = fyig si ci = fx1i ; x2ig� C 0i = ci et U 0i = ; si ci = fx1i ; x2i ; x3i g� C 0i =ffx1i ; x2i ; y1i g; fy1i ; x3i ; y2i g; :::; fyk�4i ; xk�2i ; yk�3i g; fyk�3i ; xk�1i ; xki gget U 0i = fy1i ; y2i ; :::; yk�3i g si ci = fx1i ; x2i ; :::; xkig pour k > 3Remarquons que cette derni�ere construction ne serait pas possible sil'on ne s'autorisait que 2 litt�eraux par clause. (D'ailleurs, 2SAT 2 P,comme vu en TD).



version 93-94 116On pose �nalement,U 0 = U [ n[i=1U 0i et C0 = n[i=1C 0i:Pour montrer que C est satisfaisable si et seulement si C0 est satisfais-able, il su�t de montrer que C 0i est satisfaisable si et seulement si ciest satisfaisable.Montrons d'abord que toute interpr�etation I qui satisfait ci peut êtreprolong�ee �a une interpr�etation I 0 (donnant un valeur aux nouvellesvariables) qui satisfait toute clause de C 0i.� Si ci a un, deux ou trois litt�eraux, peu importe la valeur des nou-velles variables : toute I 0 qui prolonge I satisfait chaque clause deC 0i.� Le cas o�u ci a quatre litt�eraux est plus d�elicat. Puisque I satisfaitci, il existe au moins un des litt�eraux de ci, disons xli, tel queI(xli) = Vrai. Il su�t de prendre I 0(yji ) = Vrai si 1 � j � l� 2 etI 0(yji ) = Faux si l � 1 � j � kPour la r�eciproque, soit I une interpr�etation qui satisfait toutes lesclauses de C 0i. Si I satisfait au moins une des vieilles variables (cellesde U), alors �evidemment I satisfait ci. D'autre cot�e, il est facile de voirque toute I satisfaisant toutes les clauses de C 0i forcement satisfait aumoins une des vieilles variables. Il en suit que toute I satisfaisant C 0idoit satisfaire ci.Il nous reste �a montrer que la transformation f de de U et C en U 0 etC 0 se fait en un temps born�e par un polynôme de la taille de C;U . Parconstruction, f est en fait ici lin�eaire.Marriage �a troisLe probl�eme suivant est un autre exemple bien connu de probl�eme NP-complet.



version 93-94 117donn�ee: Un ensemble M � H � F � A, o�u H;F;A sont trois ensemblesdisjoints de la même cardinalit�e q.question: Existe-t-il un mariage �a trois compatible avecM i.e. unM 0 �Mde cardinal q tel que, pour tout couple d'�el�ements (x; y; z), (x0; y0; z0) de M 0on a x 6= x0 ^ y 6= y0 ^ z 6= z0?Le probl�eme ci-dessus, connu aussi commeprobl�eme 3DM (3-dimensionalmatching), est une g�en�eralisation du probl�eme suivant, dit du mariage.Soient H un ensemble de q hommes, F un ensemble de q femmes et M �H � F tel que (h; f) 2 M indique que h et f n'ont rien contre l'id�ee des'�epouser. La question est de savoir s'il est possible de combiner des mariagestels que :1. tout le monde est mari�e2. il n'y a pas de polygamie3. si h �epouse f , alors h et f n'avaient rien contre l'id�ee de s'�epouser,Remarquons que ce probl�eme classique est dans la classe P.Le probl�eme 3DM g�en�eralise le probl�eme classique du mariage en ce sensqu'une donn�ee de 3DM comporte \trois sexes": H;F et A.La preuve du fait que 3DM est dansNP est laiss�ee en exercice. La preuvedu fait que 3DM est NP di�cile consiste �a montrer que 3SAT �P 3DM .Soit donc U = fu1; u2; :::; ungC = fc1; c2; :::; cmgune donn�ee de 3SAT ; on lui associe la donn�ee de 3DM suivante.� H = fuij; uij : 1 � i � n; 1 � j � mg� F = F1 [ F2 [ F3 o�u{ F1 = ffij : 1 � i � n; 1 � j � mg{ F2 = fs1j : 1 � j � mg{ F3 = fg1j : 1 � j � m(n� 1)g� A = A1 [ A2 [A3 o�u



version 93-94 118{ A1 = faij : 1 � i � n; 1 � j � mg{ A2 = fs2j : 1 � j � mg{ A3 = fg2j : 1 � j � m(n� 1)gRemarquons que j H j=j F j=j A j= 2mn. Comme on verra, les ensemblesH;F1; F2; A1 et A2 jouent un rôle fondamental dans notre construction; parcontre, F3 et A3 sont l�a exclusivement a�n d'avoir la même cardinalit�e q pourles ensembles H;F;A.Il nous reste �a d�e�nir M . Cet ensemble de triplets est l'union de troisgroupes de triplets, M1;M2 et M3.� Le premier ensemble de mariages possibles a pour objectif de contrain-dre les m exemplaires ui1; : : : ; uim de la variable propositionnelle ui �aavoir la même interpr�etation. M1 = [ui2U INTi o�u INTi = Vi [ Fi et{ Vi = f(uij; fij; aij) : 1 � j � mg{ Fi = f(uij; fi;j+1; aij) : 1 � j < mg [ f(uim; fi1; aim)gRemarque 9.1 Observons que, s'il existe un mariage compatible avecM1, alors, pour chaque i, ce mariage contiendra ou bien tous les tripletsde Vi ou bien tous les triplets de Fi, ce qui correspond respectivement�a l'assignation de ui �a vrai ou �a faux. En e�et, si INT 0i � INTicontient m triplets dont au moins un de Vi et un dans Fi, alors INT 0icontiendra deux triplets ayant une composante fij ou une composanteaij en commun (voir �gure 16).� Le deuxi�eme ensemble de mariages possibles sert �a assurer que chaqueclause est satisfaite. M2 = [cj2CCjo�u Cj = f(uij; s1j ; s2j) : ui 2 cjg [ f(uij; s1j ; s2j) : ui 2 cjgRemarque 9.2 Pour obtenir un mariage acceptable, il n'est pas pos-sible de choisir 2 triplets dans Cj, car les deuxi�emes et troisi�emes com-posantes des triplets de Cj sont identiques.
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version 93-94 120� Le dernier ensemble de mariages possibles est d�e�ni par:M3 = f(uij; g1k; g2k); (uij; g1k; g2k) : 1 � k � m�(m�1); 1 � i � n; 1 � j � mgMontrons que 3DM a une solution si et seulement si 3SAT a une solution.Si 3DM a une solution, alors 3SAT a aussi une solutionSoit M 0 une solution pour 3DM , i.e. un mariage compatible avec M .Alors, M 0 � M , jM 0j = 2 � m � n et les triplets de M 0 sont tousdi��erents, composante par composante.� Pour tout 1 � i � n, M 0 contient n�ecessairement m triplets deINTi. En e�et, si ce n'�etait pas le cas, il existerait une femme fijou bien un ange aij qui ne serait pas mari�e.� Par la remarque 9.1, ces m triplets sont ou bien tous dans Vi, oubien tous dans Fi.D�e�nissons alors une interpr�etation I :I(ui) = ( Vrai Si M 0 \ Inti = ViFaux Si M 0 \ Inti = FiRemarque 9.3 Observons que I(ui) = Vrai si et seulement si aucuntriplet de la forme (uij; x; y) n'appartient �a M 0 \ INTi.Montrons que I satisfait bien toutes les clauses de C. Pour tout 1 �j � m,M 0 contient exactement un triplet de Cj. En e�et, il en contientau moins un sinon, ni la femme s1j , ni l'ange s2j ne seraient mari�es. Iln'en contient pas plus d'un par la remarque 9.2.Soit par exemple (uij; s1j ; s2j) ce triplet (le cas (uij; s1j ; s2j ) estsym�etrique). Par d�e�nition de Cj , uij est un lit�eral de la clause cj.Par ailleurs, aucun triplet de M 0 \ INTi n'est de la forme (uij; x; y).Par la remarque 9.3, la clause cij contient donc un lit�eral uij tel queI(uij) = Vrai.Si 3SAT a une solution, alors 3DM a une solutionSoit I une interpr�etation qui satisfait toutes les clauses de C. On d�e�nitM 0 de la fa�con suivante:



version 93-94 121� Si I(ui) = Vrai, on marie ui1; : : : ; uim comme indiqu�e par Vi: Vi �M 0� Inversement, si I(ui) = Faux, Fi �M 0.� Pour tout j, soit ui (resp. ui) un lit�eral de cj tel que I(ui) = Vrai(resp. I(ui) = Faux). Par sym�etrie, nous supposerons d�esormaissans perdre de g�en�eralit�e que le lit�eral choisi est ui. On marie uij�a s1j et s2j : (uij; s1j ; s2j ) 2M 0.Nous avons ainsi mari�e n�m+m hommes. Il en reste doncm�(n�1) �acaser. Pour ceux-l�a, on peut utiliser la composanteM3 qui nous assurequ'il reste exactementm�(n�1) anges libres et exactementm�(n�1)femmes libres.On v�eri�e par ailleurs que la transformation est bien polynômiale.9.7 Probl�emes PEspace-completsDe�nition 9.1 Un langage L est Pespace -complet si les 2 conditions suiv-antes sont satisfaites:1. L 2 Pespace2. pour tout langage L0 2 Pespace , L0 �P L (L0 est Pespace -di�cile).Remarquons que, si P 6= Pespace , alors un probl�eme Pespace -completne peut pas être dans P.Un probl�eme Pespace -complet typique est le probl�eme des formulesBool�eennes quanti��ees (QBF en anglais) dont voici l'�enonc�e:Donn�ee : une formule du calcul propositionnel, pr�ec�ed�ee de quanti�cationssur les variables propositionnelles:F = Q1x1 : : :Qnxn �o�u � est une formule du calcul propositionnel en forme normale con-jonctive et, pour tout i, Qi est 9 ou 8.Question : F est-elle vraie ?



version 93-94 122Th�eor�eme 9.9 QBF est Pespace -completId�ee de la preuve1. Pour montrer que QBF 2 Pespace , on proc�ede comme pour SAT: Onconsid�ere successivement toutes les assignations des variables proposi-tionnelles. Un ruban de la machine permet de garder trace des assigna-tions d�ej�a consid�er�ees (en espace lin�eaire); par exemple, si l'on num�eroteles assignations possibles de 1 �a 2n, on �ecrit le num�ero de l'assignationcourante en base 2. En�n, le calcul de la valeur de v�erit�e d'une formulepropositionnelle en forme conjonctive, l'assignation �etant donn�ee, sefait en temps polynômial comme d�ej�a vu.2. Il est beaucoup plus d�elicat de montrer que tout probl�eme Pespace ser�eduit en temps polynômial �a QBF. L'id�ee principale est de consid�ererune variable propositionnelle par case du ruban. Une assignation �a unesuite de n variables propositionnelles repr�esente un mot sur l'alphabetf0; 1g. Les quanti�cations sur les variables propositionelles permettentalors d'exprimer des quanti�cations sur les con�gurations. On �ecritalors une formule:9~P9~Q: (Initial(~P ) ^Accepte(~Q) ^Accessiblecn(~P ; ~Q))qui sera vraie si et seulement s'il existe des assignations de ~P et ~Q quicodent respectivement des con�gurations initiale et �nale et telles quel'on puisse acc�eder de ~P �a ~Q en au plus cn �etapes de calcul. D'autrepart, il a �et�e vu (th�eor�eme 8.9) qu'il existe une constante cM telle quesi M accepte x en espace p(jxj), alors M accepte x en temps au pluscp(jxj). Il ne reste donc plus qu'�a montrer que, si L(M) 2 Pespace ,alors les formules \Initiale", \Accepte", \Accessiblecn" peuvent êtreconstruites en temps polynômial par rapport �a n. Pour la constructionde \Accessiblecn", on utilise une m�ethode analogue �a celle qui est util-is�ee dans la preuve du th�eor�eme de Savitch. (Mais il y a une petiteastuce suppl�ementaire).De nombreux probl�emes de jeux peuvent être prouv�es Pespace -completsen r�eduisant QBF. (Par exemple, le probl�eme de strat�egie gagnante pourle jeu de Hex, ou le probl�eme de g�eographie g�en�eralis�ee vu en TD). Un



version 93-94 123autre exemple de probl�eme Pespace -complet est le probl�eme suivant: �etantdonn�ee une expression r�eguli�ere e (sur un alphabet �) est-ce que e repr�esentele langage ��. (En fait, l'�equivalence des expressions r�eguli�eres est Pespace -complete).9.8 Autres classes de complexit�eSoit L un langage. co(L) est une autre notation pour L.D�e�nition 9.10 co(P) = fLjco(L) 2 Pg et co(NP) = fLjco(L) 2 NPgIl est facile de voir que P = co(P) mais que dire de NP = co(NP) ? Onpeut conjecturer que cette �egalit�e est fausse; par exemple on ne voit pas com-ment prouver, même avec un algorithme non d�eterministe, qu'un ensemblede clauses est insatisfaisable sans tester toutes les 2n interpr�etations possi-bles. Toutefois nous sommes �a nouveau en presence d'un probl�eme ouvert,car la question co(P) ?= co(NP)n'a pas �et�e r�esolue.Aucune des classes de complexit�e que l'on a consider�e jusqu' �a ici ne con-tient de probl�eme de d�ecision pour lesquels on a d�emontr�e qu'il n'existe pasd'algorithmes d�eterministes polynômiaux; par exemple, on dit que SAT n'estpas \faisable", mais ceci car on \croit" que P 6= NP.... Il existe toutefoisdes probl�emes qui ont une complexit�e intrins�equement exponentielle: ceux-cisont prouv�es \infaisables". ce qui motive la d�e�nition suivante.D�e�nition 9.11 EXPTemps = [i>0Dtemps (2ni)NEXPTemps = [i>0Ntemps (2ni)Par exemple, le probl�eme suivant peut-être prouv�e NEXPTemps -complet:Donn�ee : deux expressions r�eguli�eres e1 et e2 construites �a l'aide de f[; �; 2g(union, concat�enation, carr�e, et les constantes 0,1)



version 93-94 124Question : e1 et e2 d�e�nissent-elles deux langages distincts ?La classe NP se trouve être strictement inclue dans la classeNEXPTemps . Donc même si l'on avait P = NP, il existerait quand mêmedes probl�emes d�ecidables mais qui ne peuvent être r�esolus par aucun algo-rithme polynômial.


